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Esboco de resolucao

Ezame 1(3,5 val.)
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A sucessdo u, é limitada uma vez que converge.

Mostremos que vp+1 — vy, < 0 para todo o n € N, usando o principio de indugao
matematica:

paran=1 vy —v; <0 ¢ uma proposi¢ao verdadeira

mostremos agora param € N vp41 — U < 0= g2 — U1 <0

1 _ 1 _ Um+1 — Um
vkt +2 vt 42 (14 200)(1 4 2vm41)

Um+2 — Um+1 =

Da hipétese de inducao e uma vez que v,, > 0 para todo o m € N a implicacao
anterior é uma proposicao verdadeira para todo m € N, da arbitrariedade de m. Do
principio de indugao matematica, v,41 — vy, < 0 para todo o n € N, i.e. a sucessao
v, € decrescente.

Uma vez que a sucessao v, é decrescente e 0 < v, < vy, é v, convergente pois é uma
sucessao mondtona e limitada. Toda a sucessao real convergente é de Cauchy.

A sucessao w, é convergente, pois resulta da adigao de duas sucessoes convergentes.

lim w, = lim u,+ lim v,
n—-+00 n—-+0o00 n—-+00
Determinemos o limite de v,, designe-mo-lo para ja por v. Sendo v, convergente,
Up+1 € igualmente convergente, uma vez que é uma sua subsucessao. Da definicao de
Un,y Untl = #’T"v, para todo n € N, aplicando o limite a relacao anterior, da algebra
n

de limites vem que v = 11@, donde v = 0. Assim lim,, , o w, =0




Exzame 1I (6,5 val.)

1. Simplifiquemos f
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iv)

, 20r—2)3 |(z—2) 1
_ e 3 .
(@)~ Po(e)] = | Bo(a)| = | (€)= 273 = | 5ol < g < g
lim w(: 0/0 uma indeterminacao).
z—0 rtgx
Para aplicar a regra de Cauchy, consideremos
2 — Sen x cos

lim = lim = lim
o—0 2xtgw + a2/ cos?x  2—02tgx +x/cos’x  2—02senxcosx +

In(x+3)+1 se z>1

Vi—z2 se —-1<z<1

A funcao f nao é diferencidvel em x = 1, pois nao é continua em = = 1,

fz) =

0=f(1) e limIn(z+3)+1=mnh4+1#0

x—1+
A fungao f é diferencidvel em | — 1, 1[U]1, +-00] pois resulta da composicao e adigao
de funcoes diferencidveis.
2o ose x>1
z+3
!
f(x) =
\/1__9”7 se —l<z<l1

A fungdo é estritamente crescente no intervalo [1,+oo[, pois f'(z) > 0. A fun¢ao
tem um méximo local em = = 0, uma vez que f'(0) =0, f'(x) > 0 para z €] — 1,0]
e f'(x) > 0 para z €]0,1[. A fung¢do f tem minimos absolutos em = = +1, uma vez
que f(z) >0em | —1,1[U]1,4+o0[ e f(£1) =0.

Do teorema de Taylor, f(z) = Pa(x) + Ra(z) para = € [1,3], onde Py(z) = f(2) +
f1(2)(x—2)+f"(2)(x—2)2/2 e Ro(x) = f"(c)(x—2)3/3! com c entre 2 e x. 374 é um
majorante do erro que se comete ao aproximar a fungao f em [1,3] pelo polinémio
de Taylor do 2° grau em poténcias de x — 2 e é obtido da seguinte forma:

—Irsenx —Ssenx . —Senx cos™ T . S

Da regra de Cauchy conclui-se que

TCOST —senx
lim ~—— ——— = —1/3.
z—0 retgx

m--—
z—0 %QCOSJ: +1

2z

= —1/3



. Sendo f uma fungdo com quatro zeros em |a,b[, (sendo a,b € R, a < b),satisfeitas as
condicoes, do teorema de Rolle aplicado a f em cada um dos trés intervalos de extremos
nos zeros de f, concluimos que existem trés zeros para f’ em ]a, b[. Novamente do teorema
de Rolle desta vez aplicado a f’ em cada um dos dois intervalos de extremos nos zeros
de f’, concluimos que existem dois zeros para f” em ]a,b[. Finalmente, da aplicagdo do
teorema de Rolle a f”, concluimos que a funcao f” tem um zero em |a, b|

Exame/2° Teste III(6 val.)
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0 2 0 0 21 + X

Loretg 1 1/11d +1/1 L 4
— —ar - — — —
QMBI T Ty T 2

T~ 1 11 1 T 1 1 ;T 1
=3 33 ) i@y g talardterh =73
i) Sendo f (t)m uma funcdo continua em [0, 1[, do teorema fundamental do

p . ~ T 1 ;9. .. . _
calculo integral, a fungdo fo 7(1—t2)(4—t2)dt é diferenciavel em |0, 1[. F(x) é igual
mente diferencidvel, uma vez que resulta da composta de duas fungoes diferencidveis
e a sua derivada definida em ]0, 7[ é dada pela expressao seguinte:

—Ssenax

V/ (1 = cos 22)(4 — cos x2)

F'(z) =
ii) A fungdo F é monétona, uma vez que F’ () < 0 em |0, 7.
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T
———dx = — 2tdt =
/2 Jr—1+2 /1 tt2
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2/ 2245 ——dt=2|— —t>+5t—10In(t +2)| = 26/3 +201n(3/4)

) t+2 3 )

A 2 1
3= / vV —2(z — 2)dz —/ V—4(z — 1)dz =
0 0
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5. Aplicando a integracao por partes a f; f'(t)dt, tem-se

| 1w = e 1@ - [ oo

a

Assim

@) = o+ [ " Pyt = fla)taf (v)—af (a)- / Cf () dt / " ()t / " eyt =

a

— f(a) - af'(a) + 2f'(a) - / “@ - 0" (0)dt = f(a) + f(a)(x—a) + / ") - .

Exame/2° Teste IV (4 val.)

1.
=V L o
——~—— ¢ divergente, do critério de comparagao, pois
- n?+5
n=1
+o0 1 2 Vn
. - .. . . 215
—— é uma série de Dirichlet divergente e lim Y25 e Rt
n1/6 n—+0o 1
n=1 nl/6
00 n
Z Sl é divergente, do critério de D’Alembert, uma vez que
o n!
(n4-1)nt1 n
. 20 F T (n1)! . 1 1 e
lim #:hmf 1+ — ==->1
n——+o00 no n—-+oo 2 n 2
27!
=X 3-—en
Z an é convergente, pois resulta da adicao de 2 séries geométricas ambas com razaor < 1
n=1

A soma da série é:
+o0 3 _en +o0 3 +o0 o 3 e
2. 3n :nzzl 3n 3n 2 3_¢

n=1 n=1

2. O raio de convergéncia obtém-se por

_1
2nn2 —
T =2
2n+1(n+1)2

lim
n—-+o0o



Se |z — 1] < 2, a série é absolutamente convergente em —1 < z < 3
400 n
(=1
r=3 Z )
n=1

—+00

r=-—1 g —  série absolutamente convergente
n

série absolutamente convergente

n=1



