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1.

Esbogo de corregao do 1° teste

I.(7 val.)

1
a; = 1, Api1 = 5 + v/,

(a) a, é crescente por indugdo matemaética:
® (9 = % >1=a.
e Hipdtese de indugao: a,1 > a,.
Tese: apio > Gnyr-

1 1
(pt1 2 Ap = \/Opp1 2 /Oy = 3 + Vany1 2 5 +Van = Gpy2 2 Gpya-

(b) a, é contractiva se existe C' €]0, 1] tal que
‘an+2 - anJrl‘ < C‘anJrl - Cln‘, Vn € N.

Temos

a —Qa a —a
Q2 = Any1] = Anya — Apia = Vni1 — Va, = nl n n+1 n

< )
ant1 + /ay 2

ja que a, é crescente e a; = 1, logo \/a,11 + /a, > 2, paran € N. Con-
siderando pois C' = %, tem-se que a,, ¢ contractiva.

(¢) a, é convergente, ja que é contractiva. Como a,; é uma subsucessao de a,,
a,41 também é convergente e lima,,; = lima,. Se lima, =a € R:

1 1 1
lima,,; = lim (§+,/an> :§—|— liman<:>a25+\/a<:>

1 1 1
a—§:\/5<:>a2—a+zza(:>a2—2a+—:0<:>

4
24+42+1 V3
a:—2 =

P

=14+ "Va=1- -2
[0 +2 a

[\)

Como a,, é crescente e a; = 1, tem-se a > 1, logo a =1 + \/7§



i)

ii)

iii)

2 n!/n™

. _ _nl n _ 1
2' 1) Para’ n pa’ra un - nn+3n + 2n2+1 - 1+37L/nn + 2+1/n2-
; _ _nl —n?2 _  nl/n" -1 . .
Para n impar, u, = T + Il — 1387 /nn + i/n? Assim o conjunto dos
sublimites é {—1/2,1/2}, uma vez que limuy, = 1/2 e limug,_; = —1/2, ja
~ ~ | n ~ . o, 7 .
que da escala de sucessoes, as sucessoes -, i—n sao infinitésimos.
ii) Sendo ug, e ug, 1 sucessoes convergentes logo sao sucessoes limitadas, e assim
tem-se que u,, n € N étambém limitada.
I1.(13 val.)
1. Considere a fungao f :] — 0o, 1] — R definida por:

x

x + arcsen (g) sex > —1,
flx) = 2

—re 2 se r < —1.
Para z > —1, a funcao f é continua pois resulta da adicao e composicao de
fungoes elementares( polinomiais e inversa de trigonométrica). Para x < —1,
a funcao f é continua pois resulta da multiplicacao e composicao de funcoes
elementares (polinomiais e exponencial). No entanto, para x = —1 a fungao
nao é continua, uma vez que

AJ(-1) =1+ ¢

lim f(z)= Ve 5

r——1" ?
Se existisse uma sucessao z,, de termos em [0, 1] tal que
f(z,) =n* mneN,

o conjunto f([0,1]) seria um conjunto nao limitado. E impossivel f([0,1])
ser um conjunto nao limitado, uma vez f é uma fungao continua em [0, 1] e
sendo o intervalo [0, 1] fechado e limitado, a fungao f ¢ limitada em [0, 1].

Para x > —1, a funcao f ¢é diferenciavel pois resulta da soma e composta
de fungoes elementares( polinomiais e inversa de trigonométricas). Para z <
—1, a funcao f é também diferenciavel pois resulta da produto e composta de
fungoes elementares (polinomiais e exponencial). No entanto, para x = —1
a fungao nao sendo continua também nao é diferenciavel.

x

1 _—
f/ (g;) _ 1 +2ﬁ se x> —1,
e (22 —1) sex< -1



iv) A funcdo f é monétona( estritamente crescente) em | — oo, —1[, uma vez que
2

f'(x) =e 7 (22— 1) > 0 para x €] — oo, —1].

v) A equacdo da tangente ao grafico da funcao f em z = —2 é:

y=[f(=2)+ f(-2)(z +2),

sendo f(—2) =2e 2 e f'(—2) = 3e 2.

vi) Sendo g a funcao inversa da restrigao de f a [—1/2,1/2],

com ¢(0) = 0 pois 0 = x + arcsen(z/2). Tem-se entao f'(0) = 3/2, de (iii),
vindo ¢'(0) = 2/3.

2. Seja f(z) = 2z+e€”. Uma vez que h é uma fungao continuaem R e f(—2)f(0) <0,
do teorema de Bolzano conclui-se que f se anula pelo menos uma vez em | — 2, 0[.
Sendo f'(x) = 2+e” > 0, f é estritamente crescente e consequentemente injectiva,
assim o zero de f em | —2,0[ é tinico (i.e. a solugao de 2z + €* = 0 é tnica).

3. Considere a funcao h :]0, 1[— R diferencidvel no dominio e tal que

1 1

h(n+1):h(n+2

), neN.

Aplicando o teorema de Rolle a h em I,, = [1/(n + 2),1/(n + 1)], tem-se a
existéncia de & € I,,,, tal que h/(&§;) = 0.
Da aplicagao do teorema de Rolle em I, = [1/(n +p +1),1/(n+p)], p €N,
constréi-se uma sucessao §,, tal que h'(§,) = 0, p € N Admitindo que existe
lim, o h'(x), da definigao de limite segundo Heine,

lim A/ (z) = lim A'(§,) = 0.

z—0 p——+o00



