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I (3,5 val.)

Verifiquemos, por indugao matematica que a,; —a, > 0, Vn € N.
e ay—a;=3—12>0.

® dpy1 — Qn Z 0= Ap4+2 — Qp41 Z 0.
hip. indugao tese

Unio — Qpi1 = 2\/Ani1 + 1 — (2y/a, +1) =2 Gnt1 = Gn > 0, uma vez que

vV An+1 + VAL

Ap+1 — an > 0, da hipdtese de inducdo e \/a,+1 + v/a, > 0 porque a, € [0,9].

ii) A sucessdo a, é mondtona, de acordo com (i), e é limitada, uma vez que
a, € 10,9], Vn € N, logo é convergente.
iii)
an = a €[0,9 = apni1 —a, e2y/a, +1—=2a+1
COMoO i1 = 24/a, + 1, VnEN:>a:2\/E+1:>a:3—|—2\/§.

1! n
uma vez que lim (n+1) lim (n+1)=40c0= lim Vn!=-+oc

n—+oo n!  notoo n—+o00

Conclui-se, assim, que lim,, ., b, = lim,, ., a, + (n!)_l/ "=3+ 2\/5, sendo
este valor o tinico elemento do conjunto dos sublimites da sucessao b,

IT (6,5 val.)
i)
In(— 1
lim zln(—z) = lim n(=z) = (R.Cauchy) = lim e = —limz =0.
z—0~ z—0" /.T T —1/%2 T

Assim

lim f(z) = lim 2z (In(—x) +1) — 1= —1# f(0) = arctg(—1) = —n /4.

x—0~ x—0~



2x

T @2 —1)2 se >0

f'(w) =
2In(—z)+4 se x<0

A funcao f nao é continua em x = 0 logo tanbém nao é diferenciavel em z = 0.
ii) Como f'(x) > 0 a funcdo f é mondtona em R*.

iii) f'(x) = 0 & 2In(—z) +4 = 0 para z < 0. f(—e™2) é o tnico ponto de
estacionaridade em R™. Sendo f”(z) = —2/x para z < 0, f"(—e?) < 0 logo
f(—e™2) é o tinico extremo local em R, um méximo local.

iv) O polinémio de Taylor do 2° grau em poténcias de x + 1 associado a fungao é

(z+1)°

Py(z) = f(-1)+ f'(-1)(z+ 1) + f"(—l)—2 =-3+4(x+1) - (z+1)
(T.Taylor), |f(z) — Ps(x)| = |Ra(x)| = (r.Lagrange) =|f"(c) (7 + 1)3| _
,c€[~11/10,—9/10] 3!
_ 2=+t 1 102 1

< =
c? 3! lz+1|<1/10 3.103.¢2 — 3.103.92 3°5.10

25 6 2 1
e s (R.Cauchy) = lim e L.

o3 sen(z — 3) @—=3 cos(x — 3)

1 1/x .
lim (— sen(az)) = (1°°) = ™ot shn(Fsen()) — 0 — 1,

z—0t \ T
uma vez que

In (l SGH([L’)) —senx+xcosx
lim = = (R.Cauchy) = lim —*0& — —
z—0+ T z—0+ 1
. —senx 4+ xrcosx ) —rsenx
= lim = (R.Cauchy) = lim =
=07t rsenzx z—0T SeN T + L COS T
—senx — I cosT

= (R.Cauchy) = lim =0

z—0+ 2C0ST — xsenx

(T.Bolzano-Weierstrass)

x, €] —1/2,1/2], sucessao limitada T, > c€[—1/2,1/2].
f"continua em [—1/2,1/2] = f'(x,,) — f'(¢)
f'(¢) =lim f'(x,,) = 0 cé um ponto estacionario de f.

Sendo f"(z) < 0 para z € [-1,1], f"(c) < 0= f(c)é maximo de f.



III (3,5 val.)

1. Sejauman:ﬂ»?—ebn:i3
n3+n2 n
Vi ;
. 34n2 . nz2 .
lim "= = lim 7 = lim — =1¢eR",
3 n3 4+ n2 Tn
V" s360 da

= i 7
n 1n3+n?

entao pelo critério geral de comparagao as séries ) ", -3 e >
> L com a > 1 entdo a

mesma natureza Como 77| 25 ¢ uma série Dirichlet Y

série y —T é convergente.

>ty |5 cos(nm)| = 3007 &%
n \(n+ 1)n" 1 1
LS L S

(L) e

n 1)! :
lim 27 = Jim —(n +1) 2~ lim
an, (n+ 1)n*1 nl (n+ 1)"(n+ 1)n!

n! z
=1 npn

logo pelo critério de Alembert a série Y -

>0 |2 cos(nr)|é convergente.
3n.5n+2 o é

¢ convergente e consequentemente

A série converge absolutamente em x € R

2. 1) R = lim |a311’ = th
tal que |1 —2z| < R =15/3, ou seja em | —1/3,4/3]

ii) A soma da série é
+o0o +o00o 3 n
3" i3 (1—2x)° (3(1—2x)
Z Fn+l (1—22)"" = Z 5 5 -
n=1 n=1
_ (-2w)® M 3(0-20)' 5 3(1-20)
5 10 95 246z 5((2+61)
IV (6,5 val.)
1.
1/2t t\1°
2 = (Barrow) = |arcsen | — =
2 )], 76

/1 ty/4 — (Int)? /1 lnt



2 t2 2 2
m)/1 tarctg(t)dt = (Int. por partes) = [5 arctg(t)] —/ STEE)
1

B Y Y T B

2

2 4 e dt
@ Int. por subst.) = —_— =
2 2
1 (e —1) e (t—1)7%

2 e2

“/A B 1
= — dt = [ =dt ——dt dt =
Z (t+t—1+ —J.) / +/t—l +l (t —1)°

&2 e2 1 €
= (Barrow) = [Int]] —[In(t —1)] — lm]e =1—-In(e+1)+ 21
3. A area da regiao é
1/2 1/2 1/2
2/ Va(l—2z)’de =2 / x1/2dx—/ e dx | =
0 ( ) < 0 0
9 2 1y 1/2 -
— (B o |22 _ |Z502 _
(Barrow) ({33: L [5:1: L 30
4. i)
T t2 )
T 2
G'(z) = Gy(f(x)).f (z) (derivada f. composta), Gy (z) = / mdt, f(2)
0
212
G (z) = M(l—i—Qm), (Teorema fundamental do cdlculo), G} (z) =
(x+22)" +1

ii) CDg ={G(x) : x € R

2 z+z? 2

G20 Gl) = /0 et 20
z+x? t2

x—0:>G():/O t4—{—1dt:0




paraz € RY U {0}, G’ (z) > 0= G (f. crescente) =

4
(G (x)>0, z#0) 0 13
paraz€RT

2
dt >0
1
5. f ¢é diferencidvel = f é continua e F'(z) = f(z) ,

/ f(z (Int. por partes) = / f(x

(2)F(2)], = F()F'(b) — F(a)F'(a).

/ (@) F(x)da = / F(2)F"(x)dz.



