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Solucoes da prova.

I (3 val.)

—1 1
s e <=
22rpl(n — 1) — tn = 22rpl(n —1)!

do teorema das sucessoes enquadradas vem u,, — 0 dado que iW — 0.

n—1)

_n/2+Inn 12420
"o3n+vn 3+

—1/6

Para justificarmos que lim,, ., an = 0, considera-se o limite de fungoes reais,
Inz

lim,_, o0 ==¢ = 0 (por aplicacdo da regra de CauC}}y), e através da defini¢ao
nn
=0.

de Heine de limite, em particular, tem-se lim,, ;o ="

ii) Nao. Sendo a sucessao v, convergente todas as suas subsucessoes sao conver-
gentes.

2. Seja a sucessao
wp = 1/2, Wpep = 1 — e, n > 1.

Mostremos por induc¢ao matematica que 0 < w,, <1, Vn € N.

w1 = 1/2 E]O, 1[

Fixado n,

provemos que se 0 < w,, < 1 (hipdtese de indugao) entao 0 < w,; < 1 (tese)

Constructivamente, se 0 < w, < 1 como —1 < —w,, < 0 tem-se que 0 < e™™» < 1
vindo 0 <1 —e ™ < 1,isto é 0 < wyyq < 1.

A proposicao anterior da-nos a existéncia de pelo menos um majorante e um mino-
rante da sucessao w,, sendo w,, uma sucessao limitada.



I (7 val.)

1. Considere a fungao f: R — R

i)

ii)

iii)

ii)

(m—l)eﬁ se r>1
fx) =

r—2arctg(r —1) se x <1

lim, 1+ f(x) = (R.Cauchy) = lim, 1+ eTT = +00, nao sendo a func¢ao f con-
tinua em z = 1 também nao é diferencidvel nesse ponto.

Para z > 1, f é diferencidvel pois resulta do produto e composicao de fungoes
diferenciaveis. De forma analoga conclui-se que a funcao f também é diferen-
ciavel em z < 1, e a sua funcao derivada é definida pela expressao seguinte

i—j e=-1 se x>1
fl(x) =
li((ij))Q se x<1

f'(x) > 0em |2, +o0[ logo f é estritamente crescente nesse intervalo. f'(z) <0
em |1,2] logo f ¢ monétona decrescente nesse intervalo. A fungao é diferen-
cidvel em |1, 4o00[ e f/(2) = 0 sendo f(2) um minimo local.

A fungdo f tem inversa em | — 2, —1[, uma vez que nesse intervalo é uma
fungao injectiva. (f’(z) > 0 em | — 2, —1[ logo f é estritamente monétona e
consequentemente injectiva)

1 —cos(z?) sen(z2)\”>  x 1
lim ————~= = lim =
r—0 3 sen(m) x—0 2 Sen(l’) 1+ COS(:E)

sen(2?)\ "~ . _ 1 ) 1 1
= ( lim lim lim =1°1. =—.
=0 22 z—0 sen(x) =—0 1 + cos(x) 1+ 2

1
uma vez que lim,_, Sen(” R.Cauchy) = lim,_,q = ©s@) — cos(0) = 1.
1

. li - oo 2lnx
lim 2%/V? = Mot a0 — 1,
r—+00
uma vez que
2
. 2lnzx ) = ) 4
lim = (R.Cauchy) = lim —— = lim — =0.
T—+00 \/E T—+00 WE T—400 A/



3. Consideremos a funcdo f(x) = e* — 3 + z. Pretende-se mostrar, recorrendo ao
teorema de Rolle que a funcao f tem no maximo um zero em R.
Provemos usando o método de reducao ao absurdo. Se a funcao f tivesse mais do que
um zero, sem perda de generalidade, considere-se o caso em que f tem exactamente
dois zeros, 1, o € R. Uma vez que a fungao é continua em [z, 2], diferencidvel
em |1, xo[ (a fungdo f é representada por uma expressao que resulta da soma de
fungdes continuas e diferenciaveis em R) e f(x1) = f(x2) = 0, do teorema de Rolle,
existe pelo menos um zero da fungao f’ em |z, z5| (¢ €]xy, 22 tal que f'(c) = 0).
O que é impossivel, uma vez que f'(z) =e*+1 >0, Vo € R. Assim fungao f tem
no maximo um zero em R (i.e. a equagao e® = 3 — x tem no maximo uma solugao
em R).

III (6,5 val.)

|
/0 = ;(x n 1)dx = (regra de Barrow) = [In|2* — 2 — 2”; =In2-In2 = 0.

ii)

/3 L (Int tes) 1(1+ D! 3 /3 L1
_— = ntc. T I = _— n — _ =
: (1—|—x2)2 X por partes 5 x T A 2(1+$2>$ X

da aplicacao da decomposi¢ao em fracgoes simples
3 1 /3 L In3 1 /3Ad +/3Bw+0d
= —— — —ax _ — —dx — dx —
20 2\, (1+22)z 20 2\, =z 1 (T+22)
onde A=1, B=-1
m3 1/ /%1 S
— 24z ~d " dr) =
20 2 (/1 z x+/1 (1 +22) x)

In3 1 3 1 3 In3 1 1 9In3 —51Inb5
= (e — 2 (1422 ) = =224 2 (In3— =5 | = 22— 29
50 T3 ([nx]l 2[m( —I-ZE)L) 20+2(n3 2n5> 50

iii) Considere a fungao F': [1, +oo[— R

Inx ) 1
F(x) :/ (/ﬁe—t + 1+e—t> dt
1




i) A fungdo F resulta da composta da fungao Fi(x) = fl (onde
f(t) = ke + =) ¢ a fungio Inz.
Do teorema fundamental do Célculo, uma vez que a funcao f é continua
m | — 1, 1[, a funcao F; é diferencidavel. A funcao F' é diferencidvel pois
resulta da composicao de fungoes diferenciaveis, sendo

2 1 1
F'(z) = (kle_ln‘r + —> -

1l4+enz ) o

Como F'(1) =0, tem-se (kle LR ) 1 =0 donde k; = —1.

1-‘1—8 Inl

ii) Utilizando a substituigao e' = x e considerando k; = 0,

Inl el
1 1 1
F(l):/ dt:—/ L=
1 1+et €0 1—|—E$

1
1 e
= —/e Y 1dx = (regra de Barrow) = — [In(z 4+ 1)]] = In

iv) Calcule a drea da regiao plana situada na regiao = > 1 e limitada pelas curvas
y=Inz/z?ey=1/2>
As curvas cruzam-se em x = enaregiao r > l,elnr <l paral <z <e. O
valor da area da referida regiao é obtido por

1 Inx 1 .
/1 — = —dr = /1 x2(1 — Inz)dz = (int. por partes) =

e+1

1 ‘ 1, 1 17 1
= {——(1 — lnm)} —I—/ —(—=)dr =1+ {—} =-.
T L S r|, e
v) Sendo f : [a,b] — R uma fungao diferencidvel tal que f(a) = f(b) =0e
f f?(x)dxr =1 . Aplicando a integragao por partes,

/:Uf(:v)f()dx— a:f2 /f2 Jdr=0—1=1.

IV (3,5 val.)
1. i) Para o estudo da natureza da série

PEAEE Sl EAR
39 9/)

n=1 n=0

A série é convergente, pois é uma série geométrica, cujo termo geral é uma
) )
progressao geométrica de termos positivos de razao (2/9) inferior a 1

4



ii) Para o estudo da natureza da série

<X (2n)!
Z (2n)

n=1

apliquemos o critério de D’Alembert. Para isso necessitamos, em primeiro

2n)!
lugar, de calcular o seguinte limite onde intervém a sucessao u, = ((2 73)2 ,
n n
(2n + 2)!
. Upy . (2n 4 2)2n+2
lim = lim ——~—— =
n—+00 Uy, n—+o0o (271)'
(2n)2n
| 2n 2n
~ bim (2n+2)!  (2n) ~ lim (2n+2)(2n+1) 2n _
notoo  (2n)! (2n+42)2F2 noteo (20 + 2)2 2n + 2
141/2 1
g LR s=1/e <1

n—+4o0o 1—|—1/n n—4o0o 1 n
()
n

satisfeitas as condicoes do critério acima referido conclui-se que a série é con-

vergente.
+oo
i) O raio de convergéncia, R, da série de poténcias ) a,(x —1)",
n=1

com a, = é obtido por

L
n2+4n)3n

1 2 1 3n+1
R= lim = g (0D A0 DI,
n—+00 | (p41 n—+oo (n —+ n) 3n
“+o00
Assim a série de poténcias > a,(z — 1)" é absolutamente convergente para
n=1

os valores de z, que verificam a condigao |z — 1| < 3. O maior intervalo aberto
onde a série de poténcias é absolutamente convergente ¢ ]0, 4]

+o0 +o00
ii) A série de poténcias > a,(x — 1)" para x = 4 é a série numérica Z
n=1
Reescrevendo o seu termo geral, tem-se uma série de Mengoli do tlpo

n2 4n"



+oo

> Up — Upy1, onde u, = % Trata-se de uma série de Mengoli convergente
n=1

uma vez que u, converge. A soma da série é

=1 9 y 11 Pl 1 y X
—— = lim —— = lm ————=wu;— lim g4 =
- n nt+1 k—+4o00 p— n n+1 k—s+oo 1l k+1 ! k—+o00 k1

+oo oo
3. Sendo a série numérica ) a, de termos positivos divergente entdo a série ) =

n=1 n=1 "

¢é divergente.
+oo oo
Se assim néo fosse, a série ) f2— seria convergente e a série } a, seria diver-
n=1 " n=1
gente.
+o0o
Ora sendo 72— convergente
+an
n=1
Qy, 1
=~ — 0
an
o que conduzia a a, — 0 e a lim,_,, 22— = lim, ,1 o (1 +a,) = 1.
1+4+an
+o0
Consequentemente pelo critério de comparagao deduzia-se que as séries » | a, e
n=1

+o0o
Y. 172 tinham a mesma natureza, o que contradiz o suposto.
n=1 "

Assim a afirmacao inicial é uma proposicao verdadeira.



