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Capitulo 1

Numeros reais

As propriedades do conjunto dos niimeros reais tém por base um conjunto res-
trito de propriedades bésicas estabelecidas por axiomas que levam a designar
o conjunto dos numeros reais, com as operacoes de adi¢ao e multiplicacao,
por corpo ordenado completo. Sem ter por objectivo a construcao de todo o
edificio do conjunto dos niimeros reais vai-se, neste primeiro capitulo, indi-
car as referidas propriedades basicas, estabelecidas nos axiomas de corpo e de
ordem, e dar particular importancia ao axioma da completude e a algumas
das suas consequéncias. Vai-se ainda analisar o subconjunto dos nimeros
reais designado por conjunto dos niimeros naturais e o principio de inducao
matematica, principio que constitui um instrumento importante para esta-
belecer propriedades envolvendo a varidvel natural.

1.1 Axiomas de corpo e de ordem

Considere-se um conjunto designado por R cujos elementos se designam por
numeros reais e duas operagoes binarias:

e A operacao adigao

+:RxR!—=R (r,y) > x+y

e A operagao multiplicagao

SRxR—=R (x,y) = z.y

'Ax B={(z,y): 2 € Aeye€ B} é por definicio o produto cartesiano de A por B.



Vai-se estabelecer para (R, +,.) recorrendo a axiomas, proposigoes que
nao podem ser deduzidas a partir de outras mais elementares, propriedades
algébricas e propriedades de ordem.

Axiomas de corpo

Axioma 1. A adicao e a multiplicacao sdo operacoes comutativas em R.
r+y=y+=w Ty =1Y.T xz,y € R.
Axioma 2. A adi¢cao e multiplicacao sao operacoes associativas em R.
(x+y)+z=x+(y+2) (r.y).z =2.(y.2) z,y,z € R.

Axioma 3. A adicao e a multiplicagao sao operacoes com elementos neutros
que sao numeros reais distintos i.e.

iV z4u==x 3 V yv=y
u€R zeR veR\{u} y€R

Axioma 4.

e Todo o numero real tem simétrico i.e.

V 3 z4+y=u
zeR yeR

e Todo o numero real distinto de u tem inverso i.e.

N4 d zy=vw
z€R\{u} yeR

Axioma 5. A multiplicacao € distributiva a respeito da adicdo.

r(y+2z2)=zy+uzz x,y,z € R.

R é um grupo comutativo relativamente a adi¢ao e R\ {0} um grupo
comutativo relativamente a multiplicacao.

Qualquer terno constituido por um conjunto e duas operagoes designadas
por adicao e multiplicacao que verificam os cinco axiomas anteriores ¢ um
corpo. (R, +,.) é um corpo.

Os chamados axiomas de corpo estabelecem as propriedades algébricas
basicas de R. Dos axiomas de corpo podem deduzir-se as propriedades
algébricas dos numeros reais. Vejamos alguns exemplos simples de como
deduzir essas propriedades.



i) Unicidade do elemento neutro.
Admita-se que existem dois elementos neutros u e u’. Tem-se

3 Vaotu=x = dv+u=1u
u€eR zeR r=u'

e por outro lado

3 Vaetu=z=u+u=u
u' €ER z€R T=u

vindo do axioma 1, que u = u/. O elemento neutro é pois tnico e
representa-se por 0.

Analogamente no caso da multiplicacao se pode concluir que o elemento
neutro é Unico e se representa por 1.

ii) Unicidade do simétrico.
Sejam y, vy’ simétricos de x, t +y=0ex+ 3y =0,

Y=y +0=y+@t+ty)=¢+r)+y=0+y=y=>y=y

O elemento simétrico de x é tnico e representa-se por —x.

Também na multiplicacao o elemento inverso é tinico e representa-se por
—1

x.

iii) Lei do corte para a adigao.
Mostre-se que

rT+y=xrx+z=>y=2=2 x,y,z € R.

Adicionando (—x) a ambos os membros do antecedente da implicagao
anterior tem-se

(—x)+(zty) = (—x)+(z+2) & ((—x)+2)+y = ((—2)+2)+2z < 0+y = 0+=
vindo y = z.

iv) A equagdo a + x = b tem solucdo unica.
Seja © = (—a) + b. Tem-se

a+ ((—a)+b)=(a+(—a))+b=0+b=0b

consequentemente z = (—a)+b é solucao da equagao indicada. A solugao
¢é Unica poisde a+x =b e a+ xy = b tem-se a + x = a + z; vindo pela
lei do corte para a adi¢ao r = x.



v) O elemento 0 € absorvente na multiplicagao.
Seja x € R. Tem-se por um lado x = x 4+ 0 e por outro

r=zl=2.(140)=z1+20=2+2.0

Assim da lei do corte para a adi¢ao conclui-se que x.0 = 0.

Definicao 1.1.1. A subtracc¢dao € a operagao bindria que associa a cada par
ordenado (x,y) € R* o nimero real x + (—y).

Definicao 1.1.2. A divisdo € a operacao bindria que associa a cada par orde-
nado (x,y) € Rx (R\{0}) o nimero real x.y=' ( habitualmente representado
x

por — ).
)

Seja o subconjunto de R designado por R* cujos elementos se designam
por nimeros reais positivos e defina-se o subconjunto de R

R ={a€eR: —acR"}

designado por conjunto dos nimeros reais negativos.
Axiomas de ordem

Axioma 6. R € um subconjunto fechado de R para a adi¢ao e multiplicacdo
1.€.
a,beR" =a+beR" e abecR".

Axioma 7. Se a € R uma e s6 uma das proposicoes sequintes € verdadeira
a€eR"; a=0: —a € RT.

i.e. qualquer numero real distinto de 0 € real positivo ou real negativo e
nenhum real € positivo e negativo.

R\ {0} =R*UR" e R* AR~ # 0.

As propriedades de ordem dos niimeros reais podem ser deduzidas a par-
tir destes axiomas.

Definicao 1.1.3. Relacao menor em R € por definicao uma relagdo de ordem
R, x <y, tal que:

R={(z,y) eR*: y+ (—x) €eR"} (1.1.1)



Convenciona-se que r < y é equivalente a y > =z, i.e. y maior que .

Se a € R (—a € R") diz-se que a é um ndmero real positivo (negativo) e
escreve-se a > 0 (a < 0).

A relacao menor verifica evidentemente as propriedades das relagoes de
ordem

Propriedade Tricotomica
Sendo z,y € R verifica-se uma e s6 uma das proposicoes

T <<y ; T >y ; T=1Y

De facto do axioma 7 para y + (—z) € R, tem-se y + (—z) € R ou
y+ (—x) eR” ouy+ (—x)=0.

Propriedade Transitiva
Quaisquer que sejam x,y,z € Rse x <y ey < z tem-se z < 2.

De facto sendo y + (—z) € RT e 2z 4 (—y) € R tem-se z + (—x) € RT
pois

(+ (=) + (=) +r=(+(y)+((y+(-2) +2) =2

vindo pelo axioma 6
24 (—2)=(z+(—y) + (y+ (—2)) = z+ (—z) e RT

O teorema seguinte, que se apresenta sem demonstragao, mostra a com-
patibilidade entre a relacao de ordem indicada e as operacgoes algébricas.
(R, +,.) é um corpo ordenado.

Teorema 1.1.4. Quaisquer que sejam x,y, z,u,v € R
i) r <y=x+z<y+z (monotonia da adi¢do);
i) r<yANu<v=zc+u<y+ov

i) v <yANz>0=xz<yz
r<yAz<0= xz>yz (monotonia parcial da multiplica¢do).



Como aplicacao ordenem-se alguns elementos de R. Em particular
—-2<-1<0<1<2<3<4

De facto

i) 0<1
Tem-se: 0 <1V 1<0V 0=1. Ora 0 =1 é impossivel.
Por outro lado se 1 < 0 tem-se 1.1 > 0.1 ou seja 1 > 0, o que é absurdo
pois 1 < 0.

ii) Sendo 0 < 1 tem-se que qualquer que seja r € R, 0+ z < 1 4 x vindo
r<z+1
Assim representando 1 + 1 por 2, 2+ 1 por 3, 3+ 1 por 4 tem-se 1 <
2, 2< 3, 3 <4eaplicando a propriedade transitiva 0 < 1 < 2 < 3 < 4.
Por outro lado —1 < 0 ja que de 0 < 1 e pela monotonia da adicao se
tem (—1)4+0 < (=1)+ 1. Assim (—1) + (—=1) < 0+ (—1), e uma vez
que (=1)+ (=1)=—(1+1), tem-se —(1+1) < —1le -2 < —1.

1.2 O conjunto N. Inducao Matematica

Comece-se por definir N, o conjunto dos ntimeros naturais.

Definicao 1.2.5. Um conjunto S C R é um conjunto indutivo se e so se
i)lels.
ii) Sea €S entioa+1€S.

Exemplo 1.2.6.
i) R, RT sao conjuntos indutivos.

it) {1} nao é um conjunto indutivo.

Um numero real é um ntmero natural se e s6 e se pertence a qualquer
conjunto indutivo de nimeros reais. O conjunto de todos os niimeros naturais
representa-se por N.

Definicao 1.2.7. O conjunto dos niumeros naturais, N, € a interseccao de
todos os subconjuntos indutivos de R.

Como consequéncia desta definicao em particular tem-se
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i) 1eN,2eN,3eN.
ii) Dado a € R tal que 1 < a < 2. Tem-se que a ¢ N.
Considere-se
Si={1}U{zeR: z>2}
De facto S; é indutivo concluindo-se que N C S;. Ora S; nao contém a,

assim N nao contém ¢ nem nenhum numero real entre 1 e 2.

Proposicao 1.2.8. O conjunto N de todos os niumeros naturais € um con-
Junto indutivo.

Demonstracao.
i) 1eN.

ii) Seja k € N. Entao k pertence a qualquer conjunto indutivo S. Para cada
conjunto indutivo se k£ é um elemento também k£ + 1 o é. Assim k + 1
pertence a qualquer conjunto indutivo e consequentemente k£ 4+ 1 € N.
N tem a propriedade (ii).

Assim N é indutivo. =

A proposicao anterior assegura que a interseccao de conjuntos indutivos
é um conjunto indutivo. O teorema seguinte assegura que qualquer conjunto
indutivo de ntimeros naturais é o conjunto N.

Teorema 1.2.9 (Principio de indu¢do matemadtica). Se S é um conjunto
ndutivo de numeros naturais entao S = N .

Demonstracao.
Se S é um conjunto indutivo sabe-se da definicao de conjunto dos ntmeros
naturais que N estd contido em S (N C S).
Uma vez que S é constituido por niimeros naturais segue-se que .S esta contido
em N (S C N).
Conclui-se assim que S =N. =

Corolario 1.2.10. N € o unico conjunto indutivo contido nele proprio.

Vejamos como aplicar o principio de induc¢ao matemaética na pratica.

Exemplo 1.2.11. Mostre-se que qualquer que seja n € N.

n(n+1)

14+24+...+n= 5



Seja S o conjunto dos naturais para os quais a férmula anterior se verifica
le. .
n(n
S={neN: 1+2+...+n:%}

Mostre-se que S é indutivo.

e 1 € S (a formula é verdadeira para n = 1).

e Seja m € S. Atendendo a definicao de S, a férmula é verdadeira para
n=m.

m(m + 1)
2
Some-se m + 1 ao primeiro membro da igualdade anterior

1+2+...+m=

m(m+ 1) (m+1)(m+2)

1+2+4. . +m+(m+1) =

+(m+1) = (m+1)(%+1) =

2 2

A formula é também valida para n =m + 1.
Assimm+1 € Ssem € S. S é um conjunto indutivo de niimeros natu-
rais e consequentemente S = N. A férmula verifica-se para todos os naturais.

O teorema 1.2.9 é a base para introduzir uma técnica de demonstracao
de propriedades em N designada por principio de inducao matematica.
Demonstrar que a propriedade P é verdadeira em N reduz-se a:

i) Mostrar que P(1) é verdadeira.

ii) Se P(m) é verdadeira para m € N mostrar que P(m + 1) é verdadeira.

Exemplo 1.2.12. Mostre-se que para quaisquer n € N er e R, r # 1

1— n+1
1+r+r2+...+r”:—r
1—r

i) Mostre-se que a proposicao é verdadeira para n = 1

1—r?
1+r+= =1+r
1—7r
ii) Sendo P(m) uma proposigao verdadeira para m = m mostre-se que

P(m + 1) é uma proposicao verdadeira.



— pmtl 1 — pmt2

= 1+T+T’2+...—|—Tm—|—rm+1 —

1
l+r+r4.. 1" =
1—r 1—r

Adicionando ™! a ambos os membros da equacao, hipétese de inducao,
tem-se
2 11— e 1
14+r+r 4. . Frm4rmt :1—+7~m+
-

que é uma proposicao verdadeira.

1.3 Axioma do supremo

Os sete axiomas de corpo estabelecidos sao verificados quer por (R, RT) quer
por outros conjuntos. O axioma do supremo é fundamental para caracterizar
completamente R sendo conhecido como o axioma da continuidade ou da
completude.

Antes de se introduzir o axioma do supremo veja-se algumas definigoes.

Definicao 1.3.13. Seja S C R

M é um majorante de S se x < M, qualquer que seja x € S.
m € um minorante de S se x > m, qualquer que seja x € S.
S € limitado superiormente ou majorado se tem majorantes.
S € limitado inferiormente ou minorado se tem minorantes.
S € limitado se for limitado superiormente e inferiormente.

Definicao 1.3.14. d é minimo de S se d € S e d € minorante de S.
¢ € mdxrimo de S se c € S e ¢ é majorante de S.

Definigao 1.3.15. Sendo V' o conjunto dos majorantes de S (V = () se S
ndo for magjorado) designa-se por supremo de S, sup S, o elemento minimo

de V.

Designa-se por infimo de S, inf S, o maximo do conjunto dos minorantes de .S.

Axioma 8 (Axioma do supremo). Qualquer subconjunto de R nao vazio e
majorado tem supremo em R.

Assim (R,R*,+,.) é um corpo ordenado completo

Exemplo 1.3.16. Determine-se o supremo de

S={reR: z=1-1/m, m e N}



Verifique-se que 1 é supremo de S.
e 1 —1/m <1 poism € N. Assim 1 é majorante.

e 1 ¢é supremo.
Sejaeg =1—ecemquel >e>0. Existex € S : ©>1—¢€ jaque
existe meNtalquel —1/m>1—€ & 1/m<e < m>1/e.

A ideia usada no exemplo anterior é a base de um resultado geral para
caracterizar supremos de conjuntos.

Proposigao 1.3.17. Seja S C R nao vazio e limitado superiormente. O
numero real s € supremo de S se e sO se

i) V x<s
zeS

i) V. 3 x>s—¢€
e>0 zeS

Demonstracao.

e Mostre-se que:
(i),(ii) = s ¢ supremo.
Faca-se a demonstracao da proposicao anterior por contradicao.
Suponha-se que se tem (i),(ii) e existe sy um majorante de S tal que sy < s.
Seja € = s — sg. De (ii) existe x € S tal que

r>s—(s—50)
ie. x > sg e sp nao é majorante. Assim tem-se uma contradicao e s é su-

premo.

e Mostre-se que:
s é supremo = (i),(ii).
Se s é supremo entao, é majorante ou seja tem-se (i) e por outro lado qualquer
que seja € > 0, s—e€ nao é majorante ou seja quando € > 0 existe z > s—e. =

Anélogamente se mostra

Proposicao 1.3.18. Seja S C R ndo vazio e limitado inferiormente. O
numero real r € infimo de S se e O se

i) ¥V i x>r
zeS

i) Vo3 x<r+e
e>0 zes
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Os resultados anteriores permitem concluir
Proposicao 1.3.19. Qualquer subconjunto de R nao vazio e minorado tem
infimo em R.

Demonstracao.
Sendo X C R nao vazio e minorado —X, constituido pelos simétricos dos
elementos de X, é nao vazio e majorado e

—sup(—X) =inf X

De imediato do axioma do supremo tem-se o resultado. m

Analise-se duas consequéncias directas do axioma do supremo fazendo
intervir o conjunto N.

Proposigao 1.3.20. O conjunto N nao é majorado.

Demonstracao.
Sendo s = sup N tem-se:

YV : m<s
meN

YV 34 :n>s—ce€
e>0 neN

Em particular seja e = 1. Tem-se n > s — 1 e consequentemente n + 1 > s.
Como N é indutivo n + 1 € N e s nao é supremo de N. =

Proposicao 1.3.21 (Propriedade arquimediana). Sendo a,b € R, a > 0,
existe m € N tal que ma > b.

Demonstracao.

N nao é majorado consequentemente EIN : m > b/a. Assim sendo a > 0
me

tem-se am >b. m

1.4 Densidade dos conjuntos dos numeros ra-
cionais e irracionais em R

Em R existem subconjuntos importantes para além do conjunto N.

Definicao 1.4.22. O conjunto dos numeros inteiros, Z, € por defini¢ao

Z={rxeR: zeNvex=0V—xeN}
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Definicao 1.4.23. O conjunto dos numeros racionais, Q, € por defini¢do

Q={z€eR: z2=pqg ' pq€eZ, q#0}

Naturalmente se coloca a questao de R\ Q ser ou nao um conjunto vazio.

O axioma do supremo apresentado na seccao anterior permite responder a
esta questao.

Proposicao 1.4.24.

i) Nenhum nimero racional € solugio de x* = 2.

ii) Existe pelo menos um nimero real que € solugdo de x* = 2.

i)

ii)

Demonstracao.

Seja r € Q tal que 72 = 2. Considere-se r > 0 pois (—x)? = 22.

Tem-se
T = b p,q € N, p,q primos entre si
q

De r2 = 2 tem-se

p2

—=2=p"=2¢"=>p épar = I p=2k
q> keN

Assim
4k* =2¢° = ¢* =2k = ¢ épar
E impossivel p e ¢ serem pares pois p e g sao primos entre si. Nao existe
solucao da equacao em Q
Seja
A={zeR: 2>0n2* <2}
e A+ () uma vez que 1 € A.

e A é majorado (z < 2 qualquer que seja z € A pois se x > 2 tem-se
2 >22>2ex ¢ A).

Do axioma do supremo conclui-se que existe um ntmero real s = sup A
ecomoleA s>1.

Ora pela propriedade tricotémica

<2 Vsl>2 vsi=2

Por absurdo, usando a propriedade arquimediana pode mostrar-se, [1]
que nao se tem s? > 2 nem s* < 2. Tem-se pois s> = 2 em que

s=sup{zr €R: v >0A2° <2}

representando-se s por v/2.
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Teorema 1.4.25 (Propriedade de densidade). Sejam a,b € R, a < b. Euxiste
um numero racional u e um nimero irracional v tais que u,v €|a, bl.

Demonstragao.
e Considere-se a = 0. A propriedade arquimediana garante a existéncia
de m,n € N tais que
mb > 1 nb>v2

Nestas condigoes sendo

r é um numero racional e s irracional tais que
r,s €]0,0]

e Considere-se a > 0. Procure-se um racional u €]a, b partindo da existéncia
de um racional no intervalo de extremo inferior zero. Fazendo ¢ = b—q existe

r €]0,¢[, r € Q. Ora
r<c=b—-—a=a+r<b

Seja
A={keN: kr>a}

Como A C Ne A # () o conjunto A tem elemento minimo ky = min A. Seja
u = k@T

Tem-se u € Q (r € Q,kp € N) ea < u < b ja que como ky € A, u = ko.r > a.
Por outro lado dado que kg — 1 ¢ A

(ko—Dr<a=u=k.r<a+r :>b u < b.
a+r<

Para obter um ndmero irracional v €|a, b[ repete-se o processo substituindo
r por s €]0, ¢[ nimero irracional. Designando kg o minimo do conjunto dos
naturais k£ tais que k.s > a e sendo v = kp.s tem-se que v é um numero
irracional e v €]a,b]. m

Definicao 1.4.26. Um conjunto X diz-se um conjunto finito, com m elemen-
tos se existir uma bijeccao® do conjunto {1,2,...,m} sobre X. Designa-se
por conjunto infinito qualquer conjunto que ndo € finito.

Zuma bijecgio é uma aplicagao ¢ : A — B, que é injectiva (a1 # az = p(a1) #

v(az), ai,as € A) e sobrejectiva ( p(A) = {p(a) : a € A} = B)
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Teorema 1.4.27. Em qualquer intervalo de R ndo degenerado ]a,b[, a < b,
existe um conjunto infinito de miumeros racionais e um conjunto infinito de
nimeros irracionais i.e os conjuntos Ja,b[N Q e ]a,b[N(R\Q) sdo conjuntos
infinitos.

Demonstragao.
Mostre-se que X =]a,b[N Q é um conjunto infinito.

Do teorema 1.4.25 X é nao vazio. Admita-se que é um conjunto finito. X
teria minimo, ¢ = min X, e maximo, d = max X. Sendo X C]a, b

a<c<d<b

X C e, d]

Assim qualquer nimero racional pertencente a ]a,b[ pertencia a [c,d] nao
existindo qualquer nimero racional em |a,c| e ]d,b[ em contradigdo com o
teorema 1.4.25.

Analogamente se mostra que |a,b[N (R \ Q) é um conjunto infinito. m
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1.5 Exercicios

1.5.1 Exercicios resolvidos
Exerc 1.5.1. Se a,b € R mostre a desigualdade triangular
a4+ < |a] +[B] °

Resolucgao.
eSea,b>0,a+b>0e

la+bl=a+b=|a|l + |b|
eSea,b<0,a+b<0
o+ b = (=a) + (=b) = [a] + |0]

eSea<0eb>0e

a+b=—lal+ b = |a+b] = [ —[a] + |bl| < |af + [b]
eSea>0,b<0e

a+b=la]+ (=[b]) = [a + b = [la] = [b]] < |a] + |0]
]

Exerc 1.5.2. Considere o sequinte conjunto A = {xr € R: |z|—2*+2 > 1}.
Determine, caso existam, o supremo, infimo, mdzimo e minimo do conjunto

A.
Resolugao.
7| >’ -1 r>2°-1V r<l—2°

2—r—-1<0V 22+2-1<0<

xell—\/ﬁ 1+45 ~1-+5 —1++5

V &€

2 2 2 2

—1-v5 1+V5

A:
2 2

A é um conjunto majorado, minorado e nao vazio. Do axioma do supremo
tem-se a existéncia de supremo e infimo do conjunto A sendo sup A = %5
einfA = #5 Uma vez que sup A ¢ A einf A ¢ A o conjunto A nao tem
maximo nem minimo. ®

3Seja r € R. Designa-se por médulo de x a expressao |x|. Por defini¢io |z| = =, se
x>0e x| =—x, s8¢ x <0. Se c € RT a proposicao, |z| < ¢ é equivalente a —c < x < c.
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Exerc 1.5.3. Mostre por indugcdo matemdtica que 5*" — 1 € divisivel por 8,
qualquer que seja n € N.

Resolucao.
Se n =1, tem-se 52 — 1 = 24 = 8.3 que ¢ divisivel por 8.
Seja n = m. Mostre-se que se 5*™ — 1 ¢ divisivel por 8 (proposicao designada
por hipétese de inducdo) entdo 52+ — 1 ¢ divisivel por 8 .

5AMAD 1 =525 1 = (24 +1).5%" — 1 =24.5"" + 55 — |

¢ divisivel por 8 uma vez que 24.5*™ = 8.3.5%™ ¢ divisivel por 8. Ora da
hipétese de inducao 5™ — 1 é também divisivel por 8, sendo a soma de
factores divisiveis por 8 divisivel por 8.

A proposicao é assim verdadeira. m

, . . nd—n+3
Exerc 1.5.4. Mostre por inducao matemdtica que — s e N, qualquer
que seja n € N.
Resolucao.
1°—143
Seja n = 1, tem-se T—i_ =1leN
Seja n =m.
3 — 3 1)3 — 1)+3
Mostre-se que se % € N entao (m+1) 3(m D+ e N.
1)3 — 1)+3 3 3
(m+1°—(m+1)+ _mP—m+ em?4meN
3 3
3 — 3
uma vez que miomt s € N, da hipétese de inducao, e m? +m € N.

A proposicao é assim verdadeira .
[ ]

Exerc 1.5.5. Mostre por inducao matemdtica que para todo n > 4 se tem
n*>3(n+1).

Resolucao.
Para n =4, 16 > 15 é uma proposicao verdadeira.
Seja n = m e mostre-se que P(m) = P(m + 1) ou seja

m?>>3(m+1) = (m+1)*> 3(m+2).
Da hipotese de indugao tem-se, m? > 3(m + 1) vindo

m?>>3m+1)em*+2m+1>3m+1)+2m+1< (m+1)%>5m+4
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Ora b5m + 4 > 3m + 6 vindo
(m+1)2>5m+4>3m+6=(m+1)>>3m+6=3(m+2)

A proposicao é assim verdadeira.
|

Exerc 1.5.6. Usando o principio de indugao matemadtica, mostre que

)20 +1
ZkQ n(n+ (”+ ) nen.

Resolugao.
Paran =1, 12 =

Seja n = m e mostre-se que P(m) = P(m + 1) ou seja

1+1)(2+1
M ¢ uma proposicao verdadeira.

m+1

9 +1)(2m+1) 5 1)(m +2)(2m + 3)
2= ; Z’f ;

Da hipotese de indugao tem-se,

m

o m(m+1)2m+1)
Zk - 6

k=1

Some-se (m + 1)? a ambos os membros da igualdade anterior

m

Zkz Lt 1) = m(m—i—l()S(Zm—i-l) L m+1)?

k=1

tem-se
m—+1

ZkQ (m + 1) m(2m + 1)+ (m+ 1)

A proposicao é assim verdadeira. m

1.5.2 Enunciados de exercicios

Exerc 1.5.1. Se a,b € R mostre que
i)la — b < laf —[b]]
ii)la+b| = ||a] — 0|
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Exerc 1.5.2. Considere o conjunto A = {x e R: |z —1] —2?+2 < 1}.
Determine, caso existam, o supremo, infimo, mdzimo e minimo do conjunto

A.

Exerc 1.5.3. Considere o conjunto A={r €R: z=1/2—-1/n, n € N}.
Determine, caso existam, o supremo, infimo, mdximo e minimo do conjunto

A.

Exerc 1.5.4. Mostre por indu¢ao matemdatica que n < 2", qualquer que seja
n € N.

Exerc 1.5.5. Mostre por inducdo matemdtica que n! > 2" qualquer que
seja n € N.
Exerc 1.5.6. Usando o principio de inducao matemdtica, prove que

i(/& gy =t 132“” ) nen.
k=1

Exerc 1.5.7. Usando o principio de indugcao matemdtica, prove que

n

An? —1
2(21{—1)2:%, n € N.
k=1

Exerc 1.5.8. Sejam A C R majorado, nao vazio e m um majorante de A.
Se m # sup A mostre que existe € > 0 tal que Vo(m) N A = 0.

Exerc 1.5.9. Seja A C R majorado, ndao vazio e s = sup A. Mostre que
para qualquer € > 0, o conjunto V.(s) N A € nao vazio.
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