Capitulo 2

Sucessoes reais

Inicia-se o capitulo introduzindo os conceitos de sucessao limitada, sucessao
mondtona, sucessao convergente e relacionando estes conceitos entre si. A
andlise da convergéncia de sucessoes, quer em R quer em R, bem como a de-
terminacao de limites de sucessoes convergentes é um dos objectivos centrais
no capitulo sendo neste contexto analisadas algumas propriedades algébricas
e de ordem das sucessoes. Introduz-se ainda o conceito de subsucessao e
analisa-se as consequencias do teorema de Bolzano-Weierstrass e da con-
vergéncia de uma sucessao na existéncia de subsucessoes convergentes. A
finalizar o capitulo introduzem-se os conceitos de sucessao de Cauchy e de
sucessao contractiva.

2.1 Sucessoes. Convergéncia de sucessoes

Definigao 2.1.1. Chama-se sucessio de termos em A # () ou sucessio em
A a qualquer aplicagio uw de N em A, u: N — A.

Os elementos u(1) = uy, u(2) = ug, ..., u(n) = uy, ..., dizem-se termos
da sucessao. Definir uma sucessao consiste em indicar uma forma por meio
da qual se pode obter para cada n € N o correspondente termo de ordem n,
U,

Exemplo 2.1.2.
i) Sucessoes definidas por recorréncia.

(a) u: N —= R, uy =a € R, upy1 = up.r (progressio geométrica de
primeiro termo a e razdo r).



(b)) u:N—=>R, ug =0, ug=1, up11 =ty +Up_1, n €N
(sucessao dos nimeros de Fibonacci).

i) v, = /n(vn+1—+n), neN

As sucessoes que vamos analisar neste capitulo sao sucessoes reais: su-
cessoes de termos em R. As operacoes algébricas que se considera no conjunto
R estendem-se assim naturalmente as sucessoes reais.

Definicao 2.1.3. Sejam as sucessoes u: N — R, v : N — R define-se

sucessao adi¢do u+v:N—=R (u+v)y =u, + v,
sucessao subtraccao u—v:N—=R (U —v)p = uy — v,
sucessao multiplicacio  u.v : N — R (u.v)y = Up.vy

sucessao divisao u/v:N—=R (w/v)y = up /vy v, # 0

A relagao de ordem considerada em R permite introduzir os conceitos de
sucessao limitada e de sucessao monotona.

Definigao 2.1.4. A sucessio u, ¢ minorada (majorada) se e sé se for mi-
norado (majorado) como subconjunto de R o conjunto dos seus termos.

Definicao 2.1.5. A sucessao u, € limitada se e so se o conjunto dos seus
termos for minorado e majorado 1i.e.

3V a<u,<be I VYV |ul<c
a,beR neN ceR+ neN

Exemplo 2.1.6. Tem-se para a sucessio v,, n € N do exemplo 2.1.2 ii)

B Vn B 1

vy, € assim limitada pois |v,| <1 n e N.

Proposicao 2.1.7.

A adicao, subtraccdo e multiplicacao de duas sucessoes limitadas € limitada,



Demonstracao.
E imediado recorrendo as propriedades de ntimeros reais uma vez que

(U £ 0a| < |un] + o] € |upvn| < gl vl
m

Observacgao 2.1.8. O quociente de duas sucessoes limitadas, u, /v, pode ndo
ser uma sucessao limitada (As sucessoes limitadas u, = 1 e v, = 1/n tém
como quociente uy, /v, uma sucessio ndo limitada). Uma condi¢ao suficiente
para que |u,/v,| seja limitada € |u,| < c e |v,| > d, ¢,d € RT.

Definicao 2.1.9.

A sucessao u,, € uma sucessao crescente se e SO se

U KUy < oS Uy S Uy < ..., neN.

A sucessao u,, € uma sucessqo decrescente se e SO se

U12UQ>...ZUTLZU”+12..., n € N.

A sucessao u, € estritamente crescente (decrescente) se e so se
qualquer que sejan € N, u, < Upi1 (Up > Upyq).

Definicao 2.1.10. Uma sucessao w, diz-se uma sucessao mondtona se for
crescente ou decrescente e estritamente mondtona se for estritamente cres-
cente ou decrescente.

Uma sucessao crescente (decrescente) é minorada (majorada), ja que o
primeiro termo da sucessdo é um minorante (majorante) do conjunto dos
seus termos.

Exemplo 2.1.11. Seja a sucessio do exemplo 2.1.2 ii). Tem-se

1 1
>0

Upt1 — Up = -
1 1
1+ 41 J1+141

Concluindo-se que v,, € crescente

A nocao central desta seccao é a nocao de convergéncia e de limite de
uma sucessao.



Definicao 2.1.12. Uma sucessao u,, converge ou tende para a € R (u,, — a)
se e so se

V3V n>p wu,eVi(a)?
e>0 peNneN
Assim dizer que u, converge para a equivale a afirmar que é finito o
numero de inteiros positivos que verificam a condigao u, ¢ Vi(a) i. e. u, — a
se e 86 se u, € V.(a) para todos os valores de n com excep¢ao de um niimero
finito.

Exemplo 2.1.13. Considere-se a sucessao u, = % Verifique-se que é uma
sucessao convergente e que a = 0.

Tem-se 1 1
up, EV(0) & |—|<ee —e<—<e
n n

Ora basta escolher n > 1/¢ para que % € V.(0) concluindo-se que u,, converge
para 0. Em particular se € = 0,01 verifica-se que se n > 100, u,, € V,(0).

As sucessoes que nao sao convergentes dizem-se divergentes. Mostra-se,
[1], que se existir a € R tal que u,, — a entao a é tnico. Assim sendo u,
uma sucessao convergente chama-se ao nimero real a, limite da sucessao e
representa-se por

lim w,,.

Se uma sucessao u, nao tiver limite diz-se uma sucessao divergente.

Relacione-se os conceitos de sucessao convergente e de sucessao limitada.
Teorema 2.1.14. Qualquer sucessao convergente é limitada.

Demonstracao.
Se u,, — a, fixado arbitrariamente ¢ > 0 existird uma ordem p tal que para
n > p, u, € Vi(a).
O conjunto formado pelos termos w, para n > p é um conjunto limitado
(a + € é um majorante e a — € é um minorante). Por outro lado o conjunto
dos termos u,, para n < p é também um conjunto limitado visto ser finito.
O conjunto de todos os termos da sucessao é a reuniao de dois conjuntos
limitados e qualquer reuniao finita de conjuntos limitados é um conjunto
limitado. m

H4& sucessoes limitadas que nao convergem, contudo tem-se:

Wea)={reR: |z —a|<¢}



Teorema 2.1.15. As sucessoes limitadas e mondtonas sao convergentes.

Demonstracao.
Seja u,, uma sucessao crescente e limitada e designe-se por U o conjunto dos
seus termos.
U # () ¢ um conjunto limitado e consequentemente tem supremo. Designe-se
esse supremo por s e mostre-se que

limu,, = s

Escolha-se € > 0. Por defini¢ao de supremo deve existir pelo menos u, € U
tal que
U, > 5 — €.

Como a sucessao é crescente para n > p
Up 2> Uy > S — €.
Por outro lado sendo s = sup U
Uy, < 8.

Assim a partir da ordem p todos os termos u, € V.(s) e consequentemente
Up — S.

Analogamente se demonstra a convergéncia quando a sucessao é decrescente
tendo-se limu,, = infU. m

Observacao 2.1.16.

e Uma sucessao pode ser convergente sem ser mondtona. (Ezx.: u, =

-1 . L . , o
%) Apesar da sua importancia as sucessoes monaotonas e limitadas

constituem uma classe pequena de sucessoes convergentes.

o E fundamental o axioma do supremo na demonstracdio do teorema
2.1.15.

Exemplo 2.1.17. Considere-se a sucessao limitada definida por recorréncia
1 2
x1:§, Tpt1 = Ty s n > 1.

Mostre-se que x, € convergente.



Uma vez que nem todas as sucessoes limitadas sao convergentes, vai-se
mostrar, por inducao, que a sucessao ¢ monotona. Tem-se

1 1
xrH = — To = —
1 27 2 4

e conjectura-se que x, ¢ uma sucessao decrescente. Prove-se por inducao que

Tpt1 — T <0, neN
i)
1 1 1<O
Tog—X1=— — = = ——
2 1= 775 1S

if)

T4l — Tm S 0 ? Tm4+2 — Tm+1 S 0

Tm+2 — Tm+1 = $$n+1 - $3n == (:Em—i—l + xm)-<wm+1 - mm) S 0

ja que sendo x,, > 0 se tem x,,,11 + =, > 0.

Conclui-se que x,, € uma sucessao decrescente e como ¢é limitada entao x,,
é uma sucessao convergente.

2.2 Propriedades algébricas de sucessoes. Su-
cessoes enquadradas

A analise da convergéncia de sucessoes mais gerais que as sucessoes monotonas
e limitadas pode ser feita usando alguns resultados que se vao indicar e que
se podem demonstrar usando directamente a definigao de limite.

Teorema 2.2.18. Se x,, e y,, n € N sao sucessoes convergentes respectiva-
mente para a e b entao

i) T, £y, € uma sucessao convergente e lim (z, £+ y,) = limz, £ limy,
i) Tp.y, € uma sucessao convergente e lim (x,.y,) = lim z,.limy,

iii) Se y, — b#0, y, # 0 tem-se lim <ﬁ>
Yn

lim z,,

a
b

~ limy,

Demonstracao. *



i) Tem-se
(@ 4 yn) = (a+0)] = |(zn — @) + (Yo = D) < |20 —a| + |y =]

Sendo € > 0 existe p; tal que se n > p; entdo |z, — a| < €/2 e existe py
tal que se n > py entao |y, —b| < €/2. Assim se p = max{pi,p2} en >p
tem-se como se pretendia mostrar

|(zn +yn) — (@+0)] <€/2+€/2=¢.
ii) Tem-se
| Yn — a.b| = [(xp.yn — 2,.0) + (x5.0 — a.b)| < |||y — b + |2, — al.]b]
Ora sendo |z,| < My, n € Ne M = sup{Mi,|y|} tem-se
|2y — a.b| < M|y, — bl + M|x,, — a
o que analogamente a (i) permite estabelecer a conclusao.
iii) E analogo a (ii).
[

Observacao 2.2.19. Sejam x,, e y, sucessoes reais

i) Se x, ey, sao sucessoes divergentes, x, + y, pode ser convergente ou
divergente.

i) Se uma sucessao x, € convergente ey, € uma sucessao divergente, T,+y,
¢ sempre uma sucessao divergente.

Exemplo 2.2.20. Determine-se se existir o limite da sucessao

1
Ve+1l+1

Por definicao 4 /% +1 — 1. Oray, = 4 /% + 1+1 é a adicao de sucessoes

oo = V(AT T - Vi) =

convergentes e sendo y, # 0 a sucessao v, ¢ convergente tendo-se

1
limw, = =
1M v 9



Teorema 2.2.21 (Sucessoes enquadradas). Sejam x,, Y, 2, sucessoes reais
e suponha-se que existe uma ordem p tal que para n > p

Tp < Zp < Yn.
Supondo que x,, y, convergem para a € R entdo z, é convergente e
lim z, = a.

Demonstragao.
Fixado arbitrariamente ¢ > 0 existem py, po tais que se n > p; entao z, €
Vi(a) e se n > py entdo y, € V.(a). Sendo p = max{pi,ps,p} tem-se entao
que se n > p
a—€e<zp, <z, <y, <a-te

e portanto z, € Vi(a). m

Observacao 2.2.22. Se x, e y, nao sao sucessoes convergentes para o
mesmo limite nao se pode afirmar que z, € uma sucessao convergente.
(Br.—3 < (—1)" < 7).

sen(n
Exemplo 2.2.23. Determine-se o limite da sucessao z, = L
n

Tem-se
sen(n) 0

S|

1 1

— < < — e =+
n n n

Assim

limz, =0

Proposicao 2.2.24. Se a sucessao x, € convergente e limx, = a entao
lim |z,| = |al.

Demonstracao.
Consequéncia imediata de ||z,| — |a|| < |z, —a| =

Exemplo 2.2.25.

i) Mostre-se, recorrendo a desigualdade de Bernoulli, que se 0 < ¢ <1, a
sucessao z, = c" € convergente para zero.

(14+2)" > 14+nx, x>—-1,neN (desigualdade de Bernoulli)



ii) Sendo a € R, determinem-se os limites das sucessoes

B a " _a”
T\ ]l © T

i) Sendo 0 < ¢ < 1, tem-se

1
CcC =
1+a
em que a > 0. Assim
1 1 1 1
T, =0< " = < < — =1, e — =0
(I+a) = 14+na na an

Do teorema das sucessoes enquadradas conclui-se que lim z, = 0.

ii) Tendo presente i), tem-se

le| = <1=1lm(—) =0
1+ |al

1+ |a

Quanto a sucessao v, tem-se

Se

a a , e
—‘ <1, v, = 0. Se )—‘ > 1, v, é uma sucessao nao limitada e

a
consequentemente divergente. Se 1= 1, sendo a = 4, tem-se v, — 1/2,

sendo a = —4, tem-se v,, divergente, mas uma sucessao limitada.

2.3 Convergéncia de sucessoes em R. Calculo
de limites

Ao conjunto dos niimeros reais pode juntar-se os elementos +00 e —oo (de-
signados por pontos do infinito) e formar um novo conjunto R designado por

recta acabada i.e. -
R =RU{—00,+00}

E natural neste conjunto R introduzir uma relacdo de ordem que restrita
a R é a relacao de ordem em R e entre qualquer ntimero real x e +oo se
tenha
—o0o < T < +00



Tal como no conjunto R, introduzem-se em R as operagoes bindrias de adicao
e multiplicacao. Em particular se a € R tem-se para a
operacao de adicao

a+ (+00) = 400 a+ (—o00) = —00
+00 + (—00) é uma forma indeterminada;

e para a operacao de multiplicacao:
Sea >0
a.(+00) = +o0 a.(—o0) = —o0

Sea<0
a.(+00) = —o0 a.(—oo0) = 400

0.(+00) é uma forma indeterminada
Observacao 2.3.26.

Em R, generalizam-se naturalmente as nogoes de mdximo e minimo de um
conjunto, de conjunto majorado, de conjunto limitado ( R tem mdzimo +oo
e minimo —oo ).

Em R, qualquer subconjunto é limitado e tem-se
i) Se X £ 0 é majorado em R entao supgp X = supg X
ii) Se X # 0 é nao majorado em R entao sup X = 400
iii) Se X = entdo sup) = —oo, infl) = +o0.

Um dos objectivos centrais desta seccao € definir a nocao de sucessao real
convergente em R. Antes de apresentar essa definicao, defina-se vizinhanca
de —oo e de 00

Ve(—00) = [—o0, —1/¢€] Ve(+o0) =]1/€e + o0

Definicao 2.3.27. A sucessdo u, converge para a € R se e s6 se qualquer
que seja € > 0 € finito o conjunto

{neN: u, ¢V(a)}
Assim

e Se a € R existe equivaléncia entre a nogao de convergéncia em R e em

R.
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e Se a = +00 ou @ = —00 tem-se

U, =400 &V 3 Vn>p: u,>1/e
e>0 peN neN

U, >—00 <V I Vna>p: u, <-—1/e
e>0 peN neN
Em R, de imediato se conclui:

Teorema 2.3.28. Qualquer sucessao monotona € convergente em R.

Vai-se em seguida estabelecer alguns resultados que permitem determi-
nar, em R, o limite de sucessoes reais convergentes.

Proposicao 2.3.29. Seja u,, uma sucessao de termos positivos, tal que

. Un+1
lim
u”l
Se a < 1 entdo u, converge e limu,, =0
Demonstracao.
Sendo u,, > 0, tem-se a > 0.

Seja r tal que a < r < 1 e defina-se € =r —a > 0. Existe p € N, tal que se
n>p

Up+1 Up+1
o <e=ms " <ate=a+(r—a)=r
Unp, U,
Assim se n > p
0<un+1<unr<un_1r2<...<upr”+1_p

u
Definindo C' = —i tem-se para n > p
r

0 < Uppq < Crtl

Ora uma vez que 0 < r < 1 tem-se lim7" = 0 e pelo teorema das sucessoes
enquadradas limu, = 0. =

Analogamente se demonstra a proposicao seguinte:

Proposicao 2.3.30. Seja u,, uma sucessao de termos positivos, tal que

. un+1
lim
Unp,

Se 1 < a < 400 entdo u, converge para +oo.

11



Exemplo 2.3.31. Determine-se o limite da sucessao u, = —

—lim— — —]
“ im CESVEED im

n 3n+1 2 2 1
limu n i 3( i ) =3lm-——+=5=3>1
n+1 (1+1/n)

Conclui-se que u,, é convergente para +0oo.
Exemplo 2.3.32. Determinem-se, se existirem, os limites das sucessoes

.nl ot N T
i) i7) ] i11) c_”

nr’

em queb>0ec>1.

Y UZ: B (ygn:l)lgil Z_T “(n T;)r(??fl)n - (ni 1)” - (ﬁ)n —1/e<l1

. n!
Conclui-se que — é convergente para 0.
n

n+1 |
n! C
=———>0<1

..)un+1 o C
u, (n+Dler (n+1)

11

e
Conclui-se que — é convergente para 0.
n!

. 1)t en 1\N°1 1
iii)u+1:(n+ >c_:(1+—) S s<l
n

Uy, cntl  pb c c

b
. n-,
Conclui-se que — é convergente para 0.
c

Pode assim estabelecer-se uma escala de sucessoes
n’ << << nl << n® b>0,c>1

em que u, << v, significa que u,, é desprezavel em relacao a v,, isto é que
. Uy
lim— =0

Un

Proposicao 2.3.33. Seja u,, um sucessao de termos positivos. Entao se
Un,

1 = , o
converge em R, »u, também converge e para o mesmo limite.
U )
n

12



Demonstracao. *
Seja
lim Untl _ leR
n—+00 Uy
Tem-se

Un+1

V d n>pl—e< <l+e

e>0 peN Uy,
Tem-se:
(L= €)upr1 < upya < (I + €)upa

(1= €)*upr1 < tprs < (I + €)*uprn
e em geral paran >p+ 1
(=" P,y <y < (L+€)" Py

vindo iy 1 iy 1
=l —6) n wy < Yup <(I+e)(l+e€) n uyy

Pelo teorema das sucessoes enquadradas, qualquer sublimite de /u,, pertence
a [l — €, [+ €] uma vez que u,41 é um nimero real fixo. Como € é qualquer,
o conjunto dos sublimites é singular e {/u,, converge para [. m

Exemplo 2.3.34. Determinem-se os sequintes limites
i) /n.
ii) ¥/ (n+1)! —n!
Da proposigao 2.3.33 facilmente se conclui que o limite é 1 em i), quanto
aii), seja u, = (n + 1) —n!

| — | | —
i Yot _ (n+2)!—(n+1)! — lim (n+ D (n+2-1)

U, (n+1)! —n! nl(n+1-1)

1
= lim (1 + —) (n+1) = +oo
n

Concluindo-se que /u,, é convergente para +oc.

2.4 Subsucessoes

Nesta seccao vai-se definir o conceito de subsucessao comegando por definir
a sucessao composta de sucessoes.

Definicao 2.4.35. Chama-se composta de sucessoes u, € v,, em que v, € N,
n €N, a sucessio (uowv),, tal que

(wov), = Uy,

i.e. que tem por termo de ordem m, o termo de ordem v, da sucessao u,,.

13



Definicao 2.4.36. w, ¢ subsucessao da sucessao de termos reais u,, se e
SO se exwistir uma Sucessao v,, tal que w, € composta de u, com v, e v, €
estritamente crescente

Observacao 2.4.37.

Qualquer subsucessao de uma sucessao limitada € limitada. Qualquer subsu-
cessao de uma sucessao monotona € mondtona.

Uma sucessao nao limitada pode ter subsucessoes limitadas e uma sucessao
nao mondtona tem subsucessoes mondtonas.

Exemplo 2.4.38. Definam-se subsucessoes de

n
tn = (_1)nn +1
POT COMPOSLCAO COM, S SUCESSOES
v, =k+2
v, = 2k
U =2k +1
Tém-se as subsucessoes
Rk 42 ~ 2k ~ 2k +1
wk:(—l)m wk:m wk:—m

Teorema 2.4.39. Qualquer subsucessdo de uma sucessao convergente € também

convergente para o mesmo limite

Demonstracao.
Seja u, — a e w, = u,, uma subsucessao de u,.
Sendo u,, convergente para a dado arbitrariamente ¢ > 0 existe p € N tal
que para n > p se tem u,, € Ve(a). Ora sendo v,, uma sucessao estritamente
crescente de inteiros positivos, por indugao matemaética, pode mostrar-se que:

Up >N, neN
(n>1; v,>2n= v >n+1 pois vy > v, )
Conclui-se assim que se n > p se tem v, > p e consequentemente
Wy, = Uy, € Ve(a) ie. limw, =a.

]

Este teorema é usado para facilmente justificar a divergéncia de algumas
sucessoes. Em particular, se u,, admitir duas subsucessoes que tenham limites
diferentes, u, ¢é divergente.

14



Exemplo 2.4.40. Analise-se a convergéncia da sucessao u, do exemplo an-
terior

A sucessao u, nao é convergente pois

2

o=

nao é convergente. Contudo sao convergentes as subsucessoes wy, € Wy res-
pectivamente para 1 e —1.

Exemplo 2.4.41. Determine-se o limite da sucessao convergente
x=1/2 Tpiy = 2 n>1
Tem-se uma vez que a sucessao x, é convergente
limz,; =limz, =1
vindo, tendo presente o teorema 2.4.39,
I=P=I11l-1)=0=1=0VvIi=1
Ora como z,, < 1/2 tem-se limz,, < 1/2 concluindo-se que

[=limz, =0

Teorema 2.4.42 (Bolzano - Weiestrass). Toda a sucessdo real limitada tem
pelo menos uma subsucessao convergente.

Demonstracao. *
Na demonstracao deste teorema usa-se uma das importantes consequéncias
do axioma do supremo o principio dos intervalos encaixados?
A ideia central da demonstracao quando o conjunto dos termos da sucessao
é um conjunto infinito, consiste em partir de um intervalo que contém os
termos da sucessao e, dividindo ao meio sucessivamente, obter uma sucessao
de intervalos cada um dos quais tem um termo da sucessao.
Seja X = {x,, : mn € N} o conjunto dos termos da sucessao z,.

2Seja I, = [an,bn] C R, n € N uma sucessdo de intervalos limitados e fechados tais

+00 20
que Ip+1 C I, entdo (i) N In # 0, (ii) Se inf{b, —a,} =0, NI, ={c}, c€eR
n=1 n=1

15



e Seja X um conjunto finito.
H4& pelo menos um valor de x,, que se repete infinitas vezes. Designando
esse valor por a podemos formar uma subsucessao x,, = a obviamente
convergente.

e Seja X um conjunto infinito.
Sendo z,, limitada, X ¢ limitado e consequentemente

X C [a,b]:fl

Construa-se neste caso uma subsucessao convergente, , .
Seja x,,, = 1. Divida-se I = I; ao meio obtendo-se dois subintervalos
1,17. Dado que X é um conjunto infinito pelo menos um dos conjuntos

X =A{x,: x, €I An>n}, U=Azn: x, €l An>n}

¢ um conjunto infinito. Se X/ for um conjunto infinito z,, sera o
primeiro elemento de X senado faz-se uma escolha semelhante com X7
Seja I o subintervalo associado a X ou X7.
Repete-se o processo dividindo /5 ao meio e escolhe-se z,,. Obtém-se
assim uma sucessao de intervalos encaixados

LDoLD>...D1,D...

cujo comprimento tende para zero ((b — a)2~*=Y) e tal que z,,, € I.
Pelo principio dos intervalos encaixados

+00
ﬂ[n ={c}, ceR
n=1
Ora atendendo a que
|2y, —c| < (b— a)2- =D

conclui-se que a subsucessao construida ¢ convergente e que z,, — c.

Definicao 2.4.43. Diz-se que a € R € sublimite da sucessao u, se existir
uma subsucessao de u, que convirga para a.

Exemplo 2.4.44. Indique-se o conjunto dos sublimites da sucessao

v, = (=1)".

16



Sendo S o conjunto dos sublimites tem-se S = {—1,1}.

Teorema 2.4.45. O numero real a € sublimite da sucessdo u, se e so se
qualquer que seja € > 0 € infinito o conjunto dos inteiros positivos n que
verificam a condi¢do u, € V(a).

Demonstracao. *
e Seja w,, = (u o v), uma subsucessao de u, convergente para a i.e.

V 3V n>p Wy, = Uy, € Vi(a).

e>0 peN neN

Obviamente é um conjunto infinito o conjunto formado pelos inteiros positi-
vos v, tais que n > p.

e Reciprocamente suponha-se que qualquer que seja € > 0 é um conjunto
infinito o conjunto dos inteiros positivos n tais que u, € Vi(a).

Sendo € = 1, %, . ,% pode escolher-se v; € N tal que u,, € V%(a), vy > V1

tal que u,, € Vi(a). Em geral, escolhidos vq,vs,...,v,—1 generalizando o
2 2 ) ) ) )
processo anterior, ¢ sempre possivel escolher v, > v,_; de modo que

Uy, € Vi(a)
Nestas condigoes w,, = u,,, serd uma subsucessao de w, convergente para a
ja que para qualquer n € N
1 1
a——<w, <a-+—
n n
[ |

Observacao 2.4.46. O numero real a € sublimite de u, se e so se

vV V 3 :n>p u, €Vl

e>0 peN neN

O numero real a € limite de u,, se e so se

V 3V :n>p u, €Va)

e>0 peN neN

Exemplo 2.4.47. Usando a nog¢ao de sublimite mostre-se que para a > 0
lim /a =1, n € N.

e Considere-se a > 1
. ~ 1 . .
Seja a sucessao z, = a». Tem-se de imediato que

n>1 e zp < 2.
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A sucessao z, é pois uma sucessao limitada e decrescente logo é convergente
existindo z = lim z,.
Qualquer subsucessao tem pelo teorema 2.4.39 o mesmo limite de z, e

lim 29, = lim 22

Assim
1
2=22= 22— 2=0=2=0Vz=1

Como z, > 1, tem-se z = 1.
e Considere-se 0 < a < 1

1

limar =lim1/(1/a)s — 1/1 = 1.

2.5 Sucessao de Cauchy.
Sucessao contractiva

Um critério de convergéncia importante é a nocao de sucessao de Cauchy ou
sucessao fundamental.

Definicao 2.5.48. A sucessao u, € uma sucessao de Cauchy se e so se

V 3 VYV rs>p |u—us <e
e>0 peN rseN

Exemplo 2.5.49. Seja u,, = 1+ 1/n, tem-se |u, —us| = |[1/r — 1/s| <
1/r+1/s, o que permite concluir que u,, € uma sucessao de Cauchy

Proposicao 2.5.50. Qualquer sucessao de Cauchy é uma sucessao limitada

Demonstracao.
Seja u, uma sucessao de Cauchy. Fixado € > 0 existira p € N tal que para
quaisquer nimeros inteiros r,s > p

|u, —ug| < €
Em particular escolhendo para s o valor fixo p + 1, tem-se para r > p

[uy — upi1] <€
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Assim para r > p o conjunto dos termos u, ¢ limitado (u,;; — € é um mino-
rante e u,41 + € é um majorante).

Como o conjunto dos termos u,, com r < p é finito e portanto limitado pode
concluir-se que o conjunto dos termos da sucessao, uniao de dois conjuntos
limitados, é limitado. m

Teorema 2.5.51. Uma sucessao real é convergente se e so se € sucessao de
Cauchy

Demonstragao. *
e Mostre-se que sendo u,, uma sucessao convergente entao é uma sucessao de
Cauchy.
Sendo a = lim u,,

vV 4 V :n> n—al <€/2
e>0 peN neN " p |U CL| E/

Ora paran,s > p
[up — us| = |up —a+a —us| <|u, —al+la—us| <e/2+¢€¢/2=c¢

Concluindo-se que a sucessao é de Cauchy.
e Mostre-se que sendo u,, uma sucessao de Cauchy é uma sucessao conver-
gente.
Seja n sublimite de u, que existe pois u, ¢ uma sucessao limitada visto ser
uma sucessao de Cauchy. Mostre-se que lim u,, = 7.
Fixe-se ¢ > 0. Sendo u,, uma sucessao de Cauchy pode determinar-se p € N
tal que

m,n>p |u, —uy| <€/2

e consequentemente
Uy, > D |ty — y,, | < €/2
Por outro lado sendo 7 sublimite de u,, pode escolher-se v,, > m > p tal que
|, — 1| <'€/2
Conclui-se assim que sendo v,,, > m > p
[un, — 0] = |tn — Uy, + Uy, — 1| < |y — Uy, | + |y, — 7| < €/24+€/2=¢.
ie. limu, =7n. =

A definigao de sucessao de Cauchy é muito 1til para provar a convergéncia
de sucessoes para as quais nao se tem candidato a limite
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Exemplo 2.5.52. Verifique-se que é divergente a sucessao

1+1+1+ —1—1
T, = — 4 =+ .+ =
2 3 n

Para m > n, tem-se

1 1 1
Ty — Ty = —+ + ...+ —
n+l n42 m
cujo o 2° termo tem m — n parcelas. Entao
1 1 1 m-—n
Ty — X > — + — 4. — = ———
m o m m m

Em particular para m = 2n tem-se

>n 1
Ty — Ty > — = —
2n 2

Conclui-se assim que a sucessao x, nao é sucessao de Cauchy.

A finalizar esta seccao introduza-se a nocgao de sucessao contractiva.

Definicao 2.5.53. A sucessio x, diz-se uma sucessao contractiva se existe
0<c<1 tal que

|xn+1 - xn‘ < C’a:n - $n71|7 n > 1.

Proposicao 2.5.54. Se x,, € uma sucessao contractiva entao € uma sucessao
convergente.

Demonstragao. * Sendo x,, uma sucessao contractiva tem-se
|z — 29| < c|xg — 24|
2y — 23] < clag — 2| < |2y — 14|
Mostrando-se por inducao matematica que
|Tni1 — Tn| < Hag — 21|, n> 1
Tem-se entao

|xm - xn| < |(xm - xm—l) + (mm—l - xm—2) + ...+ ($n+1 - $n>| <

1 — ¢m—n
< (@24 Y |ry 1] < 6"711;]1’2 — 1|
—c

ie.
|ZL‘2 — ZE1| <e
l—c —
Assim a sucessao x, é uma sucessao de Cauchy e consequentemente uma
sucessao convergente. M

[T — ] < 7
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Exemplo 2.5.55. Considere-se a sucessao u,

a w+1-—a
Ulzl——, un+1:T

2 O<a<l, n>1

Analise-se se a sucessao € contractiva. Se w, for uma sucessao convergente
determine-se o seu limite.

Tem-se

1 1
U1 — Up| = §|Ui+1—a—uif1—1+a| = §|UZ—U371 =

1
- é‘un + un—l”“n - un—1|

Analise-se |uy, + 1.
Tem-se u, < 1, n € N ja que
oy <1

o U, <1= up <1

De facto

a
Uy <1 = w2 <1= 1+ufn—a<2—a:>um+1<1—§<1

Assim a
|un+1 - un| S <1 - 5) |un - un—1|

a

A sucessao u,, é contractiva (¢ =1— 3 ).

Sendo a sucessao contractiva é uma sucessao convergente. Determine-se | =
limu,, = limw,.1

l==(P+1-a)=P-21+41-a=0

DO | —

2+ 4—4(1—-a)
N 2a

Ora como u, < 1, conclui-se que [ =1 —+/a

l =14+ +a
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2.6 Exercicios

2.6.1 Exercicios resolvidos

Exerc 2.6.1. Considere a sucessao w, = u, + v,, n € N, em que

€ vy =1, Un+1 =

vl +2

i) Determine o limite da sucessdo u,. A sucessao u, é limitada? Justifique.
ii) Mostre que a sucessao v, € decrescente.
iii) A sucessio v, € uma sucessao de Cauchy? Justifique.

iv) A sucessao w, € uma sucessio convergente? Justifique e em caso afirmativo
determine o limite.

Resolucao.
i)
(n41)! 1
n+1(2(n ! .
lim w, = lim w: lim —— =0
n—-+oo n——+o00 W n—-+0o00 6(27’2, + 1)

A sucessao u,, é limitada uma vez que é uma sucessao convergente.

ii) Mostre-se que v, —v, < 0 paran € N, usando o principio de inducao
matematica.

Sen =1, vs —v; <0 ¢éuma proposicao verdadeira.
Mostre-se que para m € N v,,41 — Uy, < 0 = Vg0 — U1 < 0.

Tem-se

1 1 B Um+1 — Um
vl 42 vt +2 0 (14 205)(1 4 20541)

Um+2 — Um+1 =

Ora da hipdtese de inducao e uma vez que v,, > 0 para m € N tem-se
Uma2 — Ume1 < 0. Assim v,,7 — v, < 0 paran € N, i.e. a sucessao v,
é decrescente.

iii) Uma vez que a sucessao v, é decrescente e limitada (0 < v, < vy), v,
¢ uma sucessao convergente. Ora toda a sucessao real convergente é
uma sucessao de Cauchy.
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iv) A sucessao w, é convergente, pois resulta da adigdo de duas sucessoes

convergentes e

lim w, = lim u,+ lim v,
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Seja v = limv,,. Determine-se o valor de v. Sendo v,, convergente, v, 1
¢é igualmente convergente, uma vez que é uma sua subsucessao, tendo-se

v = . Assim v = 0 concluindo-se de (i) que lim,,_,  w, = 0.

1+wv

Exerc 2.6.2. Considere a sucessao x,, definida por

r1 =1 J7n+1:\/2+xn

i) Mostre por indu¢ao matemdtica que a sucessio € crescente.

ii) A sucessdo x, € limitada superiormente. A sucessao x, € convergente? Jus-
tifique.

Resolucao.

i)

ii)

Paran =1, To—21=v3-1>0
Para m € N mostre-se que se ,,4+1 — T, > 0 entao x40 — T > 0.
Da definicao da sucessao, tem-se

(da hipétese de indugao) >0
N
Tm41 — Tm

V2+ Ty + V2 + 3

~~
>0

Tm4+2 — Tm41 = \/2 + Tipp1 — \/2 + T =

Pelo principio de indugao matematica z,,1 — x, > 0, V , isto é, a
neN

sucessao ., é crescente.

Da alinea anterior, como z,, é crescente é limitada inferiormente, sendo
o seu primeiro termo um dos minorantes do conjunto dos seus termos.
Assim z,, é uma sucessao limitada. A sucessao x,, é assim convergente
pois é uma sucessao monotona e limitada.

Exerc 2.6.3. Indique, se existirem, os limites das sucessoes de termos gerais:

win

n

Uy = ——
n?+1

Justifique abreviadamente as respostas.
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Resolucao. ,
nz 1 1 1
n? 1+L 3 1+

n2

Uy =

Quando, n — 400, 4+ — 0 e 1+ n—12 — 1. Das regras operatorias com
n?2
limites de sucessoes, tem—se de imediato u,, — 0

= in

Tem-se
((n+1))°
Yor1 _ 3R+ 1) ((+1))* 3r@2n)
Yn (n))” (n))> 3" (2(n+1))!
3 (2n)!
_ ((n+1)n!>2 3"(2n)! _ (n+1)° _
n! 33"(2n+2)2n+1)(2n)!  3(2n+2)(2n+1)

1 (1424 5) 1 (1+2+4%)
B §2n(1+n)2n(1+2i) 12 (1+Ha+h)

concluindo-se que:

n 1
lim v, = lim y,= lim Ynt1 _ —.

n—-+o00 n—+o0 n—+oo Yy, 12

Exerc 2.6.4. Considere as sucessoes de termos reais

2" ! 2+4+ n 2"
ay, = ==+ ..
142

i) Determine o limite da sucessio a,. A sucessio a, € limitada? Justifique.

ii) A sucessdo b, € convergente? Justifique.

Resolucgao.

i)
. . 2" . 1
lim a,, = lim = lim =
A sucessao a,, € uma sucessao limitada, pois toda a sucessao convergente

¢ limitada.
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n

.. - 2 4 _ .
ii) A sucessaob, = —+—+...+ ¢ uma sucessao de termos positivos,

3 5 1427
estritamente crescente.
Tem-se
bnzg—l—é—i—...—i— 2" >2—|—2+...+2:2n
3 5 1+2» — 3 3 3 3

Uma vez que a sucessao gn nao ¢ majorada b, também é uma sucessao

nao majorada.
Assim nao sendo a sucessao b, limitada é uma sucessao divergente.

Exerc 2.6.5. Considere a sucessao a,, definida por

1
a =1, Api1 = 3 + v/a,

i) Mostre por indu¢ao matemdtica que a sucessio € crescente.
ii) Mostre que a sucessao a, € contractiva.
ii1) A sucessio x, € convergente? Justifique. Determine o limite de a,
Resolugao.

i) Mostra-se que a,41 > a, n € N.

e Tem-se a2:%>a1 =1.

e Mostre-se que a1 > Ay = Gpyo > Qpoq-
Tem-se

1 1
Am+2 Z Am+1 <= §+V Am+1 2 5"’ Am <= VvV @m+1 2 vV Am < GQm+1 Z Q-

Como por hipétese de indugao se assume que a1 > Ay, tem-se
também que a1 > Ay

ii) a, é uma sucessao contractiva se existe C' € ]0, 1] tal que

|an+2 - an+1| < C’|a’r7,-|—1 - a’rl|7 V.
neN

Tem-se

|1 — ay Q1 — an|
—_ — —_ — <
|an+2 an+1| I\/ An41 V anl fr— + \/@ 9 )

ja que a, é crescente e a; = 1, tendo-se /a,11 + /a, > 2, n € N.
Conclui-se que a sucessao a,, ¢ contractiva com C' = %
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iii) a, é uma sucessao convergente, ji que é contractiva. Como a4 é uma
subsucessao de a,, a,+1; também é convergente e lima,; = lima,,.
Selima, =a € R:

1

1
liman+1:§—|— liman(:)a:§+\/5

1 1 1
a—§:\/5:>a2—a+zza(:)a2—2a+120

vindo

V3 V3
5

=1+ —Va=1-—
a +2 a

Como a,, € uma sucessao crescente e a; = 1, tem-se a > 1, concluindo-se
— V3
que a =1+ 5.

Exerc 2.6.6. Determine se existirem os limites das sequintes sucessoes em

R.
, nP g (1/2)" 3"
Z) Unzm ZZ) Un:T m) wnzﬁ
Resolugao.
i)
n 1)P n! 1 1\” p
u+1:(n+>”_: 14— —>O<1:>un:n——>0
Uy, (n+1)!nP n+1 n n!
i)
3
Upy1  (1/2)"F1 p3 1 n (1/2)"
= =—|—) = 12<1=v,=—"——=0
v (mE1E (12 2\n+l / ! n3
iii)
" 3n+1 2 1 -2 n
Pnttl _ D_g(142) 5851w =2 5400
W, (n+1)2 3" n n?
u
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Exerc 2.6.7. Determine se existirem os limites das sequintes sucessoes

_ n® + n! . (n))?  cos(n!m) n"
Vo= tom W s gt e W= s
Resolucao.
i)
30
n®0 +n! n T 1
" sonl a0l Y
n" + ! 14 .
nn
ja que
80 50 | |
Im2— =0, lm>—t=0, lim-—>=0
n! n" n
i)
-1 cos(n!m) 1
n?2+1~ n?24+1 ~n?2+1
1 !
Tem-se OB — 0 vindo C;);(—Zq)
Por outro lado
1)H2 (2n)! 1)2 1 12
(D@ @1 ) e
2n+2)! (n1)2  (2n+2)2n+1) 2(2n+1) (2n)!

A sucessao v, é convergente pois resulta da soma de duas sucessoes
convergentes tendo por limite 0.

iii)

3TL
Wy (n+ 1" 34l 1+m n+1 n—>e>1
w, 34 (n+1)! nr gt n
1+
(n+1)!
vindo .
n
Wy, = — +00
3" +n!

Exerc 2.6.8. Sejam x,, vy, sucessoes convergentes. Se x, <y, n € N entao
limz, <limy,
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Resolucao.
A demonstracao reduz-se a mostrar que a sucessao convergente

Zn = Ynp — T, > 0, 2, tem limite e que z =limz, > 0.

Por contradigao suponha-se que z < 0.
Sendo z, convergente

V 4 n>p —e<z,—2<c¢
e>0 peN
Se e = —z > 0, da desigualdade anterior, 2z, < 0 o que nao é possivel.

2.6.2 Enunciados de exercicios

Exerc 2.6.1. Considere a sucessao x,, definida por

1
T = 1 Tp+1 = Z(ZL’n2 + 1)

Mostre por inducdao matemdtica que a sucessao € monaotona.
A sucessao x, € convergente? Justifique.

Exerc 2.6.2. Considere a sucessio de termos em [0,9] definida por
a1 =1, aps1 =2y/a, +1 n € N.

Mostre por indugcao matemadtica que a,, € crescente.
A sucessao é convergente? Justifique.

Determine o conjunto dos sublimites da sucessdo b, = a, + (n!)~1/".

Exerc 2.6.3. Considere a sucessao x,, definida por

2%,
T, + 3

=1 Tpgp1 =

Mostre por inducao matemdtica que a sucessao € monaotona.

A sucessao x, € convergente? Justifique.

Exerc 2.6.4. Considere a sucessao definida por



i) Mostre por indu¢ao matemdtica que |u,| <2 ,n € N.
ii) A sucessao u, € contractiva? Justifique.

ii1) Determine o limite da sucessao convergente

o n!
Up = Up + ﬁ
Exerc 2.6.5. Qualquer subsucessao de uma sucessao estritamente decres-
cente cujo conjunto dos termos € majorado € convergente em R? Justifique
Exerc 2.6.6. Considere a sucessao definida por
U 2
up = 3, un+1:—"+— n € N.
2 U,

i) Mostre por indug¢do matemdtica que u, com termos em [2,3] € uma sucessao
decrescente.

ii) A sucessao u, € convergente? Justifique
ii1) Determine o limite da sucessao convergente

(2n)!

n

Uy = Uy +

Exerc 2.6.7. A sucessao w,, de termos positivos tal que wyy1/w, > 1, n €
pode ter como sublimite zero? Justifique.

Exerc 2.6.8. Indique, se existirem, os limites das sucessoes de termos gerais:

3—n
Ap = —F/———— bn: vn+1n+12_n
vn+1l+yn ( )
n3 N 1—e J n® + n!
Cp = n —
142 en (2n)!
5" n"
e, = Ty = ——————
1—-5" 227 (n 4 1)!

vnt 4+ 1 nntl
Sp = —————— th = | 77—
1+2vnd +1 22n+1(p 4 1)!

1
2" 1" 1 .= \/ﬁ
- 3n+1 + (1 + %) Un = (_) +

Unp

3771
"Vt l+yn

Justifique abreviadamente as respostas.

w
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