Capitulo 3

Funcoes reais de variavel real.

Continuidade. Diferenciabilidade.

Este capitulo tem como primeiro objectivo desenvolver as bases da teoria da
continuidade de funcoes reais de varidvel real. Introduzem-se os conceitos
de continuidade local a Cauchy e a Heine, conceitos que se relacionam com
a noc¢ao de limite. Estabelecem-se para funcoes continuas em conjuntos li-
mitados e fechados importantes propriedades, em particular introduzem-se o
teorema da limitacao, o teorema de Bolzano e o teorema de Weierstrass.

O segundo objectivo do capitulo é estabelecer os principais resultados da teo-
ria da diferenciabilidade para funcoes reais de variavel real. Define-se funcao
derivada e relaciona-se com o conceito de fungao continua. Analisa-se a de-
rivada da funcao composta e a derivada da funcao inversa. Estabelecem-se
o teorema de Rolle e o teorema de Lagrange. Estabelece-se o teorema de
Cauchy analisando-se em particular a regra de Cauchy e a sua aplicagao ao
levantamento de indeterminacgoes. Introduz-se o conceito de derivada de or-
dem superior e estabelece-se o teorema de Taylor discutindo algumas das
suas aplicacoes, em particular, a extremos de fungoes. Conclui-se o capitulo
com a andalise de assintotas ao grafico de uma funcao.

3.1 Definicao de funcao real de variavel real

Designa-se por funcao real de variavel real uma correspondéncia univoca
entre dois subconjuntos de R

f:DCR—CCR

Definir uma funcao é indicar o conjunto D designado por dominio e uma
expressao algébrica que faz corresponder a cada elemento x € D um tnico



flz) eC.

Se se indicar uma fung¢ao sem definir explicitamente o dominio subentende-se
que o dominio é o subconjunto de R onde a expressao algébrica utilizada na
definicao da fungao designa um nimero real.

Exemplo 3.1.1. Seja a func¢ao polinomial
P,(x) =ap+ a1z + -+ + a,a”, a, #0, a; €ER,i=0,...,n
e a fungao racional

Pu(z)  ap+ax+---+azz”

h(z) = Pn(z) by +bix+ -+ bpam’

Estas fungoes nao tendo explicitamente indicados os dominios tém como
dominios respectivamente R e {x € R : by + byx + - - - + ba™ # 0}.

Designa-se por contradominio de f o conjunto das imagens dos elementos
do dominio por meio de f

C={yeR: y=f(z), zeD}
Exemplo 3.1.2. Sejam as fungoes definidas em R
fi(z) = 2? e fo(z) =senx
Os contradominios destas fun¢oes sdo, respectivamente, Cy, = [0,+00[ e

Cr, = [—1,1].

Defina-se de seguida operagoes algébricas entre fungoes.

Definicao 3.1.3. Seja f : Dy CR — Reg: D, C R — R. Em
DyN D, # 0 definem-se as fungoes f +g, f — g, fg

(f £9)(@) = f(z) £ g(x) (fo)(x) = f(z)g(x)
e para © € Dy N Dy, e tal que g(x) # 0, a funcao f/g
£ 1@
(J() o)

Exemplo 3.1.4. Sendo fi(z) = V4 — 22 e fo(x) = Vx — 1 defina-se fi+ fa.

by 20, b €R,i=0,....m



Tem-se Dy, = [—2,2], Dy, = [1,4+00[ e para x € Dy, 1y, = [1,2]

(i+ o)) =vVi—a2++r -1

Conclui-se a secgao introduzindo a nocao de fungao composta.

Definicao 3.1.5. Sejam f: Dy — R, g: D, — R.
Se D, tem um subconjunto X # 0, tal que para x € X se tem g(x) € Dy,
define-se a funcao composta por

fog:D—R (fog)(x)=flg(x)),
em que
D={xeR: xze€D, N g(z) € Dy}

. 9 — a2

Exemplo 3.1.6. Seja fi(x) = /x e fo(x) = T em que Dy, = [0, +o0]
x

eDp={reR: z#—-1}.
Tem-se para a fungao composta f; o fo

9 — a2

(flof2)(x): T+ 1’ em que Df10f2 :]—OO,—3]U]—1,3]

3.2 Continuidade local a Cauchy e a Heine

Inicie-se em seguida o estudo local da continuidade

Definigao 3.2.7. A funcao f : D C R — R € continua em a € D a Cauchy
se e so se

V. 3 V j[z—al<e= — <0

Y3V Je—al <e= /(@) - f(o)

Assim f é continua a Cauchy em a € D se e s6 se escolhida arbitraria-
mente uma vizinhanga de f(a), Vs(f(a)), existir sempre uma vizinhanga de
a, Vi(a), tal que para x € D N V.(a) se tenha f(z) € Vs(f(a)).

Como consequéncia da definicao anterior f nao é continua em a € D se e s6
se

[f(x) = fla)] = 0

0>0 e>0 zeDN|z—al<e



Exemplo 3.2.8. Seja f : [0,+00][— R, f(z) = /x. Mostre que [ é
continua em a € R.

A funcdo f é continua em a = 0. De facto |f(z) — f(0)] = vz < ¢ se
0 <z < ousejasex € V,_5(0) N[0, +00]
Mostre-se que se a # 0, a fungdo f é também continua em a. Tem-se

- |z — a |z — al
[V —Val s va

Assim se x € [0,400] e |z — a| < v/ad = € tem-se |f(z) — f(a)| <e.
Exemplo 3.2.9. Seja

1 se z€Q
D(z) =
0 se zeR\Q.

Mostre que D nao é continua em a € R.

A funcdo D néo é continua para nenhum a € R\ Q pois existe d = 1 tal
que qualquer que seja € > 0 existe sempre x € V,(a) tal que

|D(z) = D(a)| > 1

De facto se x € V.(a) é racional a desigualdade anterior verifica-se. Ana-
logamente se conclui que D nao é continua para a € Q.

Definigao 3.2.10. A funcao f: D C R — R € continua a Heine em a € D
se a sucessao f(x,) converge para f(a) sempre que a sucessao x, de termos
em D convirga para a.

™
Exemplo 3.2.11. Sendo a funcdo seno continua em 5 € possivel determinar
2

- . ™m ,
o limite da sucessao sen( )7 Justifique.
1+ 2n?
2
~ ™ , ™
A sucessao z,, = ooz convergente para 5 Consequentemente sendo
n
< , : , T
o seno uma fungao continua tem-se limsen(x,) = sen(limx,,) = sen(g) =1

Teorema 3.2.12. Seja f : D CR — R ea € D. A definicao de continui-
dade a Heine em a € D € equivalente a definicao de continuidade a Cauchy
ema¢€D.



Demonstracao.
e Mostre-se que se f é continua a Heine em a € D entao é continua a Cauchy
ema¢€ D.
Seja f nao continua a Cauchy em a e mostre-se que existe uma sucessao
x, € D convergente para a tal que f(z,) ndo é convergente para f(a).
Nao sendo f continua a Cauchy em a existe 6 > 0 tal que para todo o € > 0
existe z € D tal que

[z —af <e e [f(z) = fa)] = 0

Fixado § e considerando ¢ = 1/n, n € N, para cada n € N escolha-se x,, € D
tal que

[zn —al < 1/n e f(zn) — f(a)] =6
A sucessao z,, converge para a e f(z,) nao converge para f(a), i.e. a fungao
f nao é continua a Heine em a € D.
e Mostre-se agora que se f é continua a Cauchy em a € D entao é continua
a Heine em a € D.
Seja x, € D uma sucessao convergente para a € D. Fixado § > 0 existe
e > 0 tal que para z € D e |z —a| < € se tem |f(x) — f(a)| < J. Ora como
x, — a existe p € N tal que para n > p, |z, — a| < ¢ Assim como x,, € D
ter-se-a4 também |f(x,) — f(a)| < §, o que mostra que f(x,) é convergente
para f(a). m

Demonstra-se facilmente, usando o conceito de continuidade a Heine, o
seguinte resultado.

Teorema 3.2.13. Se f,g: D C R — R sao fungoes continuas em a € D
também sao fungoes continuas em a as funcoes f + g, fg e, na hipotese de

g(a) # 0, a fungdo f/g.
Exemplo 3.2.14. A fun¢ao constante fo(x) =1 é continua em a € R.

De facto
Y o)~ fola@)| =11 -1 =0 <5

Exemplo 3.2.15. A funcao fi(x) = x € continua em a € R.
De facto

V 3V Jz—a<e=|filr)— fila)|=|r—a|<e=4§

6>0 e=06 z€R

Mais geralmente do teorema 3.2.13 pode concluir-se que qualquer fungao po-
linomial P,(x) = ag+a1x+---+a,z™ é continua em R e que qualquer fungao

b}



P ()
P ()
é continua em R\ A em que A = {ry,...,r,}, p < m é o conjunto dos zeros
do polinémio P,,.

racional R(z) =

em que P,, P, sao polinémios sem factores comuns,

O resultado seguinte estabelece a continuidade da fungao composta.

Teorema 3.2.16. Sejam as funcoes f,g e a € R. Se a funcao g € continua
em a e se a fun¢ao f € continua em b = g(a) entdo a fungdo fog é continua
em a.

Demonstracao.
Sejag: Dy — Dy CR, f: Dy — Reaec D, CR.
Sendo ¢ continua em a e f continua em g(a), tem-se qualquer que seja z,, €

D

g
Ty — a = g(x,) — g(a)

e qualquer que seja y, = g(z,) € Dy
Yo —> g(a) = f(ya) — f(g(a))

Conclui-se assim que

lim(f o g)(xn) = lim f(g(zn)) = f(g(a)) = (f © g)(a)

ou seja que f o g é continua em a.
[ |

Exemplo 3.2.17. Analise-se a continuidade da funcao f: R — R

zsen(l/xz) se x#0
fz) =

0 se x=0.
i) Se a =0 tem-se
|f(x) = O] = [z[[sen(1/2)[ < [zf, = #0
e basta escolher € = ¢ para concluir que a funcao f ¢ continua em 0

ii) Se a # 0 a fungao é continua por aplicacao dos teoremas 3.2.13 e 3.2.16.



3.3 Definicao de limite. Limites laterais.

Vai-se introduzir a nocao de limite de funcao f : D C R — R quando a
varidvel independente tende para a ponto de acumulacao ! de D.

Definicao 3.3.18. Seja f : D — R, a € D'. Diz-se que f tem limite
quando x — a, lim f(z) =, se e sJ se
r—a

V 3 2eDAN0<|z—al<e=|f(z)—1] <.
6>0 >0

Teorema 3.3.19. Se f tem limite quando v — a, esse limite € unico.

Demonstracgao. *
Considerem-se b, € R, b # U/, tais que lim f(x) =b e lim f(z) = b'.
r—a Tr—a

Qualquer que seja § > 0 existe entao por um lado € > 0 tal que
@)~ <8 para zeVi(@)nD\{a},
e por outro € > 0 tal que
|f(x)=b| <6 para x€Vi(a)ND\{a}.
Escolhendo z € V.(a) NV (a) N D\ {a} tem-se
0<[b—=0b]=1[b— f(zo) + f(xo) = V| < |f(w0) = bl + | f(zo) — b'| <26

Ora a condi¢ao 0 < |b — b'| < 2§ para § um real positivo arbitrdrio é im-
possivel. m

Exemplo 3.3.20. Seja f : [-1,1] — R, f(x) = x. Mostre-se, usando a
definicao de limite, que
limf(z) =0

x—0

Tem-se

N E|5 O0<|z]<e=|f(x)—0|=|z|<e=0

0>0 e=

La ¢é ponto de acumulagio de D se qualquer que seja Vi (a), € > 0, existe b € V,(a), tal
que b € D A b # a. Designa-se por D', o conjunto dos pontos de acumulagao do conjunto
D. Se a € D nao for ponto de acumulagao diz-se ponto isolado de D.



Exemplo 3.3.21. Seja f: [-1,1] — R,

lz| se x#0
fx) =

1 se x=0.
Mostre-se, usando a definicao de limite, que

lim f(z) = 0.

z—0

Tem-se

V 3 0<|z|<e=|f(z)—0=]lz| -0 =|z|<e=4§
0>0 =6

Facilmente se demonstra o seguinte resultado.

Teorema 3.3.22. Seja f: D — R. Entao f tem limite | em a € D" se e
s0 se qualquer que seja x, € D e x, # a, se x, — a entao f(x,) — .

Exemplo 3.3.23. Analise a existéncia de limite quando x — 0 da funcdo

g:R\ {0} — R, g(z)=sen(l/x).
Considerem-se as sucessoes

1 1
S © n /24 2nm

Tem-se
lim g(z,) = limsen(nw) =0, e limg(x)) = limsen(n/2 + 2nm) =1
Assim nao existe limite de g quando = — 0.

Teorema 3.3.24. Seja f : D C R — R e a € D um ponto nao isolado de
D. Entao f é continua em a se e so se

lim f(z) = f(a).

T—a

Demonstracgao.
e Seja f continua em a

V 3 xzeDAN|lz—a|l<e=|f(z)— fla)] <6

6>0 >0



Entao obviamente lim f(x) = f(a) .

T—a
[ ]

V dzeDAN0<|z—a|l<e=|f(z)— fla)] <o
6>0 >0

Uma vez que f(2)|,=a — f(a) = 0 pode eliminar-se a condi¢ao |z —a| > 0 e
concluir-se que a funcao f é continua em a.
u

Introduza-se as nocoes de limites laterais a direita e a esquerda.

Definigao 3.3.25. Seja f: D CR = R, a € D' ¢, sendo Dy = DN|a, +o0],
D. = DN| — o0, al,
fd = f’Dd fe = f

Por definicao designa-se por limite lateral a direita em a

lim fu(x) = f(a*) = lim f(z)

r—a r—at

D,

e por limite lateral a esquerda em a

lim f,(«) = f(a™) = lim f(z).

T—a r—a~
Facilmente se conclui que lim f(z) existe se e s6 se existem f(a™), f(a™)
Tr—a
e f(a®) = f(a™).
Exemplo 3.3.26. Seja f: R — R.

2 —1 se x| <1
1—a? se |z| > 1.

Determine-se lim f(z) e lim f(z).
z—1+ z—1-

A fungao f é uma funcdo continua em R \ {—1,1} pois é polinomial.
Tem-se

lim f(z) = lim (1 —2%) =0= lim (2 — 1) =0 = f(1),

r—1t z—1t z—1-

sendo a funcao f continua em 1.

lim f(r)= lim (2> = 1)=0= lim — (1 —2%) =0= f(-1),

r——17+ z——11 z——1—

Nej



sendo a funcao f continua em —1.
Relacione-se a propriedade de monotonia de uma funcao com a existéncia
de limites laterais.

Definicao 3.3.27. Seja f : D — R.
A funcao f € uma funcao crescente se quaisquer que sejam x1,To € D,

Ty > w9y = f(x1) > f(22)

A funcao f € uma funcao decrescente se quaisquer que sejam x1,To € D,
x1 > 1o = f(11) < f(22)

A funcao f € mondtona se € uma funcdao crescente ou decrescente.

Teorema 3.3.28. Se a funcao f é mondtona em I =|a,b[, em qualquer
ponto interior de I, ¢ € I, existem os limites laterais f(ct) e f(¢7) i.e. as
descontinuidades da funcao f sdo de primeira espécie.

Demonstracao.
Seja f crescente em I. Mostre-se que para ¢ € int I existe f(c™).
A fungdo f é majorada em |a, c[ por f(c), existe assim supremo

s = sup f(x) < f(c)

z€a,c|

Da defini¢ao de supremo tem-se

. flr)<s ¥
z€la,c|
3 —
* 630 a€la,c| f(a) - 5’

Ora como f é crescente em [
f(x) > fla) > s =9, el
Assim para o < x < ¢
J os—0<fl@)<se fle)=s5= xsé?al?c[f(m)

Analogamente se mostra que existe

f(c"y=t= inf f(x).

z€]e,b|



Observagao 3.3.29. Sendo a fun¢ao f crescente em |a,bl, f € uma funcgdao
magjorada em |a, c[ e minorada em |c,b| tendo-se f(c™) < f(c) < f(cT).

Mesmo quando a e b nao pertencem a R pode definir-se

lim f(z) = b.

r—ra

generalizando a nocgao anterior de limite. Em particular:

I — :
o xjglmf(x) 00 se e 80 se

V 4 Va>1/le= f(x)<—-1/6

6>0 >0 zeD

e lim f(z) =400 seesdse
z—at

V 3 Va<z<at+e= f(z)>k.
k>0 €0 z€D

3.4 Funcoes continuas em intervalos.

Definigao 3.4.30. Seja f : A C D — R. Diz-se que [ é continua em A se
e so se [ € continua para qualquer a € A.

A fungao f é continua em A C D C R se e 86 se f|4 for continua. As
funcoes que sao continuas em conjuntos limitados e fechados ? tém proprie-
dades especiais.

Antes de enunciar o teorema da limitacao de f, recorde-se a nocao de funcao
limitada em A C D.

Definigao 3.4.31. A funcao f : D C R — R ¢ uma fung¢do limitada em
A C D se existir M € RT tal que qualquer que seja x € A

[f(z)] < M
i.e se € limitado o conjunto

(A) = {f(z) : €A},

2A C R é um conjunto fechado se e s6 se qualquer sucessao de termos em A convergente,
converge para um elementos de A. Sendo A um conjunto fechado limitado e ndo vazio, o
sup A e o inf A pertencem ao conjunto.

11



Teorema 3.4.32 (Teorema da limitagao de f). Seja I = [a,b] C R um
intervalo limitado e fechado e f: I — R, uma funcao continua em I entao
f € uma funcao limitada em 1.

Demonstracao.
Suponha-se que a fun¢ao f nao é limitada. Entao para qualquer n € N existe
x, € I tal que

Mas sendo x, uma sucessao limitada uma vez que I é um intervalo limitado
tem uma subsucessao convergente x,,, o que, atendendo a que I é fechado
conduz a que z,, — x € I.

Ora f é continua em x vindo f(x,,) — f(x). Assim f(z,,) é uma sucessao
limitada o que contraria

[ (@n )| > 1

]

Em seguida considere-se o teorema do valor intermédio que traduz de
forma abreviada mas pouco precisa, que uma funcao continua num intervalo
limitado e fechado nao passa de um valor a outro sem passar por todos os
valores intermédios.

Teorema 3.4.33 (Teorema de Bolzano ou teorema do valor intermédio).
Seja

e [ = [a,b] C R um intervalo limitado e fechado.

o f: I — R, uma funcao continua em I.

o fa) # f(b).
Entao qualquer que seja k estritamente compreendido entre f(a) e f(b) existe
c €la,b[ tal que

fle) = k.

Demonstracao. *
Vai-se supor que f(a) < k < f(b). Divida-se o intervalo [a,b] a meio. Para
um dos dois intervalos obtidos por exemplo [ay, b1] tem-se f(a;) < k < f(by).
Fazendo a divisao a meio deste intervalo obtém-se um segundo intervalo
[as, bo] satisfazendo f(az) < k < f(be). Repetindo sucessivamente este pro-
cesso obtém-se uma sucessao de intervalos

[a,b] D [ar,b1] D [ag,ba] D ... D [an, by D ...
tal que, para qualquer n, se tem

fla,) <k < f(bn)

12



Pelo principio dos intervalos encaixados % existe um ponto ¢ comum a todos
os intervalos tal que
¢=lim a, =lim b,

Ora sendo a fun¢ao f continua em c tem-se precisamente
fle) = lim f(a,) = lim f(b,) =k
n—oo n—oo

Se f(a) > k > f(b) a demonstracao reduz-se a anterior substituindo f(x)

por —f(x).
]
Consequeéncia imediata do terorema de Bolzano sao os corolarios seguintes

Corolario 3.4.34. Seja [ : [a,b] — R uma fungdo continua que nao se
anula em I = [a,b]. Entao os valores de f(x) qualquer que seja x € I tém o
mesmo sinal.

Corolario 3.4.35. Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em I = |a,b).
Se f(a).f(b) <0 a equagao
flx)=0

tem pelo menos uma solu¢ao em |a, b|.

Exemplo 3.4.36. Sendo f :[0,1] — [0,1] uma fun¢ao continua mostre que
existe um ponto fizo de f (existe x € [0,1] tal que f(z) = z).

Seja g : [0,1] = R, g(z) = f(x) — 2 uma fungao continua em [0, 1] = I.
Demonstre-se por absurdo a existéncia de ponto fixo.
Se g(x) # 0, x € I, pelo teorema de Bolzano g(z) > 0 ou g(z) < 0. Ora
atendendo a que

g(1) = f(1) -1 <0, g(0) = f(0) >0

conclui-se que existe = € I tal que g(z) = 0.

Definicao 3.4.37. Seja f: [ — R
o f tem mdzximo em I se existir xp; € I tal que

flz) < flznm), rel
e f tem minimo em I se existir x,, € I tal que

flz) > flam), rel.

3Seja I, = [an,b,] C R, n € N uma sucessdo de intervalos limitados e fechados tais

+ o0 “+o00
que I+ C I, entdo (1) N I, # 0, (ii) Se inf{b, —a,} =0, I, ={c}, ceR.
n=1 n=1

13



Teorema 3.4.38 (Teorema de Weierstrass). Seja I = [a,b] C R um intervalo
limitado e fechado e f : I — R, uma funcao continua em I. Entao f tem
maximo e minimo em I.

Demonstracao.
Sendo f(I) é um conjunto limitado tem supremo e infimo em R e se sup f(I)
e inf f(I) pertencem ao conjunto f([) sdo o valor, respectivamente, maximo
e minimo da funcao.
Se f(I) é um conjunto fechado tem-se que sup f(I), inf f(I) € f(I). Mostre-
se que f(I) ¢ um conjunto fechado. Sendo y, € f(I) uma sucessao conver-
gente, mostre-se que limy,, € f(I).
Seja a sucessao y, = f(x,) em que z,, é¢ uma sucessao limitada ja que z,, € I.
A sucessdo z, tem uma subsucessao convergente z,, tal que z,, — = € [
pois I é fechado.
Por outro lado como f é uma funcao continua

Ynie = [(wny) = f(2) € f(I).

Sendo y,,, uma subsucessao de y,, tem-se assim que y,, — y € f(I) concluindo-
se que f(I) é um conjunto fechado. m

Exemplo 3.4.39. f:[-1,1] = R, f(z) = |z|
max f([—1,1]) =1 min f([—1,1]) =0

Quando nao ¢é satisfeita alguma das hipoteses do teorema de Weierstrass
pode nao existir maximo ou minimo.

Exemplo 3.4.40. Seja g : R — R,

1z se x#0
g(x) =
0 se x=0.

Tem-se que g é continua em ]0,1] = I, mas em [ tem minimo, mas nao
tem maximo, nem sequer supremo.

1

Exemplo 3.4.41. Seja h: R — R, h(z) = 1o
x

A fungao h tem maximo, mas nao tem minimo.

Evidentemente uma funcao pode ter maximo e minimo num determinado
conjunto sem que sejam verificadas as condigoes do teorema de Weierstrass.

14



As condigoes sao suficientes, mas nenhuma delas é necessaria. Por exemplo,
a funcao de Dirichlet,

1 se z€@Q
D(x) =
0 se ze€R\Q.

¢ uma func¢ao com maximo e minimo em qualquer subconjunto nao vazio de

R.

Teorema 3.4.42. Seja I C R um intervalo limitado e fechado e f : I — R,
uma fungao continua em I entao f(I) € um intervalo limitado e fechado.

Demonstracao.
Se f(I) é limitado entdo existem sup f(I) e inf f(I) e sendo f(I) fechado,
sup f(I),inf f(I) € f(I).
Sejam M = sup f(I) e m = inf f(I). Tem-se naturalmente que f(I) C
[m, M]. Pretende-se mostrar que f(I) = [m, M].
Sejam m = f(x,,) e M = f(xp). Do teorema de Bolzano tem-se que que f
assume todos os valores entre f(x,,) e f(xyr) assim f(I) = [m, M]. m

Observacao 3.4.43. A propriedade anterior nao € exclusiva das fungoes
continuas. Sem ser continua, f: R — R
sen(l/z) se x#0

flz) =
0 se x==20.

transforma um intervalo I C R num intervalo.

Observagao 3.4.44. Em geral f(I) # [f(a), f(b)]. Seja f : [-1,1] — R,
f(z) = |z|. Tem-se

f)y =101 e f(=1)=f1)=1.

Exemplo 3.4.45. Seja g : [0,1] — R, uma fung¢ao continua positiva. Mostre
que existe o > 0 tal que

g(x) > a, rel=101]
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Pelo teorema 3.4.42, ¢g(I) = [a, f]. Mostre-se que o > 0.
Admita-se que o = 0. Entao existe ¢ € [0, 1] tal que

gc)=a=0

o que nao é possivel pois g(z) > 0, x € [0, 1].

Teorema 3.4.46. Seja f : I — R uma fun¢ao mondtona em I = [a,b], a,b €
R. Se f transforma o intervalo I no intervalo f(I) entdo f € continua em

I.

Demonstragao.
Seja f crescente em [ e admita-se que em ¢ € I a funcao f nao é continua.
Tem-se

() # fle) = fle) < f(e)
ou

fle) # f(c) = f(o) < f(c")
O facto de f ser crescente leva a que f nao possa assumir um valor entre
f(c7) e f(c) na primeira hipétese, ou entre f(c) e f(c™) na segunda hipdtese.
Assim se f nao é continua f(/) ndo é um intervalo o que contraria a hipétese.
]

3.5 Continuidade da funcao inversa.

Comece-se por relacionar a monotonia com a injectividade de fungoes reais.
Se f é estritamente mondtona, evidentemente que ¢ injectiva. Pode mostrar-
se também facilmente como consequéncia do teorema de Bolzano que:

Proposicao 3.5.47. Se f : [a,b] — R € continua e injectiva em [a, b] entdo
| € estritamente mondtona em |a, b].

Introduza-se de seguida a defini¢ao de funcao inversa.

Definicao 3.5.48. Seja f : A — B uma funcdo injectiva.
Diz-se que a funcao f tem inversa se existe uma funcao g : f(A) — A tal
que

g(f(z)) =2, z€A
fl9(y)) = v, y € f(A)
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Observacao 3.5.49. Os pontos do grdfico de g obtém-se dos pontos do
grdfico de f simplesmente trocando as coordenadas. O grdfico de g resulta
de refletir o grafico de f na recta y = x.

Exemplo 3.5.50. Seja f: Rt — RY, f(z) = 2% A fungdo f tem inversa,
sendo a funcao g : R™ — R™, g(y) = \/y a inversa de f.

Passando a continuidade da funcao inversa tem-se

Teorema 3.5.51. Seja I = [a,b] um intervalo limitado e fechado e a fungdo
f I — R, uma funcdo estritamente mondtona e continua em I. FEntao
existe a funcgao inversa da funcao f que € estritamente mondtona e continua

em f(I).

Demonstragao.
Seja f estritamente crescente. Consequentemente f é injectiva e existe g :

J — I'tal que f(g(y)) =y, y € J = f(I).
Verifique-se que g é estritamente crescente.

Seja y; = f(x1) < y2 = f(x). Admita-se que x; > x5. Entao

f(x1) > f(z2) © 1 >y

0 que nao é possivel vindo

r1 < x9 % g(y1) = 9(f(21)) < 9(y2) = g(f(22)).

Quanto a andlise da continuidade da funcao inversa tem-se que a fungao g
transforma o intervalo f(I) em I. Ora se g é uma fun¢ao monétona em I e
se g(I) é um intervalo conclui-se que a func¢ao g é continua.

|

Exemplo 3.5.52.
. . . , Tom ,
A fungao arco-seno € a inversa da fungdo seno, restrita a [—5, 5] ou seja
tem-se
x € [-7m/2,7/2] N\ senx =y < x = arcseny

A fungdo arco-coseno € a inversa da fungdo coseno restrita a [0, 7] ou seja
tem-se
r €[0,7] A cosx =y < & = arccosy
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3.6 Diferenciabilidade. Funcao derivada

Definicao 3.6.1. Seja f : D CR — R, a € int D *.
Designa-se razao incremental da funcdo f no ponto a

g:D\{a} — R

T —a
Definigao 3.6.2. Seja f: D CR — R, a € intD.
A fungao f tem derivada em a se a razao incremental da funcao f tem limite
em R quando x — a. Tendo-se

o)t 13 = 1)

A fungao f diz-se diferencidvel em a se a derivada da funcdo f em a €
um niumero real.

Note-se que sendo x = a + h se tem também

) — tim L0 = S@)

h—0 h

Observacao 3.6.3.
e Quando f'(a) existe e € real existe tangente ao grdfico de f no ponto
(a, f(a)), a recta que passa nesse ponto e tem declive f'(a):

y=[fla)+ (x—a)f(a)

e Quando f'(a) = oo a tangente ao grdfico de f € a recta vertical de equagdo
r=a.

e Quando para x — a e a razao incremental de f nao tem limite diz-se que
o0 grafico de f nao tem tangente em (a, f(a)).

Exemplo 3.6.4.
i) Seja g : R — R, g(x) = sen(x). Determine a equacao da recta tangente
ao grdfico de g em (0,0).

it) Seja h : R — R, h(x) = Jx. FEuxiste tangente ao grifico de h em
(0,0)? Justifique.

i1i) Seja f: R — R, f(z) = |z|. Ewxiste derivada em x = 07 Justifique.

4int D representa o conjunto dos pontos interiores de D. Um ponto a € D é ponto
interior de D se existe € > 0 tal que V(a) C D.
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i) Tem-se
— 0
4(0) = lim sen(x) — sen(0) _ lim sen(x) 1
x—0 €xr — O x—0 X

sendo y = = a tangente ao gréfico de g em (0,0).

ii) Em x =0, h'(0) = 00 e o gréfico da func¢do h tem tangente vertical de
equacao x = 0.

||

iii) Tem-se lim, o+ u =1 e lim, ,p- — = —1. Assim nao existe em R
x

x
[ =0
I‘_

o limite da razao incremental e consequentemente nao existe

derivada em x = 0.

Este ultimo exemplo sugere a nocao de derivada lateral.

Definicao 3.6.5. Define-se derivada lateral a direita/esquerda, respectiva-
mente, por

fita) = Jim TS ) = i S0

A funcao f tem derivada em a se e s se existem as derivadas laterais de
f em a com o mesmo valor.

Exemplo 3.6.6. Considerando a funcao f do exemplo anterior, tem-se

fa(0) =1, f2(0) = -1

Uma funcao pode ser continua num ponto onde nao existe derivada. A con-
tinuidade nem sequer garante a existéncia de derivadas laterais.

Exemplo 3.6.7. Seja

zsen(t) se x#0

f(z) =
0 se x=0.

Quando x — 0 nao existe limite para a funcao f, nem sequer limites

laterais pois
f(z) — f(0)

po— = sen(;)

O exemplo que se apresenta de seguida, ilustra que a existéncia de deri-
vada infinita nao garante a continuidade.
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Exemplo 3.6.8. Seja

— se x#0
fle)y=4 7
0 se =020
Tem-se:
— 1 -1
limwzlim—:—l—oo e lim — =4+
z—01 xT z—0t T z—0— X

vindo f’(0) = +o00. A fungao contudo é descontinua em z = 0.

Relacione-se a nocao de continuidade e a de diferenciabilidade.
Teorema 3.6.9. Seja f: D CR — R, a € intD.
Se a funcao [ € diferencidvel em a entdo a fungao f € continua em a.

Demonstracao.
Seja g a razao incremental de f em a. Tem-se para x € D\ {a}

f(z) = f(a) + (z — a)g(x)
vindo

lim f(z) = lim (f(a) + (z — a)g(z)) = f(a) + 0.f"(a)

Tr—a Tr—a

Assim lim,_,, f(z) = f(a). =

Defini¢ao 3.6.10 (Fungao derivada de f). Seja f: D CR — R, D; C D
o conjunto dos os pontos interiores a D em que f ¢é diferencidvel. Em D,
define-se a fun¢ao que em x € Dy tem por valor f'(z) designada por funcao

derivada
f':D; —R r — f(x)

A funcao f : Dy € R — R é uma funcao diferenciavel em Dy C D
se e s0 se for diferenciavel em qualquer x € D;. A funcao f é uma funcao

diferencidvel em D; se e s6 se f|p, é uma funcao diferencidvel.

Teorema 3.6.11. Se f, g sao funcoes diferencidveis em a, as funcoes f £ g,

f.g e f/g sao diferencidveis em a e
i) (f £9)(a) = f'(a) £ ¢'(a)

i) (fg9)'(a) = f'(a)g(a) + fa)g'(a)

i) (f/g)(a) = 1090 = fa)g'(a)




Demonstracao.

(f +9)lath) = (f+9)(a) fla+h)— f(a) gla+h) —g(a)

Hm h = Jim h +lim 3 -
= f'(a) + ¢'(a)

ii)

iy 9@+ h) = (fg)(a)
h

h—0

_ (@t Wglath) = fla+hg(a) + Fa+ h)gla) ~ f(a)g(a)
h—0 h

g<a+ h}z — g(a’) +g(a)}llli%

= lim f(a +h) f(“Jrh]i_f(a)

= fla)g'(a) + ['(a)g(a)

ja que se f é diferenciavel em a entao f é continua em a sendo

limf(a + h) = f(a).
h—0
iii) Facilmente se conclui de (ii), uma vez que f/g = f.1/g.

3.7 Derivada da funcao composta.
Derivada da funcao inversa

Teorema 3.7.12 (Derivacao da fun¢ao composta). Sejam I,J intervalos
abertos, e as funcoes f, g tais que

e f:]I—R, g:J—Ref(l)CJ,
e [ diferencidvel em a e g € diferencidvel em f(a).

Entao a funcdo composta go [ € diferencidvel em a e

(go f)(a) =4 (f(a))[f (a).
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Demonstracao. *
Sendo f uma funcao diferencidvel em a e g uma funcao diferenciavel em
be f(I),paraa €l eh e R tal que a+ h € I considere-se °

fla+h) = f(a) = h(f'(a) + a(h))
eparabe f(I) ek € Rtal que b+ k € f(I)

g(b+k) —g(b) = k(g'(b) + 5(k))
em que

lim a(h) =0 e lim B(k) =0.

h—0 k—0

Sendo b= f(a) e k= f(a+ h) — f(a) tem-se

g(fla+h)) —g(f(a)) = (fla+h) = f(a)(g'(f(a)) + B(f(a+h)— f(a)))
vindo para ¢ =go feh #0

pla+h) = pla)
h

Assim uma vez que limy,_,o (h)) = 0 e limy,_o B(f(a+h) — f(a)) = 0, tem-se

L gla+h) = (o)
h—0 h

= (f'(a) + a(h))(g'(f(a)) + B(f(a + h) — f(a))

= ['(a)g'(f(a)).
|

Exemplo 3.7.14. Determine os conjuntos em que sao diferencidveis as
funcoes f,g: R — R

;)) f(x) = xlz|
r?sen(l/z) se x#0
g(x) =
0 se x=0.

5

Lema 3.7.13. [2] Se f € diferencidvel em xq entdo

f(x) = fzo) + (f'(x0) + 6(x)) (x — 20)

em que 0 € uma funcgdo definida numa vizinhanga de zq tal que

lim 0(x) = 6(xp) =0

T—To
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i) A fungao f é diferencidvel em R* e R™ pois

2 se x>0

f(z) =
—22 se z<0.

A fungao f é pois uma fungao diferencidvel em R\ {0}.
Tem-se
f'(x) = 2|z, z € R\ {0}

Por outro lado para x =0

f(z) — f(0)
z—0

= |z| = lim|z| =0
z—0

Assim a funcao f é diferenciavel com derivada continua em R.

ii) Para z € R\ {0}, a funcdo  — senz e a fungdo x — 1/z sdo di-
ferencidaveis em todo o seu dominio e portanto a funcao definida em
R\ {0} por x — sen(1/x) é diferencidvel no seu dominio com derivada

—1/2%cos(1/x)

A func@o g em R\ {0} é pois diferencidvel com derivada

g'(x) = —cos(1/x) + 2z sen(1/x).
Por outro lado para x = 0,

2 1 -0
im 2 sen(1/7) = limzsen(1/x) =0
x—0 €xr — O z—0

concluindo-se que a fungao g é diferencidvel em zero sendo ¢'(0) = 0
Finalmente g é diferencidvel em R com derivada

2zsen(l/z) —cos(l/x) se x#0
g(x) =
0 se x=0.

Note-se que a fun¢ao ¢’ nao tem limite quando x — 0 sendo descontinua
em 0.
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Teorema 3.7.15. Seja I C R um intervalo aberto e f : I — R uma
funcao estritamente mondtona e continua em I, diferenciavel em ¢ € R com
f'(c) # 0. Entao a inversa de f, g, € diferencidvel em d = f(c). Sendo

Demonstracao.
Seja H(y) a razao incremental correspondente a g(y)

H(y) = g(yy) : Z(d).

Sendo g estritamente monétona entao g(y) # g(d) se y # d.
Considere-se

y—d
)= S =@
Existe
f,(C) _ llmf(x) - f(C)

xr—C Tr — C

pois f é diferenciavel em c. Ora, como = = g(y) e ¢ = g(d),

fx)—=fle)  flgw)— flg(d)) — y—d
z—c gy —gd)  gly)—gld) H(v)

Quando x — ¢ uma vez que a funcao g ¢ continua, y — d, assim

lim1,(y) = f'(c)

i.e.
1 1
limH(y) = lim = )
y—d (y) y—>dH1 (y) fI(C)
[
. o 21
Exemplo 3.7.16. Considere a fun¢ao injectiva f :] — —, 5[—> R
T
1
zrarccos(—2z) se 0<z< 3
HHOER 0 se =0
T )
Tre 2 se — <z<0.
\ 2 T

Calcule a derivada da funcdo inversa em zero.
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Vai-se aplicar o teorema 3.7.15 e em particular a formula

1
Y () = — se f'(c)#0
em que d = 0 = f(c). Conclui-se neste caso de imediato que ¢ = 0.
Determine-se assim f(0). Tem-se
_ xw/2
i LSOy TR0,
20— x—0 20~ r—0
e
lim f(z) — £(0) ~ im x arccos(—2z) — 0 /2
z—0+ T — z—07F z—0

concluindo-se que f'(0) = /2 # 0.

Finalmente tem-se: 1

—1\/
- — —9/r.
Exemplo 3.7.17. Seja f : R — R, f(z) = z|z|. Calcule a derivada da
funcao inversa.

A funcao f é estritamente mondtona e continua, diferencidvel em R™ e
R~ com derivada nao nula.
Sex > 0,dey = f(z) = 2 tem-se g1(y) = = /y, e se x < 0 de
y = f(z) = —2 tem-se goly) =7 = —y/—y
A derivada da fungao inversa da fungao f é assim, para x > 0,

1 1 1

Fx) ~ PH) - 2

91(y) =

e para para r < 0,

para gi, go tem-se, respectivamente, a esquerda e a direita de zero

-0 —v/—y -0
lim \/ﬂ = 400 e lim A

y—0+ Yy y—0~ Yy

+00
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3.8 Extremos relativos. Teorema de Lagrange.

Definicao 3.8.18. Seja f : D C R — R.
Diz-se que f tem um mdximo relativo ou minimo relativo em ¢ € D se existe
respectivamente uma vizinhanga € de ¢, V.(c), tal que

f(x) < f(e), reV(e)ND

fx) > f(o), x€eVi(ie)ND

Diz-se que f tem um extremo relativo em ¢, se tem um méaximo ou um
minimo relativo em c.

Quando uma funcao tem maximo em todo o seu dominio esse maximo é
também um maximo relativo. Sendo f(c¢) o maximoem D de f: D C R —
R ter-se-4, qualquer que seja € > 0, f(z) < f(c¢), € V.(c) N D. A reciproca
nao ¢ evidentemente verdadeira.

Exemplo 3.8.19. Seja f : R — R, f(z) = |x|. Averigue se a funcao f tem
extremos.

A funcao tem um minimo absoluto em z = 0, uma vez que
f@) > f(0)=0 zeR

Teorema 3.8.20 (Extremo interior). Seja I C R um intervalo, ¢ € int 1.
Se f tem um extremo relativo em ¢ e se f € uma fungao diferencidvel em c
entao

f'le)=0

Demonstragao.
Suponha-se que f tem minimo relativo em c. Existe entao ¢ > 0 tal que a
diferenca f(z) — f(c) é maior ou igual a zero no conjunto V.(c) N D.
Nesse conjunto tem-se assim

f(l’)—f(c)zo’ w e
r—c

f(x)—f(0)<0 o e
x—c

Existindo f’(c) existem também com o mesmo valor f!(c) e fi(c). Ora das
desigualdades anteriores tem-se

ff’l(c)zlimMZO, se  x>c
z—ct r—cC
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fé(C)ZlimMSO, se x<c
r—c r —cC

Vindo da diferenciabilidade de f em ¢ que f.(c) = fi(c) = f'(¢) = 0.

Analogamente se demonstrava se f tivesse um maximo relativo em c¢. m

Exemplo 3.8.21. Seja g : R — R, g(x) = z(2*> — 1) uma fungdo com

extremos relativos. Determine os possiveis valores do dominio de g que sao
extremos relativos.

0 derd ¢ 2 " V3

A fungao derivada de g é ¢'(z) = 3z° — 1. A fungao g tem em i?

possiveis extremos relativos.

Observacao 3.8.22. A reciproca do teorema 3.8.20 € falsa.

Exemplo 3.8.23. Seja f : R —» R, f(z) = 23. A funcio f'(x) = 322 ¢ a
sua fun¢ao derivada. Tem-se f'(0) =0, contudo f(0) ndo é extremo relativo
de f.

Observacao 3.8.24. Podem existir extremos locais em pontos onde a func¢ao
nao € diferencidvel.

Exemplo 3.8.25. Seja f : R — R,

l—2 se >0

fz) =

1+2 se z<0.

A fungao f ndo € diferencidvel em x = 0 e f'(x) # 0 para x # 0. Tem-se
contudo f(0) mdzimo absoluto e relativo, pois qualquer que seja x € R

flx) < f(0)=1

Teorema 3.8.26 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R, b > a, uma
fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em |a, b|.
Se f(a) = f(b) entdo eziste ¢ €|a,b| tal que

fe)=0.

Demonstracao.
Pelo teorema de Weierstrass se a fungao f ¢é continua em [a, b] tem mdaximo
M e minimo m nesse intervalo. Se M = m f é constante em [a, b] e portanto
/' anula-se em qualquer ponto de |a,b[. Se M > m a hipdtese f(a) = f(b)
permite reconhecer que pelo menos um dos pontos com imagem M ou m é
atingido em ¢ €|a, b] vindo do teorema 3.8.20 f'(c) =0. m
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Observagao 3.8.27 (Interpretagao geométrica). O grdfico de uma fungdo
nas condicoes do teorema de Rolle entre dois pontos com a mesma ordenada
tem sempre pelo menos um ponto de tangente horizontal.

Exemplo 3.8.28. Seja f : [—a,a] — R, a # 0, f(z) = 2®. A funcao é
diferencidvel em | — a,al e

A fungao f tem tangente horizontal em ¢ €] —a, a] em particular em ¢ = 0.

Exemplo 3.8.29. g : [—a,a] — R, g(x) = ||

g(—a) = g(a)

Nao existe ¢ €] —a, a[ tal que ¢'(c) = 0 pois a funcao g nao ¢ diferencidvel
em | — a, a[, j4 que nao é diferencidvel em 0.

Facilmente se estabelecem os seguintes corolarios do teorema de Rolle.

Corolario 3.8.30. Entre dois zeros de uma funcao diferencidvel num inter-
valo hd pelo menos um zero da sua derivada.

Corolario 3.8.31. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma fungao
diferencidvel num intervalo nao pode haver mais de um zero dessa fungao.

Demonstragao.
Se existissem, por exemplo, dois zeros da funcao, existiria um terceiro zero
da funcao derivada entre esses zeros o que contraria a hipétese dos zeros da
derivada serem consecutivos. m

Teorema 3.8.32 (Teorema de Lagrange). Seja f : [a,b] — R, a,b € R,
uma fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em |a,bl.
Entao existe pelo menos ¢ €la, b tal que

oy J(b)— fla)
f(e) = B
Demonstracao.
Seja
NOE)
b—a
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ou seja A € R tal que

f(0) = b= f(a) — Aa
A igualdade anterior mostra que a funcao g(x) = f(x)— Az tem valores iguais
nos extremos do intervalo [a, b]. Sendo ¢ continua em [a, b] e diferencidvel em
Ja,b] o teorema de Rolle assegura a existéncia de ¢ €]a,b] tal que ¢'(c) = 0
ou seja tal que

Concluindo-se que
f(b) — f(a)

fle) ==

Exemplo 3.8.33. Sendo a > 1 mostre-se aplicando o teorema de Lagrange
que:
(1+x)*>14ax, x>0
Aplique-se a g(t) = (1 +1t)“ o teorema de Lagrange em [0, z]. Tem-se que
existe ¢ €]0, z] tal que
(14 x)*—1
z—0
Como a > 1, ¢ > 0 tem-se (1 + ¢)*™* > 1 vindo (1 +2)* > 1 + az, z > 0.

=o(l+ c)a_l.

Estabelecam-se alguns corolarios do teorema de Lagrange.
Corolario 3.8.34. Se f'(x) =0, x € I = [a,b] entdao f € constante em I.

Demonstragao.
Seja r1 < x5 e x1,12 € I. Estando a funcao f nas condicoes do teorema de
Lagrange

. f(za) — f(21)

c€lz1,xa| To — X1

= [(c) =0= f(x2) = f(a1)
concluindo-se que f é uma funcao constante em /. m

Corolario 3.8.35. Se f, g sdo duas fungoes diferencidveis em I = [a,b] e se
para qualquer xz € I, f'(x) = ¢'(x) entao f — g é constante em I.

Demonstracao.
Tem-se (f(z) — g(x)) = f'(z) — ¢'(x) = 0, x € I vindo do coroldrio anterior
que f — g é uma funcao constante. m

Considere-se finalmente um corolério importante na analise da injectivi-
dade de funcoes.
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Corolario 3.8.36. Seja f : [a,b] — R, a,b € R, uma func¢do continua em
[a,b] e diferencidvel em ]a,bl.
Se f'(x) > 0 qualquer que seja x €la,b] ou f'(x) < 0 qualquer que seja
x €la,b| entdo f € respectivamente estritamente crescente em |a,b] ou estri-
tamente decrescente em [a, b]

Demonstracao.
Seja f'(x) > 0 qualquer que seja = €|a,b[. Se x1,xs € [a,b], T3 > 1 tem-se
em [x1, Zo)
T =T _ ey e for,m.
To — X1
Vindo
f($2)—f($1) :f/(c)-(@—fﬁ) >0 CE]ZEl,l'Q[.

Assim

vy >x1 = f(a) > f(x1).

Concluindo-se que f é uma funcao estritamente crescente em [a,b]. =

3.9 Teorema de Cauchy. Regra de Cauchy

Teorema 3.9.37 (Teorema de Cauchy). Sejam f,g : [a,b] = R, a,b € R,
fungoes continuas em [a,b], diferencidveis em |a,b[ e ¢'(x) # 0, x €la, b].
Entao existe pelo menos ¢ €la, b tal que

)~ fla) _ £
g(0) —ga) _ (0

Demonstracao.
A fungao g é continua em [a, b], diferencidvel em Ja,b| e ¢'(z) # 0, x €la, b],
concluindo-se do teorema de Rolle que g(a) # g(b).

Seja
f(b) = f(a)

A= 00— o)

ou seja A € R tal que
f(b) = Ag(b) = f(a) — Ag(a).

Defina-se h : [a,b] — R, h(z) = f(x) — Ag(x). A fungao h é continua em
[a, b], diferencidvel em |a, b] e h(a) = k(D). Pelo teorema de Rolle

W(c) = f'(c) = Ag'(c) = 0

c€la,b|
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concluindo-se que

]
Consequeéncia directa do teorema anterior é o resultado seguinte designado
por regra de Cauchy

Teorema 3.9.38 (Regra de Cauchy). Sejam f,g : [a,b] — R, diferencidveis
em |a, b] verificando as condigoes

) g@)#£0, e

i1) lim f(z) = lim g(x) = 0, (lim f(z) = lim g(z) = +00)

T—ra Tr—a T—ra T—ra

Entao se existe em R

['(z)
z—a g’(m)
existe
lim _f(x)
T—a g(x)
€ /
lim @ = lim f/(x)
T—a g l’) r—a g (:L‘)
Demonstracao. *
/
Seja | = lim f/((ﬂi)) € R e 6 um ntmero real positivo arbitrario. Determine-se
z—a g'(x
B €la, b] por forma que se tenha, para = €]a, 0[:
/
-6 < f,(:”) <l+96
9'(z)

Sendo x,y dois pontos distintos do intervalo ]a, 5[, do teorema de Cauchy,
existe um ponto & entre x e y e consequentemente também no intervalo |a, 8]

o f@) - ) FE©
g(x) —g(y) g€

Assim para quaisquer x e y nas condicoes indicadas

[—0< = <l+9
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Considere-se a hipdtese de f, g tenderem para zero, quando x tende para a.
Fixado = qualquer que seja de |a, 3], e fazendo y — a na desigualdade ante-
rior, tem-se

f(z)

l—0<—=<1+9¢

9(x)

e conclui-se assim que existe lim M e que lim M = 1.
r—a g(x) r—a g(l’)
Analogamente se demonstra quando se considera a hipotese de lim f(x) =
r—a
lim g(z) = £o0.
T—ra
/

Observacao 3.9.39. Pode existir lim /(@) e nao existir lim f/ (z)

T—a g(x) T—a g ((L‘)

Se a € int I =]ay, b | demonstra-se facilmente o coroldrio seguinte:

Corolario 3.9.40. Seja I um intervalo aberto, a € I e f,g duas funcgoes

diferencidveis em I\ {a}. Se ¢'(x) # 0, x € I\ {a} e as fungies tendem

ambas para 0 ou oo quando xr — a entao
/

lim @ = lim f,(:p)

zoag(x)  wzag(z)

sempre que o sequndo limite exista em R.

A regra de Cauchy permite resolver varios problemas de indeterminagoes.
Considerem-se alguns exemplos

1—
Exemplo 3.9.41. lim— = — 1/,
x—0 x
De facto . ,
lim( — cosx) _lmsemaczl/2
x—0 (,j(,’2>’ z—0 2],‘
In(1
Exemplo 3.9.42. lim "0 %) _ 1.
x—0 x
De facto In(1 ) m
i nd+2)” . 1/A+a)
z—0 x! z—0 1



Exemplo 3.9.43. lin%)x Inx = 0.
T—

De facto
: o Inz
limzlnz = lim—
x—0 x—0 1/{13
vindo | ) .
lim(nx> = lim /x = —limx =0
$—>0(1/x>’ x—)O—l/,ﬁ(:2 x—0

1 1
Exemplo 3.9.44. lim (— — ) =
x

De facto
) 1 1 . senx —x
lim | — — = lim——
a0 \x senx =0 T sen T
vindo
/!
. (senz —x) cosx — 1 , —senx
lim———= = lim = lim =0
=0 (rsenx) 20 Sen T + r cosT 20 2CO0ST — T SeN T

Antes de se considerar mais alguns exemplos de aplicacao da regra de Cauchy
defina-se para r > 0 a funcao z, a € R

& = 0 acR

e sendo f(z) >0
F@)f® = @mf@ 4 e R

Exemplo 3.9.45. Determine-se lim x%"® = lim e*"*»2,
z—0t z—0t
Tem-se
, (Inz)’ , 1/x . sen’zx 1
lim ————— =—1lim —————=—1lim =0
z—0t (1/senx) z—0+ cosx/ sen’ x z—0t T COST
assim
lim 2°"* =1
z—0t

1 xT
Exemplo 3.9.46. Determine-se lim (1—|— —) = lim e*n(+1/2)
x

T—-+00 Tr—+-+00
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Tem-se

In(1+1/z)) 1
lim zln(l+1/z) = lim M = lim =1
T——+00 T——+00 (]_/x) z—+oo 1 + ]./ZE

assim

. 1\"*

lim (1 + —) =e

Tr—r—+00 €T
Exemplo 3.9.47. Determine-se lim z'/®=Y = lim e!/(z-Dnz,
T—+00 r—+00
Tem-se | , .
r— 400 (af — 1)’ Tr—+00 1

assim

lim zV/=Y =1
T——+00

3.10 Derivadas de ordem superior.
Foéormula de Taylor

Considerando uma funcao f : D C R — R, convenciona-se designar por D;
o subconjunto de D em que a funcao f é diferencidvel, dominio da funcao
derivada f’. A funcao f diz-se duas vezes diferenciavel em a € Dy, se [’ for
diferencidvel em a. Em D, conjunto em que f’ é diferenciavel, define-se a
segunda derivada f”, e mais geralmente tem-se:

Definigdo 3.10.48. A derivada de ordem n € Z§ de f, f™, ¢ definida por
nducao

f(O) = f, f(n+1) _ (f(n))’ ’ neN

sendo o dominio de f™+V), D,.1, o conjunto em que f™ € diferencidvel.

A fungao f diz-se n-vezes diferenciavel em a € D se e s6 se existirem as
derivadas f'(a), f"(a),..., f™(a). A funcio f diz-se indefinidamente dife-
renciavel em a € D se e 86 se, para qualquer n € N, f é n-vezes diferenciavel
em a.

Tem-se f € C"(A) se e sé se f é n vezes continuamente diferencidvel no
aberto A ou seja se f é n-vezes diferencidavel em A com £ funcdo continua
em A.
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Exemplo 3.10.49. Seja f: R — R f(z) = 2*H(x)
Tem-se
0 se >0

fi(x) =

2r se x <0.

As derivadas de ordem superior ndo estao definidas em x = 0

0 se >0

f'(z) =

2 se x<0.

f™(z) =0 n>3 r#0

Observacao 3.10.50. As funcoes elementares, por exemplo, a exponencial
e a logaritmica, sao funcoes indefinidamente diferencidveis.

Demonstra-se facilmente usando o principio de inducao matematica e os
teoremas 3.6.11, 3.7.12, 3.7.15 a seguinte proposicao.

Proposicao 3.10.51. Se f, g sao fungoes n-vezes diferencidveis em a, também
0 sao as fungoes f +gq, fg e f/g se gla) # 0. Tendo-se

(f £9)"(a) = f™(a) £ g™ (a)

n

(f9)™ (a) =

k=0

n!

mf(n_k)(a)g(k)(@) ; (formula de Leibnitz)
n — k)k!

Aborde-se agora o problema da aproximacao de funcoes reais de varidvel
real por meio de polinémios. Em termos muito gerais a questao consiste em
determinar o polinémio que melhor possa substituir a funcao f sob certas
condicoes com erro controlado. Comece-se por analisar, se um polinémio do
1° grau pode constituir uma boa aproximacao local da fungao f.

Sendo a fungao f diferencidavel em a, o polinémio

pi(z) = f(a) + (z —a)f'(a)

que verifica as condigoes



constitui uma boa aproximacao local da funcao f. Geometricamente corres-
ponde a substituir na vizinhanca do ponto de abcissa a, a curva de equacao
y = f(z) pela sua tangente nesse ponto o que leva a cometer-se o erro

r(z) = f(z) = pi()

em que
_ . _ /
L on() @) = fe) - = a)fle)
rx—=all — @ r—a T — Q
T—a €T —Q
representado simbolicamente por
ri(z) = o(z — a) quando = — a

Conclui-se assim que, se a funcao f é diferenciavel em a
f(x) =pi(z) + o(x — a) quando =z — a

Analise-se, em seguida, a situacao em que o polinémio que se pretende que
aproxime a funcao f é de grau n sendo a aproximacgao num intervalo em vez
de local. Esta andlise conduz ao teorema de Taylor. O teorema de Taylor
estabelece precisamente que é possivel aproximar por um polinémio de grau
n, uma funcao n + 1 vezes diferenciavel num dado intervalo. O teorema de
Taylor fornece mesmo uma férmula para o erro que se comete quando se
substituir a fungao pelo polinémio, férmula que em principio permite obter
um majorante do erro.

Teorema 3.10.52 (Teorema de Taylor). Seja I = [a,b], a,b € R, g,z € [
e f: 1 — R tal que as funcoes f, f', f",...f™ sdo continuas em I e f+1)
existe em |a,b| entao

f(z) = P.(z) + Ru(x), (formula de Taylor)
em que
"o ™) (5,
P.(z) = f(xo) + f'(x0)(x — m0) + / ;! )(x —x0)% + ...+ fn—(')(x — x)"

€ o polinomio de Taylor de grau n relativo a xq e
f(n+1)(c)
(n+1)!

€ o resto de Lagrange.

R.(x) =

(x — x9)" 1, c €]z, zo|
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Demonstracao.
Seja J = [z, z0] em que zg > = e defina-se para x fixo
F:J—R

F(t) = f(x) = f(t) = (x=t)f'(t) —... - @;—!”nﬂ”)(t),

tal que
F() lt=ao = f(z) = Pa()

2(x —1t) P = (@ =0 (1) + ... — (x —!t)nf(n—l-l)(t)

F(t) = =)+ 1)+ = -

Aplicando o teorema de Cauchy as fungoes F' e GG, sendo a fungao G definida
por
G(t) = (z —t)"*! t € [z, xo),

tem-se

= ¢ €]z, xo|

vindo
Flzo) _ f(@) = Pu(2) _ (&= iy, 1
(o= 20) ™~ (o201 A ey T
e finalmente ( e
f(x) = Py(x) + Wf(n+l)<0)

Observacao 3.10.53. Sen = 0 a formula de Taylor € equivalente ao teorema
de Lagrange em [z, zo]: f(z) = f(xo) + (x — xo) f'(c)

Exemplo 3.10.54. Aproximar por um polinomio de Taylor de grau 2 em
x a funcio f : R — R, f(x) = cosx e majorar o erro de aproxima¢io no
intervalo I = [—1,1].

A funcao f é indefinidamente diferenciavel em R e tem-se
f(z) =cosz — f(0)=1 f'(x) =—senz — f(0)=0

37



f"(x) = —cosx — f"(0) = —1 f"(x) =senx — f"(c) =senc
Assim |
Fl@) =1 L2+ Rafa)

3
em que Ry(z) = 5 sene.

Atendendo a que [senc| <1 e |z| <1 tem-se:

|Ro(z)| < 1/6 x € [-1,1]

3.11 A férmula de Taylor e os extremos de
uma funcao

E necessario, mas nao suficiente, para que uma funcao f diferenciavel em g
tenha um extremo local, que f'(zg) = 0. De uma forma geral chamam-se
pontos de estacionaridade de uma funcao f aos zeros da sua derivada. Para
esclarecer se um ponto de estacionaridade é ou nao um ponto de maximo ou
minimo local tém-se, essencialmente, dois caminhos:

i) recorrer ao sinal da 1* derivada.

(Por exemplo se f'(zg) = 0e f'(z) é positiva em |«, zo| e negativa em |z, 3],
a <z < B, f(zo) ¢ um méximo local de f)

i) recorrer a féormula de Taylor.

Teorema 3.11.55. Seja f :— R, I = [a,b], g € I tal que:

o cxistem f', f", ..., f™;

e o funcdo f™ € continua numa vizinhanca de o;

o Flwo) = ["(w0) = . = [ D(ag) =0, , F) () £ 0
entao

i) sen € par tem-se

o f tem em xo um minimo local se ™ (xg) > 0.

o f tem em xo um mdximo local se f™ () < 0.
i1) se n € impar tem-se que f ndo tem mdximo local nem minimo local em
x.

Demonstracao. Nas condi¢oes do teorema numa vizinhanca de xy pode
escrever-se a formula de Taylor de ordem n — 1

f™(e)
n!

fx) = f(xo) =

(x — x)" ¢ €lxg, z[.
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i) Se n é par, tem-se (x — o)™ >0

e Seja f(™(xq) > 0
Sendo f™ continua em x( existe uma vizinhanca de zy em que f™(x) > 0.
F(e)

n!

Assim de (x—x0)™ > 0 tem-se que f(x) > f(zo) ou seja existe minimo
em Ig.
e Seja f(™(xq) < 0.

Analogamente tem-se f(x) < f(zg) ou seja existe méximo em z.

i1) Se n é impar, (r — )" qualquer que seja a vizinhanga de zy muda de
sinal consoante x > zy ou r < x(y consequentemente nao existe maximo nem
minimo. |

A férmula de Taylor permite também analisar a posicao do grafico de
uma funcao na vizinhanca de um ponto em relagao a tangente ao gréfico
nesse ponto.

Seja

e f diferenciavel em g

o 1(x) = f(xo) + (x — x0) ['(w0)

Se existe € > 0 tal que em V,(x) o gréfico de f estd por cima do grafico
de t diz-se que a funcao f é convexa em xy ou que o seu grafico tem a
concavidade voltada para cima.

Se existe € > 0 tal que em V,(x) o gréifico de f esta por baixo do gréfico
de t diz-se que a funcao f é concava em xy ou que o seu grafico tem a
concavidade voltada para baixo.

Se existe € > 0 tal que num dos intervalos |xg — €, x¢[ € ]zg, 2o + €[ 0
grafico de f estda por cima do grafico de t e no outro o grafico ¢t esta por
cima do grafico de f diz-se que xy é um ponto de inflexao de f ou que o seu
grafico tem uma inflexao em zy (Se f é continua em xg e se f'(z9) = 400 ou
f(zg) = —oo também se diz que f tem uma inflexdo em x).

Teorema 3.11.56. Seja f: I - R, I = [a,b], g € I tal que:
e a funcao f én vezes diferencidvel;
e o funcdo f™ € continua em xy € I;
o f(xo) =...= f""V(xg) =0, f"(x) #0
entao
i) sen € par tem-se que
e f tem a concavidade voltada para cima em xy se f™ (o) > 0.
e [ tem a concavidade voltada para baivo em xy se f™(xy) < 0.
i1) se n € impar tem-se que xo € ponto de inflexdo.
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Demonstracao. Numa vizinhanca de zy pode escrever-se a férmula de
Taylor de ordem n — 1

(n)
(@) = (F(a0) — (2~ 20)(z0)) = T
i) Seja n é par

Se f™(xq) > 0 o grafico de f estd acima da tangente.

Se f™(z4) < 0 o gréfico de f estd abaixo da tangente.
i1) Seja n é impar, o grafico de f estd abaixo do gréifico da tangente ou acima
consoante x > xg ou xr < xg designando-se xy um ponto de inflexao.
]

Observagao 3.11.57. Seja f'(xg) =0

e Sen € par tem-se que xo € ponto de minimo se f™(xy) > 0 e zy € ponto
de mdzimo se f™(z) < 0.

e Sen € impar, o € ponto de inflexdo com tangente horizontal.

(x —x)" ¢ €]z, [.

3.12 Assintotas ao grafico de uma funcao

Associado ao conceito de limite envolvendo 400 ou —oo surge o conceito
de assintota de curvas, que de uma forma pouco precisa designa uma recta
arbitrariamente proxima da curva.

Seja f : D C R — R. Existem trés tipos possiveis de assintotas
ao grafico de f. Assintotas horizontais. Assintotas verticais. Assintotas
obliquas.

i) Uma recta definida por y = b, b € R é uma assintota horizontal a curva
y = f(z) se
lim (f(zx)—0)=0  ou lim (f(z)—0)=0

T—+00 T——00

ii) Uma recta definida por z = ¢, ¢ € R é uma assintota vertical a curva
y = f(x) se pelo menos uma das condigoes seguintes se verifica

lim f(z) = o0 lim f(z) = o0
z—ct T—c~

iii) Uma recta definida por y = ax + b, a,b € R, a # 0 é uma assintota
obliqua a curva y = f(x) se

lim (f(z) —ax —b)=0 ou lim (f(z) —ax —b) =0

T—+00 T—r—00
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Analise-se de seguida com mais pormenor as assintotas obliquas

Proposicao 3.12.58. Para que o grafico da funcdo f tenha como assintota
quando © — +00(—00) a recta y = ax + b € necessdrio e suficiente que exis-
tam e sejam finitos os limites

lim /(@) =

i) LAY

Tz—+oo(—00) I

it)  lim  (f(x) —ax)=0>

z—+00(—00)

Demonstracao. Se a funcao f tem uma assintota obliqua, y = ax + b,
quando z — 400(—00) tem-se f(x) = ax + b+ ¢(x), em que

lim  @(x)=0

z—+00(—00)

Assim por um lado

T im g
X xT x z—+oo(—00) T

e por outro lado

lim (f(x)—ax)= lim (b+¢(z)) =0

z—~00(—00) z——+00(—00)

Reciprocamente, se existem e sao finitos os limites indicados definindo a
fungao p(z) = f(x) — ax — b tem-se

lim  @(x)=0

z—+00(—00)

e a recta de equacao y = ax + b é assintota obliqua a curva y = f(x). =

Exemplo 3.12.59. Seja f :] — 00,0[U]1. 4+ co[— R

20 — 1
se x>1
r—1
flz) =
32 +4r +1
— se <0
T

Verifique se existem assintotas a curva y = f(x)
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Para z > 1 tem-se

e y = 2 é uma assintota horizontal a curva y = f(z) quando x — +o00.
Tem-se igualmente

lim f(x) = lim = +00
z—1+ (z) =1+ ¢ — 1
assim x = 1 é uma assintota vertical a curva y = f(x)

Para z < 0 tem-se
lim (f(z) —3z—4)=0

T—r—00
e a recta y = 3z + 4 é uma assintota obliqua a curva y = f(z) quando

xr — +00.
Finalmente tem-se

lim f(z) = —o0

z—0~

concluindo-se que z = 0 é uma assintota vertical a curva y = f(z).

Sejam P, () fungoes polinomiais que nao tém zeros comuns e f a funcao

definida por
P(x)
flz) = ,
Q(x)

sendo A o conjunto dos zeros reais da funcao polinomial Q.

reR\A

e Se o grau de P é igual ao grau de () tem-se

L R@)
T@ =0+ 50)

em que R é uma funcao polinomial de grau menor que Q).
Uma vez que

beR

lim R(x)
A Q)

tem-se que y = b é uma assintota horizontal da curva y = f(z).

=0

e Se o grau de P é maior que o de () uma unidade tem-se

R(x)
Q(x)
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em que R é uma funcao polinomial de grau menor que Q).
Uma vez que
R
lim (z)
a:—):l:ooQ(m)

tem-se que y = ax + b é uma assintota obliqua da curva y = f(x).

=0

e Seja c € A ou seja Q(c) = 0.
Facilmente se verifica que quando z — ¢* tem-se f(z) — oo (depen-
dendo dos sinais dos coeficientes principais das fungdes polinomiais P e @)
concluindo-se que a recta x = ¢ é uma assintota vertical a curva y = f(x).

3.13 Exercicios

3.13.1 Exercicios resolvidos
Exerc 3.13.1. Seja f: RT — R a funcao definida por:

? —sen(y/r) se x €]0,+00]
fz) =

0 se z=0

i) A fungdo f € continua no seu dominio? Justifique.

. , 1+2n : o -
i1) Considere x,, = 1 Determine o limite da sucessdo f(x,).
n

i11) A funcao tem mdximo e minimo em [2,3]. Justifique.
Resolugao.
i) A funcdo f é continua em z = 0, uma vez que

lim f(x) = lim (+* — sen(v/7)) = 0 = /(0)

A fungao f ¢é igualmente continua para x # 0 uma vez que resulta da
composi¢ao e adigao de fungoes continuas.

ii) A sucessao z, € Rt e

. ) 1+2n
lim z, = lim

=2
n——+00 n—+oo M + 1

Sendo a func¢ao f continua em x = 2 tem-se

lim f(zn) = f(2)

n——+oo
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iii) Uma vez que [2,3] C R e a fungdo é continua em R, também é
continua em [2,3]. Sendo o intervalo [2, 3] limitado e fechado, s@o sa-
tisfeitas as condigoes do teorema de Weierstrass o que permite concluir
que a funcao tem nesse intervalo maximo e minimo.

[ |
Exerc 3.13.2. Seja f: R — R a funcao definida por:

rln(l+e%) se z €] —o00,]]
fx) =

Viz—1 se z €]l,+o0]

i) A funcao f € continua em x = 17 Justifique.

i1) Defina a funcgdo derivada de f.
Resolucao.
i) A func¢do f nao é continua em x = 1, uma vez que

lim f(z) = lim Va2 —1=0%# f(1) =In(1 +¢)

z—1+ r—1+

ii) Nao sendo a fungdo f continua em z = 1 também nao é diferencidvel
nesse ponto.
Para x < 1 e para x > 1, a funcao f é diferencidvel pois resulta do
produto e da composicao de funcoes diferenciaveis.

re*

1+ e®

In(1+ e*) + se €] —o0,1]

fz) =
?(arz— 1) 3 se z€]l,+o0]
n
Exerc 3.13.3. Considere a fungdio f :[—1,4+00[— R
In(x4+3)+1 se x>1
flz) =

cos(arcsenz) se —1<zx<1
i) A funcgao f € diferencidvel em x = 17
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i1) Defina a funcgdao derivada de f.

iii) A fungdo f é mondtona no intervalo [1,4+00[? A funcao f tem extremos
no dominio? Justifique.

Resolucao. Simplificando a funcao f,
In(x+3)+1 se x>1
VI—22 se —1<zx<1

i) A fungao f nao é diferencidavel em x = 1, uma vez que nao é continua
emz = 1.

flx) =

f(1) # lim In(z +3)+1=1In(4) +1

z—14

ii) A funcao derivada de f define-se

— se x>1

\/1__’67 se —l<z<l

iii) A fungao é estritamente crescente no intervalo [1, +o0[, pois f(z) > 0.
A fungdo tem um méximo local em x = 0, uma vez que f'(0) = 0,
f'(z) > 0paraz €] —1,0[ e f'(z) > 0 para x €]0, 1[. Seja g a restri¢ao
da fungao f ao intervalo [—1, 1], g é uma funcdo continua no seu dominio
e como [—1, 1] é um intervalo fechado e limitado a fungao g tem maximo
e minimo em [—1, 1].

]
Exerc 3.13.4. Considere a funcio f : R — R
arctg(z? —1) se >0
flz) =
2¢ (In(—z)+1)—1 se x<0
i) A funcao f € diferencidvel em x = 0% Defina a fun¢ao derivada de f.
i1) A fungao é mondtona em R*? Justifique.

iii) Determine os possiveis extremos locais da funcao f para z < 0.
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Resolucao.

i) Recorrendo a regra de Cauchy

21In(—
lim 2zIn(—z) = lim n(=z) 0.
z—0~ z—0~ 1/ZE
De facto )
im 2%~ lim 20 = 0.
z—=0- —T z—0~
Assim
lim f(z)= lim 2z (In(—x) +1)—1 = —1 # f(0) = arctg(—1) = —n/4.
rz—0~ rz—0~

Conclui-se que a funcao f nao é continua em x = 0 consequentemente
também nao é diferenciavel em x = 0.
A funcao derivada de f define-se

2x

m se x>0

f'(x) =
2In(—z)+4 se <0

ii) Como f'(x) > 0 a fungdo f é mondtona em R*.

iii) Para x < 0 os pontos de estacionaridade sao as raizes de f'(z) = 0
ou seja as raizes de 2In(—x) +4 = 0. f(—e™?) é o tnico ponto de
estacionaridade em R™. Sendo f”(z) = 2/x para z < 0, f"(—e™?) <0
e tem-se que f(—e %) é um méximo local em R™.

|
Exerc 3.13.5. Seja f: R — R tal que
In(l—2z) se <0
flz) =
4 5, 1
3z° — 4z +§ se x>0

i) Defina a func¢dao derivada de f.

i1) A fungdao tem extremos para x > 07 Justifique.

i11) A equacao f(z) =0 tem solugao em [0,1]? Justifique.
iv) Analise a existéncia do limite

glclg(l) xf(cosx).
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Resolucao.

i)

ii)

iii)

iv)

Como lim, g+ f(z) = 1/2 e lim,_,o- f(x) = 0 sdo reais diferentes f
nao é continua em xr = 0 consequentemente f nao é diferenciavel em
x=0.

A funcao derivada define-se

L se <0
flay=9 17F (3.13.1)

1223 — 1222 se x>0

Para z > 0, f'(z) = 122® — 1222, Analisando f'(z) = 0 tem-se:
122°(r —1)=0=2=0Vz=1

r = 1 é ponto de minimo pois f'(z) < Opara0 <z < 1le f'(z) >0
para z > 1.

Como f(0)f(1) < 0e fi = flpa é continua em [0, 1], do teorema de
Bolzano, conclui-se que existe um zero em |0, 1[.

1
xggl+xf(cosz) x%1+x( cos” & — 4 cos x—l—z)

Por outro lado

In(1 —
lim 2 f(cosz) = lim 2= ¢082)
20— 20— 1/x

e da regra de Cauchy

sen x 2 2
. l1—coszx . resenax . 2xrsenx + x“cosx
hm—lz—hm—:—hm =
s z—0- 1 — cosx 20~ sen x
— lim 2z — lim xcosx =0
r—0— r—0~ SEN T

Concluindo-se que

lim zf(cosz) = lim zf(cosx)
z—0~ z—0t
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Exerc 3.13.6. Seja f :]0,1[— R wma func¢do diferencidvel em 10,1[ e tal
que para n € N

1 1
f(n+1) _f(n+2>
Supondo que existe lim, .o f'(x), determine o valor desse limite.
- - , , 1 1 .
Resolugao. A funcao f é continua em | ,——1, n € N, e dife-
) ) n+2 n+1
rencidvel em |——, ——[ n € N, assim do teorema de Lagrange, existe
n+2n+1
€] ! [ tal que
Cn ©l——F — =
n+2 n+1 d
1 1
£ ) — [f( )
1 2
n—|—1 {l—F :f/(cn>:0
n+l n+2
. . . 1 1
Construa-se entao a sucessao de reais, c¢,, tal que < ¢ < —,
2 n—+1

sucessao que ¢ convergente para 0, pelo teorema das sucessoes enquadradas.
Como existe lim, o f'(z) qualquer que seja u,, — 0 existe lim f(u,). Como
se tem ¢, — 0 tal que lim f’(¢,,) = 0 entao lim, o f'(z) =0. =

Exerc 3.13.7. Seja f : RT — R uma func¢ao diferencidvel e tal que f'(x) #
1, qualquer que seja x € R*. Mostre que existe quando muito um nimero
real positivo o tal que f(xg) = o

Resolugao. Admita-se que existem zg,7; € RT, 1y < x, tais que
f(zo) = xge f(x1) = x1. Afungao h: Rt — R, definida por h(z) = f(x)—=x
tem entao zeros zg,r;. Como a funcao h é diferencidvel em R™ pois resulta
da soma de funcoes diferencidveis, aplicando o teorema de Rolle a funcao h
no intervalo [xg, z1] existe ¢ €]xg, x1[ tal que h'(c) = 0 ou seja f’(¢) = 1 0 que
é falso pois contraria a hipotese. Assim existe apenas xg tal que f(xg) = xo.
|

Exerc 3.13.8. Mostre, através do teorema de Lagrange, que

1
In(z+1) —lnzx < —, x>0
x

Resolugao. A funcdo f : Rt — R, f(t) = Int é uma fungao dife-
rencidvel. Uma vez que a fungao é continua em [z, + 1] e diferencidvel em
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|z, x + 1] aplicando o teorema de Lagrange a fungao f no intervalo [z, z + 1],
x > 0, existe ¢ €]z, x + 1] tal que

In(z+1)—Inz 1

r+1—=x c

1 1 )
Ora como — < — conclui-se que
c

1
In(zx+1) —lnzx < —, x>0
x

Exerc 3.13.9. Seja f : [a,b] — R, a,b € R uma fun¢ao continua. Sendo
f uma fungao com quatro zeros em |a,b[ com derivada de terceira ordem
continua em |a,b[, terd a funcao f" um zero em ]a,b[? Justifique.

Resolugao. Sendo f uma func¢do com quatro zeros em |a,b[, a,b € R,
da aplicacao do teorema de Rolle a f, concluimos que existem trés zeros de
f’ em |a, b, aplicando novamente o teorema de Rolle a f’, concluimos que
existem dois zeros de f” em ]a, b[ e finalmente aplicando o teorema de Rolle
a f”, concluimos que a fun¢ao f” tem um zero em |a, b

[ |

Exerc 3.13.10. Seja f :|—1,1[— R tal que existem f' e f". Sendo f"(z) <
0, z €]—1,1[ mostre que se existe uma sucessao T, €]—3, 1| tal que f'(z,) =
1

—— entao f tem pelo menos um mdximo local.
n+1

Resolugao. A sucessao z, €] — 1/2,1/2[ sendo uma sucessao limitada.
Assim pelo teorema de Bolzano-Weierstrass z,, tem uma subsucessao x,,
convergente e z,, — ¢ € [—1/2,1/2].

Ora como f’ é continua em [—1/2,1/2] entdo tem-se f'(z,,) — f'(c) em que

f'(c) =lim f'(z,,) =0
O ntmero real ¢ é um ponto de estacionaridade de f que como f”(c) < 0
(f"(z) < 0 para x €] — 1,1[) tem como consequéncia que f(c) é maximo de
f.
n

Exerc 3.13.11. Determine se existirem os sequintes limites

arctgx . . 2 - T COST — senx
1 & i1) limgyoo(1+ —)*  7id) lim, o .
nw x

1) lim
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Resolucao.

i)
Y arctgr  arctg0™" 0
im = =
z—0t Inx InO+

ii)

Lim (1 + g)x — elimx_>+oozln(1+§)

T——+00 T
determine-se
o In(1+2)
lim %
Tr—r—+00 P
Da regra de Cauchy como
_ (n(1+2)) 2
lim — = lim 5 = 2
r——+00 (E)/ x——4o00 | + s
tem-se
o In(1+2) . (In(1 4 2))
lim — == lim o =2
T——+00 < T——400 <5>’

e finalmente lim,_, (1 + %)1 —e
iii) Da regra de Cauchy, como

_ —rsenx _ —senx
lim = lim =
=0 2xtgx + 22/ cos’x  2—02tgx + x/cos® x

2 —senax 0082 T

. —Sen x cos“ x .
= lim = lim ——*~ =-1/3
z—02senxcosxy +x  z—0 72(:083:4-1

conclui-se que

T COST — Ssen
lim = —1/3.
z—0 r2tgx

Exerc 3.13.12. Determine em R, se existirem, os sequintes limites:

Lo 2?5046 (1 e
i) im ————— it) lim ([ —senx :
z—3 sen(x — 3) z—0T \ T
Resolucao.
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i) Da regra de Cauchy

20 +1
im—— =1.
z—3 cos(x — 3)
concluindo-se que
. 22 —51+6
lim —— = 1.

z—3 sen(z — 3)
i) ’
1 ’ -
lim (— sen($>> — elimaot s (3 sen@) _ 0 _ ¢

z—0t \ &

uma vez que pela regra de Cauchy

!
. (In(Lsen(z))) | TSmEEICsT _genx +axcosa
lim = lim —%%T __ — |im
z—0+ x! z—0t 1 z—0+ Trsenzx
e
) —zsenx . —SenT — T COST
lim = lim =0.

z—0+ SeNT + rCcosxr  z—0+t 2CO0ST — rsenx

[ ]
Exerc 3.13.13. Seja f : R — R a funcdo definida por:

_ =2

f(‘”)_|x|+1

i) Estude a fun¢ao f considerando nomeadamente a continuidade, diferen-
ciabilidade, monotonia, extremos, concavidades, assintotas.

it) Esboce o grdfico da funcao f.
Resolucao.

i) A fungao f é continua em R pois resulta da composigao de fungoes
continuas. E diferencidvel em R \ {0} pois resulta da composigao de
fungdes diferenciaveis. Em x = 0 nao é diferenciavel, uma vez que f’(0)
nao existe,

A fungao f é uma fungao par (f(z) = f(—=x)) sendo o grafico da fungao
f simetrico relativamente ao eixo das ordenadas.
Quando z > 0



Uma vez que f'(z) > 0, a fungao f é estritamente crescente em = > 0.

4

f'(@) =~ (z+ 1)

Uma vez que f”(z) < 0, a fungao f é concava em x > 0.

-2 1-2
lim f(z) = lim ’ = lim [z =
T—+00 z—+oo x + 1 x—+oo | + 1/$

Quando x < 0 da paridade da funcao f tem-se que a funcao f é estrita-
mente decrescente, concava e também com assintota horizontal quando
T — —00.
Em z = 0 a fungao tem um minimo absoluto, uma vez que a funcao f
é continua, estritamente crescente em x > 0 e estritamente decrescente
em x < 0.

ii) O grafico da funcao f é:

Exerc 3.13.14. Seja f ;] — 00,1] — R, f(z) = In(1 — z). Determine o
polinomio de Taylor de 2° grau em poténcias de x + 1 associado a f.

Resolugao.

(r+1)?

Py(w) = f(=1) + [(=)(z + 1) + ["(=1) =

determine-se os coeficientes

f(_l) =In 27
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fi=1) ==t le= = —1/2

(=) = —qple=—1 = =5
Assim . 2
Po(z)=In2—1/2(x + 1) — Z%

Exerc 3.13.15. Seja f : R — R, definida no exercicio 3.13.4. Indique o
polinomio de Taylor do 2° grau em poténcias de x + 1 associado a fungao
e determine um majorante para o erro cometido ao aproximar a funcao por
esse polinomio no intervalo [—11/10,—9/10].

Resolucao. O polinémio de Taylor do 2° grau em poténcias de = + 1
associado a funcao ¢ o polinomio
/ " (1} + 1>2 2
Pyz)=f(-1)+ f(-1)(z+1)+ f (—1)T =-3+4(zx+1)—(x+1)
Quanto ao majorante para o erro, do teorema de Taylor para ¢ € [-11/10, —9/10]
tem-se

r+1)>3
f(x) = Pa(z)| = |Ra(2)] = |f"'(0)%|
vindo uma vez que |z + 1] < 1/10
2 |(z + 1)% 1 102 1
R == < < =
@) =173 1= 3152 = 3109 ~ .10

Exerc 3.13.16. Seja f :| — 3, +oo[— R, f(z) = In(x + 3) + 1. Indique
um magjorante do erro que se comete ao aproximar a funcdo f em [1,3] pelo
polinomio de Taylor do 2° grau em poténcias de x — 2.

Resolugao. Do teorema de Taylor, f(z) = Py(z)+ Ry(x) para z € [1, 3],
em que Py(r) = £(2) + f/(2)(x — 2) + ()& — 272 o
Ry(w) = ()& — 2)°/31, c € [2,1]
Tem-se assim para ¢ € [2, z]

)= Palo)] = | Rala)] = £ a2 /3] = 1 5o

Exerc 3.13.17. Seja f : R — R, f(z) = zIn(1+€”). Indiqgue um majorante
para o erro que se comete ao aproximar a fun¢ao f no intervalo | — 1, 1[ pelo
polinomio de Taylor de 1° grau em poténcias de x.
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Resolugao. Do teorema de Taylor tem-se

2

f(x) = Pi(x) + Ra(x) = £(0) + f/(0)z + ["(c) =

o7 €€ 0, x]

Assim para x €] — 1, 1],

[f(z) = Pu(x)| = [Ri(2)] =

2e% + (2 + c)e”
(14 e°)?

2?2 2e* 4+ (2 +c)ef _ 2e% + (2 + c)e” _ 2e* + 3e
2 2(1 + e0)? 2 2

]
Exerc 3.13.18. Considere a funcao f:R™ — R
f(z) =2z (In(—z)+1) -1

Indique o polinomio de Taylor do 2° grau em poténcias de x + 1 associado
a funcao f e determine um majorante para o erro cometido ao aprorimar a
fungao por esse polindmio no intervalo [—11/10,—9/10].

Resolucao. O polinémio de Taylor do 2° grau em poténcias de = + 1
associado a fungao é o polinémio

(x+ 1)

Py(z) = f(=1)+ f'(=1)(z+ 1)+ f"(-1) =-3+4(x+1)—(z+1)?

uma vez que

flle)=2(-z) +4,  [f(z) =2/x

Quanto ao majorante para o erro, do teorema de Taylor, para ¢ € [—11/10,—9/10]
tem-se

z+1)°
0) - (o) = 1Rato)| = 170 2L
vindo uma vez que |z + 1] < 1/10
2 |(SL’ + 1)3| 1 102 1
R =|= < < _
‘ 2($)| |02 3! | — 3.103.¢2 — 3.103.92 35 10

Exerc 3.13.19. Seja f : [a,b] — R com segunda derivada continua em
Ja,b] e xo €]a,b]. Mostre que

"(20) = lim f(xo+h) —2f(xo) + f(xo — h)

h—0 h?
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Resolucao. Considere-se a féormula de Taylor de 1* ordem da funcao f
em r = xy + h, com resto de Lagrange

oot ) = (o) + 1 G+ T
eemx=1x9—h
Flao—h) = flao) — fzo)h + T

Somando ambas as equacoes tem-se
f@o+h) —2f(xo) + flzo—h) _ f(d) + f"(c)
h? 2
Sendo a funcao f” continua em [a,b], de ¢ €|xg,xo + h| e de d €]xy — h, x|

tem-se quando h — 0 respectivamente f”(c) — f"(zo) ¢ f"(c) — f"(x0)
concluindo-se

f”(fo) _ ]115% f($0 + h) — Zf}Efo) + f(xo _ h)

3.13.2 Enunciados de exercicios
Exerc 3.13.20. Sendo f: R — R a funcao definida por:
2x + arctg(L) se z €]0, 400

1
1+22

se x €] — 00,0
i) A fungao f € continua em x = 07 Justifique.
i1) Defina a func¢do derivada de f.

iii) Indique um majorante para o erro que se comete ao aproximar a fun¢do
f mointervalo [1, 3] pelo polindmio de Taylor de 1° grau em poténcias de x—2.

Exerc 3.13.21. Sendo f :] — 2 s[— R a funcdo definida por:

)

zarcsen(—2z) se x €0, 3]

flz)=¢ 0 se z=0



i) A fungao f € continua em x = 07 Justifique.
i1) Defina a fun¢ao derivada de f.

ii) Determine a derivada da fungdo inversa g = f~' em f(3).

Exerc 3.13.22. Sendo f: R — R a funcao definida por:
z(2+sen(l)) se x €0, +oo
flz)y=¢ 0 se =0

1—x
T

se x €] —o00,0]
i) A fungdo f € continua em x = 07 Justifique.
i1) Defina a funcgdo derivada de f.

ii1) Determine a derivada da funcgdo inversa g = f~1 em f(—2).

Exerc 3.13.23. Sendo f : R — R a funcao definida por:

rarctg(2x) se x#0

f(z) =
0 se =0

i) Estude a fungao f do ponto de vista da continuidade. Analise a existéncia
de derivada em x =0

i1) Defina a funcgdo derivada de f.

iii) Escreva o polinomio de Taylor de 2° grau em poténcias de x — 1 as-
sociado a fungao f.

Exerc 3.13.24. Sendo f : R — R a funcao definida por:

zln(L) se x#0
fx) =



i) Estude a fun¢ao f do ponto de vista da continuidade. Analise a existéncia
de deriwada em x = 0.

i1) Defina a fungdo derivada de f.

iii) Escreva o polindmio de Taylor de 2° grau em poténcias de x — 1 as-
sociado a fungao f.

Exerc 3.13.25. Sendo f : R — R a funcao definida por:
rln(l1+2) se |z} >1
flx) =
0 se |z|<1
i) Estude a fungao f do ponto de vista da continuidade.

i1) Defina a fungdo derivada de f.

iii) Escreva o polindmio de Taylor de 2° grau em poténcias de x — 2 as-
sociado a funcao f.

Exerc 3.13.26. Determine se existirem os sequintes limites

1 | |
i) Timy ot PN i) limg o+ w §44) limg o+ tgi
1
| - V2 1
iv) lim, o+ n(z) v) lim, o+ e T Inz vi) limg oo VT T

vV 14+2v222 + 1

Exerc 3.13.27. Determine se existirem os sequintes limites

: i41) lim, o+ (cosx)®

i) lim,_,+ (sen z)* i) limg o0 (1)

iv) lim,_,o+ (x)%® v) lim,_,o+ (z)%"® vi) lim,_,o+ (tgz)*

Exerc 3.13.28. Seja I C R um intervalo aberto que contéem 0O el e f: I —

R uma funcao continua em I e tal que para todo on € N
1 1
) =3

n n?
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Determine f(0) e mostre que [2,3] C f(I).
Exerc 3.13.29. Mostre que a equagao
327 —e” = 0.
tem exactamente trés solugcoes em R.
Exerc 3.13.30. A equacao polinomial em R
2* +pr+q=0.
em que p,q € R e p >0 tem mais que uma solucao em R? Justifique.

Exerc 3.13.31. Mostre, através do teorema de Lagrange, que para x €
[0, +00]

e < arctgx
T

Exerc 3.13.32. Seja f : [a,b] — R com derivada f' que é uma fun¢ao
continua em [a,b], diferencidvel em |a,b| com derivada ndo nula. Mostre que
existem &1, & €la, b e ¢ €]&, & tais que

F"(Of (&) = f(&)] = F(Olf (&) = f'(&)]
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