Capitulo 4

Integral de Riemann

Os principais resultados da teoria do integral de Riemann para fungoes limi-
tadas definidas em [a, b], a,b € R sao apresentados neste capitulo.
Definem-se, no sentido de Riemann, o integral definido e funcoes integraveis.
Indicam-se exemplos da determinacao do integral recorrendo a definicao.
Estabelecem-se critérios de integrabilidade. Conclui-se que as fungoes li-
mitadas que sejam mondtonas e as funcoes limitadas que sejam continuas
sao integraveis. Indicam-se as principais propriedades do integral definido.
Demonstra-se o teorema fundamental do calculo integral. Define-se integral
indefinido e estabelece-se a férmula de Barrow. Indicam-se métodos gerais
de integracao: Integracao por partes, Integracao por substituicao. Analisa-se
a integracao de fungoes racionais. Indica-se procedimentos para a integracao
de fungoes irracionais e de fungoes trigonométricas.

4.1 Definicao do integral de Riemann

Considere-se o problema de determinar a area sombreada da figura

em que f : [a,b] = R é uma funcao continua e

A={(z,y): a<z<b, 0<y< f(2)}
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O problema formulado suscita 3 questoes que se associam aos trés topicos
centrais da teoria do integral de Riemann

e O que se entende por area da regiao limitada A ?
Como se define o integral de Riemann?

e Qual a classe de funcgoes para as quais a definicao de integral faz sen-
tido? Como caracterizar as funcoes integraveis?

e Como determinar a area?
O que estabelece o teorema fundamental do cédlculo integral? Quais os
métodos de integracao?

Nesta seccao vai-se abordar a primeira questao formulada: Como se de-
fine o integral de Riemann. Tendo por objectivo a determinacao da area
da regiao A uma ideia natural é recorrer a aproximagoes por excesso e por
defeito, recorrendo a areas de rectangulos e melhorando essas aproximacoes,
aumentando o nimero de rectangulos. Num certo sentido ¢é esta a ideia que
estd na base da definicao do integral de Riemann.

Definigao 4.1.1. Seja I = [a,b]. Chama-se decomposicao do intervalo I a
um conjunto finito de pontos interiores de I

d= {Z)’Jl, N CL’n_l}

em que
A=< <...<Tp_1 <xp=0>

Definigao 4.1.2 (Somas de Darboux). Seja f : I — R uma fungdo limitada
e d uma decomposi¢ao de I = [a,b]. Designa-se por:
e soma inferior de Darboux de f relativa a decomposicao d

n

Z mg.(Tx — Tk—1) = Sq = S(f,d)

k=1

em que
my = inf{f(x): x € [zp_1, 1]}, k=1,2,...,n

e soma superior de Darboux de f relativa a decomposicdao d

n

Z Mk(l'k — l'kfl) =S¢ = S(f: d)

k=1



em que
Mk:Sllp{f(fL'): xE[‘rk—laxk]}’ k:1)27"'an

Proposicao 4.1.3. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do limitada e Sy, sq as
somas superior e inferior de Darboux relativas a decomposicao d, entao

54 < Sy
Demonstracao. Evidente, pois m; < M, m

Definicao 4.1.4. Sendo d, d' duas decomposicoes de I diz-se que d' € uma
decomposi¢cao mais fina que a decomposicao d se

dcd

Cada decomposi¢ao d = {z1, ..., T,—1} com n — 1 pontos decompoe o
intervalo I em n subintervalos [xg, z1], ..., [z,_1, ;). Em particular se n = 1
o subintervalo tinico coincide com [ e as somas superiores e inferiores sao

M(b—a) e m(b— a)
em que M e m sao, respectivamente o supremo e o infimo da funcao em 1.

Proposicao 4.1.5. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada, Sy, sq as somas
superior e inferior de Darboux relativas a decomposicio d, e Sy, S, as somas
superior e inferior de Darbouz relativas a decomposicao d' mais fina que d.
Entao

sq < sq¢ < Sa < Sa

Demonstracao. Faz-se a demonstracao quando d’ tem mais um ponto
que d ja que no caso geral se pode sempre supor que a passagem de d para
d' é realizada por etapas sucessivas.

Seja ) € d'\ d tal que 2| €]zg,z1]. Sendo M| e M}, respectivamente, os
supremos de f em [zg,x]] e [z}, 1] e M;, i = 1,2,...,n, os supremos de f
em [x; 1,74

M{ S Ml [§ M{/ S Ml

Vindo

M (x) — o) + MY (zy — o)) < My(a) — ) + My (21 — o) = My(z1 — 20)

Mi{(x) — xo) + M{ (1 — 2}) + My(xg — 1) + ... + My (2, — 20 1) <
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< My(xy — o) + May(zo — 1) + ... + My (2, — 21)

Concluindo-se que

Sa < Sy .

De forma analoga se demonstraria que sy < sg 0 que atendendo a que sy <
Sy termina a demonstracao m

Proposicao 4.1.6. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do limitada, d' e d" duas
decomposicoes quaisquer de I, Sy a soma superior relativa a d' e sqr a soma
inferior relativa a d”. Entao

sqr < Sy

Demonstragao. Seja d = d' Ud” a decomposi¢ao sobreposta a d’ e d”.
Como a decomposicao sobreposta a duas decomposicoes arbitrarias d’ e d” é
sempre mais fina que qualquer delas

Sar < 8q < Sg < Sy

u
Sendo f uma funcao limitada em I = [a,b] e D(I) o conjunto de todas as
decomposigoes de I, designe-se por

=150, D} aepy

o conjunto formado pelas somas superiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de I e por

o= {s(f.d)}sep)

o conjunto formado pelas somas inferiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de I.

A proposigao 4.1.5 permite concluir que ¥ tem um elemento méaximo e
o um elemento minimo os quais sao respectivamente as somas superior e
inferior M (b — a) e m(b — a) relativas & decomposigao vazia. Por outro lado
a proposicao 4.1.6 mostra que qualquer elemento de ¢ é menor ou igual a
qualquer elemento de . Assim X e ¢ sao conjuntos limitados com infimo e
supremo em R ( note-se que a decomposicao de I tem um numero finito de
elementos mas que o conjunto de todas as decomposi¢oes é infinito ).

Definigao 4.1.7. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Designa-se por:

e Integral superior de Darbouz de f em I = [a,b]

b
S = I,(f) = inf{S, : dGD(I)}Z/f:/f

1
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infimo do conjunto das somas superiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de 1.

e Integral inferior de Darboux de f em I = [a, ]

S = L(f) = supfsa : deD(I)}zlf:/Lbf

supremo do conjunto das somas inferiores de f relativas a todas as decom-
posicoes de I.

Se I;(f) = Is(f) a fungdo diz-se integrdvel no sentido de Riemann em
[a,b] e designa-se por integral definido de f em [a,b] ao valor comum destes
dois integrais

/a = L) = L) = / o)

Exemplo 4.1.8. Seja f : [a,b] = R, f(x) = C =constante. Analise-se se f
¢ integravel em [a, b]
Qualquer que seja a decomposigao de [a, b] tem-se My, = my, = C. Assim

n

Sq = Z my. (T — 1) = CZ (g —x)—1) = C(b—a)

k=1

e analogamente

Sd: C(b—a)

Concluindo-se que Y e ¢ sao conjuntos singulares com um unico elemento
C(b— a). Tem-se pois que f é integravel em [a, b] e

/adew:/abC'dx:/ab f(x)dz = C(b—a)

Exemplo 4.1.9. Seja a funcao de Dirichlet D : R — R

1 se z€Q
D(z) =
0 se zeR\Q

Verifique que D nao € integrdvel em |a, b].



Qualquer que seja a decomposicao de [a, b] e qualquer que seja o intervalo
[T)_1, )] tem-se My =1 e my = 0. Assim

n

Sq = Z mk.(xk — ZL'k_l) =0=o0= {0}
k=1

Sd:Z Mk.(l‘k—l‘k_l) =b—a = E:{b—a}
k=1
Concluindo-se que a fungao f nao ¢ integravel pois

b—a:TD(x)dx + £D(x)dx:o

4.2 Critérios de integrabilidade

Teorema 4.2.1 (Critério de integrabilidade de Riemann). Uma condi¢do ne-
cessdria e suficiente para que a fungao limitada f : [a,b] — R seja integrdvel
em [a,b] € que
A = Sd — Sqg < €
>0 deD(I)
Demonstracao.
Comece-se por demonstrar que a condicao é suficiente.
Admita-se que f nao é integravel i.e.

S>s
e seja 0 < e < S — s. Entao para qualquer decomposicao d € D(I) tem-se
e<S—s5<85;,— 34

pois Sg > S e sg < sjaqueS éoinfimo de ¥ e s é o supremo de o.

Demonstre-se que a condigao é necessaria.

Seja f integravel i.e. S = s.

Por definicao de supremo e infimo qualquer que seja € > 0 existem necessa-
riamente decomposicoes d’ e d” tais que

Sd/<s+€/2 (§ Sd//>8—€/2

Assim designando por d a decomposicao sobreposta a d e d’ (d = d' U d")
tem-se
Sqa<S+e€/2 e Sq>8—¢€/2



e portanto, sendo f integravel, conclui-se que
Se—584<S+¢€/2—s+¢/2=c¢
[ |

Corolario 4.2.2. Seja f : I — R uma funcao limitada. Se existir uma
sucessao de decomposicoes d, de I tal que

lm (Sy, — sq,) =0 (4.2.1)

n—-+o0o

entao f é uma funcao integrdvel e

b
[ s = tim_ s = tim s
Demonstragao. Da condigao (4.2.1) qualquer que seja € > 0 existe N
tal que paran > N
Sdn — 84, <€

Assim do teorema 4.2.1 conclui-se que f ¢ integravel. Além disso Sy, ¢ uma
sucessao decrescente e minorada consequentemente com limite. m

Corolério 4.2.3. Para que a fungao [ seja integravel em I = [a,b] e

/ab F@)do =k

€ condi¢ao necessaria e suficiente que para qualquer € > 0 exista uma decom-
posicao d de I tal que Sy, sq € V().

Demonstragao. (*)
Demonstre-se a condicao necessaria.
b . I .
Sendo fa flz)dx = k qual'quer que seja a decomposicao d que Verlﬁgue
Sy — sq < €, tal decomposicao existe de acordo com o teorema anterior,
ter-se-a

k>ss>8;—e>k—¢e¢ e E<S;<sg+e<k+e

Concluindo-se assim que

S, Sa € Ve(k)

Demonstre-se agora a condigao suficiente.
Se para qualquer ¢ > 0 existe uma decomposigao d tal que Sy, sq € Vi(k),
tem-se

Sg<k+e e Sq >k —¢€



concluindo-se que para qualquer € > 0 existe d tal que Sy — sq < 2¢ e que f
¢é integravel.

Por outro lado se o integral tiver um valor diferente de k, por exemplo, se
S = s > k nenhuma soma superior pertenceria a V.(k) desde que ¢ < S — k
visto que todas as somas superiores sao maiores ou iguais a S concluindo-se
assim que o valor do integral é k (se S = s < k o raciocinio é analogo).

[ ]

Exemplo 4.2.4. Sendo f : [0,1] — R, f(z) = z, analise-se se a fun¢io é
integrdvel em [0,1] e em caso afirmativo determine-se fol f(z)dz.

Considere-se a sucessao

1 1 2 1 2 n—1
d d =, = dpy =1{—,—,...,
@ 2 — {2} 3 — {37 3}7 ) {n n n }
Tem-se [zj_1,z;] = 21, £] e como f é crescente neste intervalo tem-se
kE—1 k
n n
Assim
—~ k-1 I~ k-1
Sdn:Z - (Tr — 1) - -
k=1 k=1
e
~ k I~ k
Sa, = —(z) — 1) = — —
dn Z 0 (»Tk T 1) n n
k=1 k=1
concluindo-se que f é integravel pois
1 1
— = — —=— — 0
Sdn = Z n n n—-+oo
Quanto ao integral
I~ k 11 1 1
/f lim — — = lim —. /n+ n=-
n%Jroo n —1 n n—+oon, 2 2

4.3 Integrabilidade de funcoes mondtonas e
continuas

Teorema 4.3.1. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao mondtona e limitada. Entdo
f € uma funcao integrdvel em [a,b).



Demonstracao.

Se f(a) = f(b) a fungao f é constante em [a,b] ¢ é evidentemente in-
tegravel. Considere-se f(a) < f(b) e consequentemente a funcao f crescente
(se fosse decrescente a demonstragao seria andloga).

Seja d,, = {x1,...,Zk,...,2,_1} uma decomposi¢do que subdivide [a, ]
em n subintervalos iguais

b—a

T — Tg—1 =

Sendo f crescente
my = f(xr-1) e My = f(z)
e portanto

n

Sty = San = Y (flan) = flax-)) (wx — xp1) =

k=1

Tem-se assim
lim (Sdn — Sdn) =0

n—-+00

concluindo-se que f ¢é integravel.
]

Observacao 4.3.2. O teorema anterior é generalizavel a funcoes secciona-
mente mondtonas e limitadas.

Exemplo 4.3.3. Analise-se se € integrdvel a fungao f:[0,1] = R,

0 se z=0
flz) = !
i se z€lmg,7, keN
Considere-se a particao P, = (%, %, . %) Tem-se
n—1 n—1
1 1 1 1 11 1
S B = +k:1 PR et vl

Hfungao mondtona com um nimero infinito de pontos de descontinuidade



11 1
s(f,Pa) =0+ E(E_k—ﬂ)
k=1
Assim .
lim (Sg, —s4,) = lim — =0
n—-+4oo n—+oon,

Conclui-se pois que f é integravel apesar de ter uma infinidade de desconti-
nuidades.

Teorema 4.3.4. Seja f : [ — R uma funcao limitada e continua em I =
[a,b]. Entao f é uma funcgao integravel em I.

Demonstragao. (*) A fungao f ¢ uniformemente continua ? em I = [a, b]
(toda a fungao continua num intervalo limitado e fechado é uniformemente
continua nesse intervalo). Assim dado € > 0, existe § > 0 tal que para
|z —y| <0 setem |f(x) — f(y)| < e€/(b—a) para z,y € I.

Sejan € N tal que (b—a)/n<ded, ={x,...,2k,...,2y_1} uma decom-
posi¢ao que subdivide [a, b] em n subintervalos iguais

b—a

n

<9

T — T—1 =

Pelo teorema de Weierstrass existem vy, wy € [xr_1, xx] tais que my = f(vg)
e My, = f(wy) por conseguinte

My, —my = f(ve) — f(wr—1) < €/(b—a)

n

Z (Mk — mk)(xk — xk,l) < €

k=1

concluindo-se que f é integravel.

Observacao 4.3.5. O teorema 4.3.4 generaliza-se para funcoes limitadas
com um conjunto de pontos de descontinuidade contavel.

2Uma funcdo f : I — R diz-se uniformemente continua em I = [a, b] se

oDl et <8 = (@) - fO)] <€
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Analise-se de seguida as principais propriedades do integral definido

Teorema 4.3.6. Sejam f,g: [a,b] = R funcoes integrdveis em I = [a,b] e
c uma constante real. Entao

i) f+g éuma fungdo integrdvel e

/1(f+g):/1f+/lg

i1) c.f é uma fungao integrdvel e

/I(c.f) :c./lf.

Demonstragao. (*) Sendo

[fae [oe9

qualquer que seja € > 0 existem decomposicoes dy, dy tais que
Séll’ 8&1 € ‘/;/2(@)7 Sélga 5212 € K/Q(ﬂ)
Tem-se entao
Sh sy €Vipla) & a—€e/2<s;<a<S)<a+e/2

Si, sq €Vep(B) & f—€/2<sy <P <S;<P+e€/2
Assim
sh+sieVia+p) e S+ S)eVi(ia+ ).
Considerando a decomposigao sobreposta d = dyUds designe-se por M;, M}/, My,
mj,, my, my os supremos e infimos das fungoes f, g e f+ g em [rg_1, 7% €
conclua-se que s4,5; € Ve(a+ ().

Tem-se
my > my +mjy, M, < Mj, + My,
Assim
n n n
Sq = my.(Tp — 1) > Z my..(xy — 1) + Z my. (T — Tp_1)
k=1 k=1 k=1
e
n n n
Sq = My (), — 2—1) < Z My, (z) — 1) + My (x — 1)
k=1 k=1 k=1



tendo-se finalmente
S&—FSgSSdSSdSSL/i—FSg

Assim
Sq, Sa € Ve(a + B)

o que permite do corolario 4.2.3 obter a proposicao i).
Anélogamente se demonstra a proposigao ii). m

. /a“f:o
o Seb<a tem-se /abf:—/baf.

Teorema 4.3.8. Sejam a,b,c € R, a < ¢ < b.

Observacao 4.3.7.

i) Se f € integrdvel em I = [a,b] é também integrdvel em qualquer intervalo
ndo degenerado J C I e para qualquer ¢ €]a, b

/abfz/achr/cbf-

ii) Se f é uma fungdo integrdvel em [a,c| e em [c,b] entao f é uma fun¢ao

integravel em |a,b] e
c b b
[rofo-fr

Demonstragao. (*)

i) Sendo f uma funcao integravel em I = [a,b] e ¢ €]a,b], demonstre-se
que f é integravel em J = [a, c].
Atendendo ao critério de integrabilidade de Riemann, teorema 4.2.1,
considere-se € > 0 e determine-se uma decomposigao d; € D(I) tal que
Sa, — Sa; < €. Sendo dy = dy U {c} uma decomposi¢ao mais fina que
a decomposicao d; tem-se também Sy, — s4, < €. Considere-se entao a
decomposicao do intervalo J, d = dsN]a, c[, e mostre-se que

Sd — S84 S Sd2 — Sdy (431)
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em que Sy, sq sao as somas superior e inferior relativas a d.
Sendo d = {z1,...,xpm 1} edy ={x1,... T, ..., xy_1}, onde a = 25 <
1< ... <Typ=c<Tpi1 <...<z,=>0tem-se

Sd2 — Sdy = Sd_sd“‘ Z (Mk—mk).(l’k—$k_1)

Uma vez que as parcelas do somatério da igualdade anterior sao nao
negativas, tem-se (4.3.1), concluindo-se que Sy — sq < €, e do teorema
4.2.1, a integrabilidade da fungao f em J = [a, ¢].

Analogamente se prova a integrabilidade da fun¢ao f em J = [¢,b] e
consequentemente em qualquer intervalo J = [¢,d], com a < ¢ < d < b.

ii) Sendo a = [ fef = fcb f, do critério de integrabilidade de Riemann,
teorema 4.2.1, existem decomposicoes d; € D([a,c]) e d2 € D(]c, b)) tais
que

a—€/2<s5 <a< Sy <a+e€/2

B—€/2<84, <P <Sq, <B+e/2

Designando por d a decomposigao de [a, b], definida por d = dy U{c} Ud;
tem-se
a+f—-—e<sg<a+p< S <a+p+e

concluindo-se que f ¢ integravel em [a,b] e que o + = fab f.

[
Como consequéncias do teorema anterior tem-se
Observacao 4.3.9. e Se f : [a,b] — R éintegrdvel em I = [a,b] ecy,ca,... ¢y €
[a,b] entdo
b c1 co b
/f=/0f+/tﬁw”+/f.

a a c1 Cn
e Se f éintegrdvel em |a, 1], [c1, o), ..., [cn,b] entao f € integrdvel em [a,b]
tendo-se

‘[ﬁ+lfﬂa“+£lew.

Teorema 4.3.10. Sejam f, g fungées integrdveis em I = [a, b]

i) Se f(x) >0, z €1 entao
b
[ 1=

13



ii) Se f(x) > g(x), x €I entdo

/abf Z/abg

iii) Se f € integravel entdo |f| também é integravel e
b b
[al<[u

i) Sendom > 0o infimo da fungao em I = [a, b] tem-se fab f >m(b—a) >0

Demonstracao.

ii) Se f(x) > g(z), = €1 tem-se f(z) — g(x) > 0 e entao fab (f—9) >0

iii) Sendo M, ™y, o supremo e infimo de |f| em [x}_1, 4]

M=y, = sup{[|f()| = [f O], =,t € Lk} <sup{|f(x)=f(t)|, z,t€ L}
My —my, < My, — my

Assim
Si—54 < Sq— 54

concluindo-se que |f| é integrével.
Por outro lado tem-se

—[fl <f<|f]

—lﬁﬂg[fglﬂﬂ
Kﬂglﬂﬂ

Observagao 4.3.11. Quando a fungao |f| € integrdvel ndo se pode concluir
que f seja integravel. Por exemplo a funcao

C se 2z€Q

vindo

—C se zeR\Q

nao € integrdvel mas a fungao |f| € integrdvel.
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4.4 Teorema fundamental do calculo
integral. Formula de Barrow

A diferenciacao e a integragao sao dois dos topicos mais importantes em
Anélise. O primeiro é um processo local uma vez que a derivada depende
apenas dos valores da funcao numa vizinhanca do ponto, o segundo é um
processo global no sentido de que o integral de uma funcao depende dos seus
valores num intervalo. A primeira do vista pareceria nao existir qualquer
relagao entre estes dois topicos contudo o teorema fundamental do célculo
integral mostra o contrario.

Sendo a fungao f : I — R integravel em I = [a, b] o teorema 4.3.8 permite
concluir que existe

/Cf(t) dt, c € [a,b]

Definigao 4.4.1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo integrdvel. Designa-se por
integral indefinido de f em I = [a,b] a fung¢io F: I — R

F@—/V@@

Teorema 4.4.2. (1°Teorema Fundamental do Cdlculo Integral)
Seja f: I — R uma funcao integrdvel em I = [a,b]. Entdo

i) A funcao integral indefinido de f, F', é continua em I.

it) Se f € continua em ¢ €la,b, a fungdo integral indefinido de f, F, é
diferencidvel em c e

Demonstracao.

i) Mostre-se que F' é continua em I, i.e. que sendo ¢ € [a, ]

V 3:zel,jlz—c<e= |F(z)—Flc)| <o (4.4.1)

6>0 >0

Tem-se para x > ¢

Fla) = Flo) = [ fayie— [ o= [ i

vindo

|F(z) = F(o)| =

/fo(t)dt‘ S/j|f(t)|dtgA./j1dt:A_|x_C|

15



em que A = sup|f(z)|. Conclui-se assim que para qualquer § > 0,
zel
escolhendo € = §/A se verifica (4.4.1). Analogamente quando z < ¢ se

verificava (4.4.1). A fungao F' é assim continua em ¢ €|a, b[.
ii) Sendo f é continua em ¢ €]a, b]

V 3:rzel,lz—c<e=|f(x)— fle) <é

6>0 >0

Analise-se a diferencibilidade da funcao F' em c.
Seja h = |xr — ¢| < € e analise-se

F(c+h}i—F(c)_f(c>:%/cwhf(t)dt_%/ccﬂzldt:

-5 [ uw-seya

Tem-se

F(c+h)—F(c)
h

c+h
—Mﬁsﬁ/ () — fO)dt <

S /c+h ’h|
< — ldt=—6=9
Al Je I

Assim F' é diferencidvel em c e

Definicao 4.4.3. A funcao f : I — R diz-se primitivdvel em I, se existir
F:I— R tal que
F'(z) = f(x), vel P

F diz-se uma primitiva de f e representa-se por [ f(t)dt* ou por P(f).

Proposicao 4.4.4. Se f : I — R € continua em I = [a,b] entdo a fun¢ao
integral indefinido é uma primitiva de f em I.

3Nos pontos extremos de I a derivada é a derivada & esquerda ou & direita, consoante
se trate do extremo mais a direita ou mais a esquerda de I.

4Muitas funcdes elementarmente primitivdveis ndo tém como primitiva uma funcio
elementar.
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Proposicao 4.4.5. Sejam Fy, Fy duas primitivas da funcao f em I, entao
Fy — Fy5 é uma funcao constante em 1.

Demonstragao. Sendo Fi, Fy duas primitivas de f em I = [a, b],
(Fy — Fy)(x) = F{(z) — Fy(x) = f(z) — f(z) =0, z € I. Assim tem-se
([ —F)(z)=C, z€l =

Proposicao 4.4.6. Se a fungao f é primitivavel em I, dados x1 € I e« € R
existe uma e uma 6 primitiva Fy de f tal que

Fo(z1) =«

Demonstracao. Sendo F' uma primitiva de f em I qualquer outra pri-
mitiva em [ sera:
Fy(x) = F(x)+C
Escolhendo C' = a — F(21) tem-se Fy(z;) = o. E imediato que Fy é tnica,
pois se existisse outra primitiva F, satisfazendo a mesma condicio ter-se-ia
EFi(z) — Fi(z) = 0, x € I e Fy(1) — Fy(x1) = 0 permitindo o teorema de

Lagrange concluir que a diferenca Fjy — Fj era identicamente nula em [. m

Teorema 4.4.7. (2° Teorema Fundamental do Cdlculo Integral)
Seja f : I — R uma fungao integrdvel e primitivivel em I = [a,b] e seja F
uma primitiva. Entao

/b f(t)dt = F(b) — F(a) = [F(1)]" Formula de Barrow (4.4.2)

Demonstragao. Seja uma decomposicao d = {x1,z2,...,2,_1} de I e

n

F(b) = Fla)=)  (Fla) — F(ap-1))

k=1
O teorema de Lagrange em [r;_1, zx] permite concluir, sendo ( €|xk_1, xx[,
que:

n

Fb) = Fla)=)  FG)r—w) =) fG)(ar — i)

k=1

Ora como
mi < fag) < M,

tem-se

3

> mulwy — wpo1) < F(b) — Fla) < M (), — 25_1)

k=1
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sup s(f,d) < F(b) = F(a) < inf S(f.)

Sendo f integravel

sup s(f,d) = i%fS(f, d)
d

b
F(b)—F(a):/ £(t) dt

Note-se que no caso particular de f ser continua

Fz) = / oL ¢ €la, b

é uma primitiva de f e, de imediato

/abf(t)dtz/acf(t)dtJr/cbf(t)dt:/be(t)dt—/caf(t)dt:F(b)—F(a)

Exemplo 4.4.8. Aplicando a formula de Barrow aos integrais sequintes,

tem-se: .
1 1
° /t2dt:—[t3]1:—
0 3 0o 3

1 1
——dt =|In(1+1¢)], =In2
o[ ma-mah-m

1
. / sentdt = — [cost]; =2
0
2m
o / sentdt = — [cost]2" =0
0
4.5 Meétodos gerais de integracao

Teorema 4.5.1 (Integracao por partes). Sejam as funcgoes f,g: I = [a,b] —
R diferencidveis com funcoes derivadas integraveis em I. Entao

/ﬂmwwﬂmmm—/ﬂmmﬁ
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Demonstracao.
As funcoes fg' e f'g sdo funcoes integraveis ja que o produto de funcgoes
integraveis é integravel, por outro lado

h=(fg) = fg+fd
Assim sendo primitiva de h = (fg)’ a fungao fg
[ nwrde= g0l = [ rwades [ o i
Concluindo-se que:
b b
| rwsa =gl - [ rogoa

Exemplo 4.5.2. Determine-se ffxlnwdx recorrendo ao método de inte-
gracao por partes

Exemplo 4.5.3. Determine-se f()% sen® z dx recorrendo ao método de inte-
gracao por partes

: 3 H 2 /
I3 = sen” x dx = sen” x.(—cosx) dr =
0 0

O vy

™
2
= [—sen’ z. cos z] —/ 2senz. cosx(—cosx)dr =
0

3 ) 3 3 5
=2 senx.cos” xdx = 2 senx dr — 2 sen” x dx
0 0 0

Sendo [; = fog sen z dr tem-se
2
13 = 2([1 - 13) = 13 = §[1

ora como [; = 1 conclui-se que

[GVIN )
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Observacgao 4.5.4. O método de integragao por partes é também um método
de primitivacao por partes considerando f e g funcoes diferencidveis com
deriwada continua. De facto

/W%mmwszmm—/ﬁwﬂmﬁ

Exemplo 4.5.5. Determine-se uma primitiva da fun¢ao f(t) = tcostsent.

/ tcostsentdt = |—-tsen’t| — —/ sen’tdt =
0 2 0 2 0

1 9 1/$1—0082t
= —g.sen“x — — —dt =
2 2 Jo 2

1 9 x+1 9
= - |zsenx — - + —sen2w
2 2 4

Teorema 4.5.6 (Integragao por substituigao). Seja a fungdo f continua em
[a,b] e ¢ : [a, ] = [a,b] diferencidvel com derivada integrdvel em [a, (], tal

que a = p(a) b= p(B).
Entao a funcao (f o).’ € integrdvel em [a, (] e

b B
| tarin= [ o) a
Demonstragao. Seja F' uma primitiva de f em [a,b] e para t € [«, []

h(t) = [F(e(t)]" = F'(e(1))-¢'(t) = fp(t) £ (t)

Tem-se entdo, sendo F' o ¢ uma primitiva de h em [a, ],

B B8
/hwﬁ:/ mW»¢®ﬁ=Fww»—ﬂM®F:

b
:F(b)—F(a):/ f(z)dx
u

Observagao 4.5.7. A funcao ¢ do enunciado do teorema 4.5.6 pode nao
ser bijectiva contudo na primitivacao por substituicao € mecessdrio que
seja bijectiva. E primitiva da fungdo continua f em x € |a,b], a fun¢do

x o™ (=)
/fwmz/ Fo®)¢(8) dt

~1(a)
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Exemplo 4.5.8. Determine-se o integral

1
/ VvV1—22dx
0

recorrendo ao método de integracao por substituicao.

Sendo a substituicao ¢ : [0,7/2] — [0,1], ¢(t) = sent, ¢'(t) = cost
tem-se

s

3 il 1 [z
/ \/1—sen2tcostdt—/ costcostdt—i/ (14 cos2t)dt =
0 0 0

) P %)g u
= — — n = —
2 |' T2 T

Exemplo 4.5.9. Determine-se o integral

[

-1
dx
T

recorrendo ao método de integracao por substituicao.

Sendo a substituicao ¢ : [0,1] = [1,2], p(t) = 1 + 12, ©'(t) = 2t tem-se

1 \/15_2 1 1 T
2 tdt =2 1— dt =2t — tt1:2<1——>

Exemplo 4.5.10. Determine-se o integral

L |
—d
[ L+¢E$

Recorrendo & substituicio ¢ : [1,v/2] — [1,2], o(t) = 2, ¢'(t) = 2t tem-se

V2o V2 1
/ ———%ﬁ:2/‘ 1—— ) dt=
L 1+t ) 1+1¢

:Qﬁ—JM1+ﬂH@:2<¢§—1—hKL+¢®+hﬂ>

Exemplo 4.5.11. Determine-se uma primitiva da funcio f : Rt — R
x) = .

/(@) 1+ x
Recorrendo & substituicio u = t* = p(t) tem-se

[oaa [ (- )
o L+vu Ty 1+t

= [2(t = In(1 + )Y" = 2(vx — In(1 + v/z))
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4.6 Integracao de funcgoes racionais

Nesta seccao analisa-se a determinacao de integrais quando a funcgao inte-
granda é uma funcao racional, funcao que é elementarmente primitivavel.
Associada a determinacao de integrais de funcoes racionais inicia-se a sec¢ao
com uma abordagem sucinta a decomposicao de polinémios em polinémios
irredutiveis e a decomposicao de uma funcao racional em fracgoes simples.

A fungao racional p/q em que p e ¢ sdo polinémios ¢é representada por
uma fraccao prépria se o grau do polinémio numerador for menor que o grau
do polinémio denominador, e representada por uma frac¢ao imprépria caso
contrario.

Sendo p um polinémio arbitrario e ¢ um polinémio de grau maior ou igual
a um, mostra-se que existem sempre polinémios univocamente determinados
r e ¢ tais que

p(z) = q(z)c(z) +r(z)

em que o grau r < grau p < grau q.

Dividindo ambos os membros da igualdade anterior por ¢ tem-se

plx) _ c(z) + r(z)

q() q(z)’

o que atendendo a que um polinémio é imediatamente primitivavel reduz
a primitivacao de funcgoes racionais impréprias a primitivagao de funcgoes
racionais proprias. Nesta seccao consider-se-a apenas fungoes racionais re-
presentadas por fracgoes préprias.

Comece-se por analisar a decomposi¢ao de um polinémio de coeficientes
reais em factores irredutiveis.

Definicao 4.6.1. Um polinémio q de coeficientes reais e de grau n > 1 €
redutivel se existirem dois polinomios, qi,qs, ambos de grau inferior a n tais
que

q=q1-92

Diz-se irredutivel em caso contrario.
Mostra-se que:
e Nos polinémios de grau impar, os polinémios de grau 1 sao irredutiveis. Os

polinémios de grau superior a 1 sdo redutiveis ( estes polinémios, ¢, tém li-
mites infinitos de sinais contrarios quando x — 400 ja que existindo a,b € R

22



tais que ¢g(a).q(b) < 0 existe ¢ € R tal que ¢(c¢) =0 ).
e Nos polinémios de grau par, os polinémios de grau superior a 2 sao re-
dutiveis. Os polinémios de grau 2 podem ser irredutiveis ou redutiveis.
Considere-se

q(z) =2* + bz +c

Se b? —4c > 0 os polinémios sao redutiveis (q(z) = (z — a)(z — 8), a, B € R,
ou ¢(r) = (x — a)?). Se b* — 4c < 0 os polinémios sao irredutiveis (q(z) =
(x+/2)* + (dc = 0°) /4 = (z = p)* + ¢*, p.q €R).

Um polinémio com coeficientes reais factoriza-se em:
e polinémios de grau um (com raizes simples; com raizes simples e miltiplas)
e polinémios de grau dois irredutiveis (com raizes simples; com raizes simples
e multiplas)

Analise-se de seguida a decomposicao de uma funcao racional em fracgoes
simples comegando por definir polinémios primos entre si.

Definigao 4.6.2. Dois polinémios q; € qa sao primos entre si se nao existirem
polinomios, ¢, s € q tais que
@ =4q-¢ Q2 = 4.0
Proposicao 4.6.3. Sejam q; e gz polinomios primos entre si e p um po-
linomio tal que grau p < grau (qi,qz). Entdo existem polinomios py e po tais
que
x x x
pr) @) | pae) (4.6.1)
()@@ al@) @)
em que o grau p; < grau q;, © = 1,2.

Demonstragao. (*) Do teorema de Bezout existem polinémios p; e py
primos entre si tais que
D1-q1 + D2q2 =1

Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por ﬁ tem-se

4192 q2 q1

Ora,
pP1 = haga + p2 pp2 = hiqi + p1
em que h;, p;, i = 1,2 sao polinémios e grau p; < grau g;.
Assim
L P
4192 42 ¢
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o que atendendo a que grau (q,q;) > grau p conduz a (4.6.1) m

Exemplo 4.6.4. Determine-se o integral

/3@¥+x+1
B 7
2

P —x
Seja
f:R\{-1,0,1} - R
1) 4t +x+1 A+ B N C
€Tr) = = —
rz—1)(z+1) 2z z—-1 z+1
em que

(( A+ B+C =4
B-C=1

—A=1

\

De facto usando o principio da identidade de polinémios
4 +2+1=(A+B+C)2>+(B-C)r— A
Assim

1 3+2
r x—1 z+1

e
3
/ fx)de =[—In|z|+3In|z — 1|+ 2In|z + 1]] = —=3In3 + 81n 2.
2

Proposicao 4.6.5. Sejam a € R e p,q; polindmios tais que grau p <
n+grau q; e q1(a) # 0. Entao

p(z) - Ay A A, 1 p1(x)

() (z—a) (z—a) (z—a)"! Tt r—a qx)

em que grau py <grav qi e




Demonstragao. (*)
Seja q1(x) = 1 e consequentemente grau p< n — 1.
A férmula de Taylor para o polinémio p relativamente a x = a tem resto nulo

(1) (g

P =ple 4, W“”m“ﬁ”—aw—l
p(x) Ay Ay A,

(z — a) (x—a)”_'_(x—a)”—l—i_'“_'_gj—a

em que A, = ﬁp(kfl)(a).

Seja q1(x) # 1. Tem-se neste caso

(k=1)
em que £ €]0, 7] e Ay = 2 (ﬂ> (a). Assim

(k=)' \ @1

p(x) A Ay A,
P T EEr T e o

+ R(z)

em que R é uma funcao racional cujo denominador nao se anula em a. =

Exemplo 4.6.6. Determine-se o integral

/2 dr +1
i i—
p w(r+1)3

Seja
f:R\{-1,0} - R
. 4l’+1 _A A3 A2 A1
f(x)iaz(:c+1)3 o Jr:c+1+(:c+1)2+(:c+1)3
em que

( A—f-Ag:O
3A+2A3+A,=0

A+ A3+ A+ A =4

A=1
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Note-se que as constantes A, Ay, A3 podem ser determinadas resolvendo
o sistema anterior ou recorrendo a férmula

1 1\ *-b
Ay = —— 4+ - k=12 3.
k (kf—l)'( +.T) ) ) 4y

Recorrendo a formula anterior tem-se

1 1 1\’ 1
A =4-1=3, Ay=[-—-— =—1, As3=—[-= — (=
! ’ ? ( xQ)ac—l 7 ’ 2' ( x2)$—1 (x3>x—

rz=-—1

Assim
1 1 1 3
A R ) A PR )
e
2 1 3 1 ) 9
/1f(x)dx—[lnm—ln]x—i-l]%—(x_'_l)+§(x+1)2 1—111(4/3)—ﬂ

Na integracao de funcoes racionais é central a decomposicao em fracgoes
simples. Vai-se estabelecer em seguida um resultado que contém como casos
particulares os anteriores.

Teorema 4.6.7 (Decomposicao em fracgoes simples). Sejam p, q polindmios
tais que grau p < grau q. A fung¢do racional p/q é a soma de um nimero
finito de fraccoes simples da forma

A BllE—FBQ
(x—a)  (x=pP2+¢)m
em quen,m € N; A, B;,By € R; a,p,q € R.

Demonstracao. (*) A fungao racional p/q é decomponivel, da pro-
posicao 4.6.3, numa soma de parcelas em que ¢;, ¢ = 1,...,n, sao factores
irredutiveis tais que grau p; < grau g;

p(x) ~ (@) _ +pn—1(fv) +pn(rv)

@(@) . (@) () @le) T (@) ()

As parcelas da igualdade anterior sao da forma

O PALC B N U 1C))

(z —a)" q"(z)’



em que pp, Py sao polindmios. A decomposigao das parcelas da forma (i) foi
analisada na proposicao 4.6.5, quanto a (ii) tem-se

p1(l’) _ Bz + Cl n Byxr + CQ B,,x + Cm
qm™(r) qm(z) gvt(z) q(x)

igualdade estabelecida por recorréncia a partir das igualdades

pi(r) = qu(z)q(x) + co(w) () = q2()q(x) + 1 ()

5

em que ¢, Co, g2, ¢1 sao polindmios que se obtém de divisoes inteiras. ° =

Exemplo 4.6.8. Determine-se o integral

3
2
/953—1— dx
9 x°—1

Seja
fR\{1} =R
f()_x—i-Q_ A N Bx+ C
x_a:3—1_x—1 24+ r+1
em que
( A+B=0
A-B+C=1
A-C=2
\

uma vez que do principio da identidade de polinémios
r+2=(A+B)2*+(A-B+C)x+A-C .

Tem-se assim

3 31 o+
[ o= [ A [

Como o primeiro integral é imediato analise-se apenas a determinacao do
segundo integral. Tem-se
z+1 z+1 B r+1
e+l (e+1/2243/4 (z-p)?+¢

®Nao existe férmula para as constantes correspondentes as raizes complexas se exis-
tir contudo s6 um factor desse tipo pode obter-se fazendo a diferenga com os factores
associados as raizes reais.
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em que p = —1/2,¢ = v/3/2. Ora recorrendo ao método de substituicio para
r=p(t)=p+qt =—1/2+/3t/2, ¢'(t) = v/3/2 tem-se

V3 11 2

31ie 215

concluindo-se que

3 1
t) = £ arctgt + — In(1 + t?)

o
( 3 2

2
3

‘Af@Wm:bﬁx—n—ngagééx+ﬁ3_1mﬂ+§@+gﬂ

Assim, uma vez que t = (:c + %), tem-se

al

3 3 3 2 3 2

Exemplo 4.6.9. Determine-se o integral

/3x4—:n3+6:r2—43:+7
dx
5 (z —1)(2% + 2)?
Tem-se
f:R\{1} =R
at — a3+ 622 —Ar+ 7 A Bx+C Dzx+FE
flx) = = + +
(x —1)(22+2)? r—1 2242 (224 2)?
em que
((A+B=1
B4+ C=-1

4A+2B—-C+D =6

—2B+2C+FE—-D=—4

4A-2C - FE =7

\

uma vez que do principio da identidade de polinémios
vt —2® 4627 —dr +7 =

= (A+B)2*+(C—B)2* +(4A+2B—C+D)2*+(—2B+2C+E—D)r+4A—2C—E .
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Tem-se assim

3 3 1 3 1 3 -1
/ f(x)dx:/ dx—/ dx—i—/ e
9 s T—1 5 242 o (22+2)2

O primeiro integral é imediato. Determine-se uma primitiva com vista a
determinacao do segundo integral.

Tem-se
/ / % _ arctg <\/i§)
x? + 2 2 v V2
1+ (75

Analise-se agora o terceiro integral.

Tem-se ) .

xr — xr

T de= | - de— [ ————d

[ wrrapie | aiapee | Grape
em que
/ T J 1 -1
@+22 " T 2@+ 2)

(§]

/ 1 d_1/ 2 d_l/x2+2—x2d_
@+22 T 2) @r2e™ T 2) @@r2e T

1 1 1 22
S (¥ R
2/:1:2+2 . 2/(x2+2)2 .

e usando o método de primitivacao por partes na ultima parcela

/Ldmz/dex:—g ! —1—1/ ! dx
(22 +2)2 (2 +2)? 222+2 2 ) 2242
obtém-se | | |
/mdxzz<x2::2+/w2+2dx)
3 5 T 1z+2]°
/Zf(x)dx: {1n|x—1|—marctg(ﬁ>—é—l$2—+2}2

Em conclusao de uma forma sucinta tem-se como método de integracao
das fungdes racionais representadas pela fracgao prépria p/q

Assim
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(A) Decomposicao em fracgoes simples da fungdo integranda.
(A7) Sao polinémios irredutiveis de coeficientes reais:
e ax + b, a # 0 (polinémio de 1° grau com raiz real).
e ar?+bx+c, em que b? —4ac < 0 (polinémio de 2° grau sem raizes reais).

(Aii) Qualquer polindémio ¢(z) de coeficientes reais tem uma factorizacao

g(x) =clx —a)™ ... (x —apy)™ ((x —p1)* + q%)sl . ((x —pm)? + q?n)sm

em que oy, ..., (,, sao raizes reais de polinémios com graus de multiplici-
dade r1,..., rmepr £ qit, ..., Pm L qmi, pj,q; €R, 7 =1,...,m sao raizes
complexas de polinémios com graus de multiplicidade s1,..., S,

(Aiii) A factorizacao do polindmio associa-se a decomposi¢ao em fracgoes
simples da funcao racional.

T A A A r Am Am Amr
plr) _ _Au 2y 2 pmm g
g(z) x—0ar (r—oq)? (x —aq)n T—Qy (x—ap)? (x — app)™m
BH.CL’ + Cll 8213: + 021 3511$ + Csll i 4
(@=—p)?+a (z-p2+¢)?  (@-p)+d)"
Bnlx + Cnl BnQI + CnZ annl' + Cnsn
ot — T e
(@ =p)? + a7 ((z—pa)?+¢2) ((z=pn)* + )

(B) Integragao das fracgoes simples.

(B.4)

Ailnjz —a| se n=1

se n>1

/ B,z + C,, dr
(x=p)2+ )"

Recorrendo a substituigao ¢(t) = p + gt = = tem-se
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Byp + Bgt + Cry / Mt / N,
Mgdt= | —2_dt+ [ " dt
/ (@z+)" ! (+1) (Z+1)

em que
M,

Myt ) 20—m)(E
/ 2+ 1)" dt

se m>1

M
711n(t2—|—1) se m=1

N, N, arctg(t) se m=1
RS

Note-se que se m > 1

formula de recorréncia se m>1

/ dt _2m—3/ a1 t
@+1)"™ 2m-2) @+1)"  2m-2"(24+1)" "

sendo o resultado final obtido aplicando m —1 vezes a primitivacao por partes

até obter primitiva de .
p v t2+1

(C) Aplicagao da propriedade da linearidade dos integrais.

4.7 Integracao de funcoes irracionais e
de funcgoes trigonométricas

Comece-se por analisar a integracao de classes de fungoes irracionais. Considerem-
se as classes de funcoes:

(i) R(:v, (i:g)) a,f €R
(id) R(m,m>

em que R (z,y) representa uma fungao racional separadamente em cada uma
das variaveis x e y.

(i) Seja o integral
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A substituicao
(i_g) :t:>:v=a—:<ﬂ(t) © w(t):((lOé——tQ)z

permite reduzir a determinacao do integral I a determinagao de um integral
cuja funcao integranda é uma funcao racional.

~Hz2) _
]:%a—m/w R(a &20( L
»

L) 1—¢27 ) (1—12)?

Exemplo 4.7.1. Determine-se o integral

J; V- =

4

Considere-se

1
2— 2 2t + 1 2t
( f) —tsa= () e @)=
l‘_

/¢(x—11)(2_x)dx:/(i:f)é2:@‘“
1

1 ot 1
—. dt =2 dt =2 tot
/t 2= o(t) (1+£2)2 /<1+t2> arctgt +C

Tem-se

Ora

Assim

w

dx == |2 arctg t]‘/ig =

T 1
é Ve —1)2—z) 53

(ii) Seja o integral

:/”R(x,m) da

1

e Se b?2 — 4ac >0

O trinémio ax?+bx+c tem duas raizes reais «, 3 e é aplicavel o procedimento
anterior ja que
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NI

mz\{a(x—a)%(x—ﬁ)
:ﬁ(x_&>2(x—6), a>0

r—p
e Seb?—4ac<0,a>0
A substituicao

var? +br+c=+ax +t

em que

3;_752—_0_ () =t = '(2)
“bh_ovat ¥ =

permite reduzir a determinacao do integral I a determinagao de um integral
cuja funcao integranda é uma funcao racional.

o H(x2)
1= / R(p(t),1) &'(t) dt

“1(x1)

Exemplo 4.7.2. Determine-se o integral

2
1
dz
/1 (x2—|—k2)v/x2+k2
Considere-se
k—t*

Vil+ k2 =z+t=>x= =op(t) e ¢{t)=

2t

Tem-se

/2 1 de — _/t2 1 Rt
1 (2?2 + k2)Va? + k2 y (+t)2(x+1t) 22

to t 2 to
0 (12 +k2) 2+ k2],

emquet; = —1+V1+k2ety=—2+V4+ k2%

Considere-se a finalizar a seccao a integragao de uma classe de funcoes
trigonométricas. Seja o integral

[:/ R (senx,cosz) drx

1
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A substituicao

xZ ' :
tgg =t=az=2arctgt =), ¢)=1773
(§
2t 1-¢
seny = —— COST = ———>
1+ L+ 82

permite reduzir a determinacao do integral [ a determinagao de um integral
cuja funcao integranda é uma funcao racional.

o @) o0 1-12\ 1
I = 2/ R , dt
o=1(z1) 1+t2714+t2) 1+¢2

Exemplo 4.7.3. Determine-se o integral

w/2 1
/0 1+senz +cosz

Considere-se

xr = 2arctgt
Tem-se
/2 1 ! 1 2
/ 1+ sena + dx:/ T S
0 senx + cos x 0 (1+t2 + e+ 1)

1
1 1
/ot‘i‘l Inft+1]]; =In

jAquet; =0ety =1

4.8 Exercicios

4.8.1 Exercicios resolvidos

Exerc 4.8.1. Determine o valor dos sequintes integrais:

) /Ol(xQ—\/E)dx i) /lecosxdx

Resolugao.

i) Directamente da férmula de Barrow
3 1

[ @ = v = [ = Sa) ==

0 3
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ii) Recorrendo ao método de integracao por partes
1 1
/ rcoszdr = [rsen x| — / senzdr =senl+cosl —1
0 0

Exerc 4.8.2. Determine o valor dos integrais

4x arcsen >

1/2 1
/ i7) / arctg z dz.
V4 - (V2x)t 0

Resolugao.

i) Directamente da férmula de Barrow

12 Srarcsenz? oy o11/2 T2
dz = [arcsen® 2*] /" = —
V4= (V22)!

0 36
ii) Recorrendo ao método de integracao por partes

1 1
T
arcte x do = [z arcteg 2]t — dr =
/0 Bods = [pasctgzly /01+x2

1
= (l.arctg 1 — 0.arctg0) — [lnvl + xz] =71/4—InVv2
0

Exerc 4.8.3. Determine o valor dos integrais

us

/ed—$ iz’)/senx shz dz
1 /4 — (Inx)?’ 0 '
Resolugao.

i) Directamente da férmula de Barrow

/EL_/QLM_ [arcsen(m_w)r m
1 x4/4 — (Inx)? 1 /1_(lnTx>2 2 1 6
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ii) Tem-se, recorrendo ao método de integragao por partes,

2 s 2
/ senz sha dr = [— cosx shz|? —/ —cosz chxdx
0 0

Aplicando mais uma vez o método de integracao por partes tem-se

2 s 2
/ cosx chxdr = [senz chz|} —/ senz shxdz
0 0

Assim obtém-se a equacao

s

% s usd 2
/ senx sha dr = [—cosx shz|} + [senz chz]] —/ senz shx dx
0 0

Concluindo-se que

VB

ch%
senx shxdr = —=
0 2

Exerc 4.8.4. Determine o valor dos integrais

1 1 72
i) / rarctgz dx i1) / 5 dx
0 o (z+2)(xz+1)

Resolugao.

i)

1 2 12
1
/Oxarctgxd:c:[%arctgx]é—§/ 1f_x2xdx:

T 1[ ‘ ]1
= — — — — ar —_ - — —
3 2.7: arctg x|

ii) A funcao integranda é uma funcao racional que se decompoe em fracgoes
simples

1 xQ 1 1 1 1 1 1
/ 2d93:A/ d:zc—l—B/ —Qd:H—C/ dr =
0 (l’+2)(.’l§'+1) 0 x4+ 2 0 ($—|—1) 0 x+1

1
= Alln(z +2)]p = Bl—= 1o + Clln(z + 1.
A determinacao das constantes A, B, C' é feita pelo método dos coefici-

entes indeterminados ja que

°=(A+C)z* + (2A+ B+3C)z + A+ 2B +2C
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Tem-se A =4, B=1, C' = —3 concluindo-se que:

/0 (z+2)(x + 1) dr =41In(3/2) +1/2 — 31n(2).

Exerc 4.8.5. Determine, usando o método de substituicao, o valor do inte-
gral

5
xXr
/—dx
2 \/l’—1+2

Sugestao: Utilize a substituicao Jxr —1 =1

Resolugao. Aplicando o método de integracao por substituicao
5 2 12
t*+1
/ S — - / T rdt =
2 Vr—142 1 t+2

2 43 2
B4t ~10
- dt = 2 =2t +54+—— | dt =
/1 £+ 2 /1 ( * +t+2)

= [*/3 — > + 5t — 10In(t + 2)}? =13/3 —101In(4/3)

Exerc 4.8.6. Determine, usando o método de substituicao, o valor do inte-

gral
/2 dx
1 (ez — 1)2.

Sugestao: Utilize a substituicao e* =t

Resolugao. Aplicando o método de integragao por substituicao

/2 dx _/62 dt

(et =1 e -1
“/A B S|

= —+ + dt = /—dt+/ —d+/ —_dt=.
/e (t t—1 (t—l) t—1 e (t—1)

e

= Inf¢ — [n(t - 1)]¢ —L_l] hl(e —1)+e 21
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Exerc 4.8.7. Calcule o sequinte integral por substituicdao, recorrendo a fun¢ao

o(t) = 2arctg(t)
ER |
J
o l+senxz

2tg(Z
(Sugestdo: senx = %)
14 tg (5)
R luca Send - =2 / . 2
esolugao. Sendo z = ¢(t) = 2arctg(t), ¢'(t) = B
e
9 to((Zarcte(t)) o
sen(2arctg(t)) = g(2 (zgmtg(g) =T
1+ tg?(EgEtl)
tem-se
3 1 1 ] ) . _
/ s _/ 2t 2dt_/ S dt=[-2t+1) =1L
o Tsens™ "y B TEET o (14
1+1¢2
n

Exerc 4.8.8. Considere a fun¢ao f : [a,b] — R injectiva e diferencidvel,
com derivada continua, tal que, f'(x) # 0 para x € [a, b].
Mostre que se f([a,b]) = [c,d], a fungdo inversa f~' : [c,d] — R € integrdvel

‘ d f7Y(d)
/ F ) dy = £ (d)d — f0)ee - / f(o)de.

f=He)

Resolugao. f~! é continua em [c,d] e consequentemente integravel. Inte-
grando por partes

/ F ) dy = [ ()l — / Y (9)y dy

Ora sendo y = f(x)
b
f(@)

Assim integrando por substituicao em que z = f~1(y)

(f @) =) (f2) =

v [
[orsan= [ it
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Exerc 4.8.9. Considere a fun¢io F :)0,m[— R
F (x) B COoS T 1 dt
o VI-B)a-p)

i) Defina a derivada de F(x)

ii) A func¢ao F' é mondtona? Justifique.
Resolucao.

i) Sendo

¥ 1
Fl(x):/o \/(1—t2)(4—t2)dt e f(x)=cosx

a funcao F' = Fj o f. Assim pela derivada da func¢ao composta

F'(z) = F{(f(z)).f'(z)
Ora f'(z) = —senz e pelo teorema fundamental do calculo integral
1

Fl (z) = Ve el - 1,1

Em conclusao

—Ssenx

V(1 — cos?z)(4 — cos? x)

F'(x) = x €]0, 7|

ii) A funcdo F' é mondtona, estritamente crescente, em x €]0, 7| uma vez

que
F' (z) = _ oy >0, x €0
V(1 —cos?z)(4 — cos? z)

Exerc 4.8.10.
Considere a fungao G : RTU{0} — R

z+x? t2
G(x) = —dt
() /0 tt+1
i) Defina justificando a funcao derivada de G.
i) O contradominio de G estd contido em RT U {0} ? Justifique.
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Resolucao.

i) Sendo

T t2
Gl(:v):/o t4+1dt e flx)=x+2?

a funcao G = GGy o f. Assim pela derivada da funcao composta

G'(z) = G(f(x))-f'(x)

Ora f(z) = z + 2% e pelo teorema fundamental do célculo

T
Em conclusao tem-se
+ 22)°
G (2= —EET) 901y
(@) (z +22)" + 1( )

ii) Sim, tem-se CD¢g = {G(z) : z € R* U {0}} € RT U {0}. Da alinea
anterior deduz-se que G, em que G(0) = 0, é uma funcdo continua
crescente, pois G'(z) > 0 para = > 0, concluindo-se do teorema de
Bolzano e da monotonia da fun¢ao G que CDg C RT U {0}.

Exerc 4.8.11. Considere a funcio G: R — R

cos 2@ ¢
G(z) = dt.
w-[ =
i) Calcule G(0).

ii) A funcdo G € diferencidvel no seu dominio? Justifique e em caso afirmativo
determine a func¢ao deriwada de G.

Resolugao.

i) Tem-se pela férmula de Barrow

' t 251l B
G(O)z/o ﬁdt:[(l—kt) Jo=v2—1.
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t
V1+t2

t

fundamental do célculo, G1(z) = [ ———=dt é diferenciavel em R.
(x) fo Vit

Assim a funcao G = Gy o f, em que f(z) = cos 2z, é diferencidvel pois

resulta da composicao de funcoes diferenciaveis tendo-se

ii) A fungao g(t) = ¢ uma funcao continua em R e do teorema

CoSs 2%

V14 cos? 2z

G'(z) = —2sen 2z

Exerc 4.8.12. Considere a fun¢ao G : |1/2, 400 — R

2+4cosx 1
6o = [
1

———dt
3+ 2t2 4+t

i) Calcule G(3F).
i) Justifique que G € diferencidvel em |1/2,+00[ e calcule G' (x), para
x>1/2.

Resolugao.

i)
3 2+-cos 3m/2 1 2 1
a2y = / - g= / S
2 ) B+ 22 4 ¢ L B2 1t

A funcao integrando é uma funcao racional que se decompée em fracgoes
simples

1 _A+ B N C
B+262+t ot t+1 0 (t+1)
emque A=1, B=—-AeC =-1jadque

1=(A+B)t**+2QA+B+C)t+A.

Assim
21 1 1 12
1 (g_t%— 1_(t+ 1)2)dt =[nt—In(t+1)+(t+1) ], =2In2-In3-1/6.
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1 ,
=——¢
134+ 2t2 + ¢
uma funcao continua no dominio e, do teorema da derivada da funcgao
composta tem-se que G é uma fungao diferenciavel em ]1/2, 00| tendo-

se para x > 1/2

ii) Do teorema fundamental do calculo, uma vez que f(t)

, —senx
G (x) = 3 P
(24 cosz)” +2(24 cosz)” + (2 + cosx)

Exerc 4.8.13. Sabendo que f tem derivadas continuas até a 2* ordem em
R, e que para a € R, [7 f'(t)dt = f(z) — f(a), mostre que

f(2) = f(a) + Fla)(z —a) + / ") -t

Resolucao. Recorrendo ao método de integracao por partes

f(@) - fa) = / "Wt = [ @) / it =

— o @)-af @)= [ 180t = 2 @) =af (@) +af (@) —af (0)- [ 7" @) -

— (z—a)f'(a)+a(f'(2)— f'(a)— / C4f ()t = (2—a) f (a) b / " ()i / Cip (e

a a

Assim
f(z) = fla) = f(a)(@ —a) + / £ @ — .
||

Exerc 4.8.14. Seja f : [a,b] — R uma fungdo diferencidavel. Mostre que
se F' € uma primitiva de f em |a,b],

/ fA(z)dx = F(b)F'(b) — F(a)F'(a) — / F(x)F"(x)dz.

Resolucao. Sendo f é diferenciavel e F' uma primitiva de f tem-se que
f é continua e que F'(x) = f(x). Assim integrando por partes

[ @)@ = f@FE)E - [ 1P

Ora



/a b F(2)F(z)dz = / b F(2)F"(z)dx.

o que conduz de imediato a proposicao que se queria demonstrar. m

Exerc 4.8.15. Calcule a drea da regido limitadas pela curva y* = z(1 — x)?
easrectasx=0ex=1/2.

Resolugao. Sendo A a area da regiao tem-se

1/2 1/2 1/2 1/2
A:2/ xl—xzdx:2/ Vr(l—z)de =2 / $1/2d:17—/ 32 dx
oV (1—x) i (1—x) i i

Aplicando a férmula de Barrow obtém-se
1/2 1/2
ao (2] 2,0\ 27 5
3 0 5 0 30

Exerc 4.8.16. Determine a drea da regiao plana delimitada pelas rectas
verticais de equagoes x = —1, x = 1 e pelos grdficos das fungoes arctg |z,
2

x® — 1.

~nl —
As funcoes arctg |z|, 22 — 1 sdo fungoes pares tendo-se

A= /_ (arctg |z| — (2* — 1)) do = 2/0 (arctgz — (2* — 1)) da

1

Ora usando a primitivacao por partes

1
/l.arctgxda::x.arctg:p—/xQﬁ_ld:ﬁ:xarctgm—§1n(x2+1)

Assim

1 3 Yo o4
A=2 tgr — = In(z® +1) — — =—+-—1In2
[xarc 8T — 3 n(z® + 1) 3 +xL 5Tz~ In

43



4.8.2 Enunciados de exercicios

Exerc 4.8.17. Determine o valor dos sequintes integrais

21 ! 1
) ——1)d X} —d
i) /1(x Jd i) /0 2 13r 2

Exerc 4.8.18. Determine o valor dos sequintes integrais

) /Ol(x—ez)dx i) /01\/1::__xdx

Exerc 4.8.19. Determine o valor dos sequintes integrais

7) /Og(ac + senx)dx i1) /01 @t 1;@ ey dx

Exerc 4.8.20. Determine o valor dos sequintes integrais

i) /Og(1 — cosz)dr i) /01 V1 — zd

Exerc 4.8.21. Determine o valor dos sequintes integrais

i) /12(%—1)61;5 i) /leewdx

Exerc 4.8.22. Calcule por substituicdo, recorrendo a fungao p(t) = 2 arctg(t),

o integral
ER |
/ o
0 2+cosx

1 —tg*(5
(Sugestdo: cosx = #}
1 + tg (5)
L . N 1— ¢
Exerc 4.8.23. Calcule por substituicdo, recorrendo a fungdo p(t) = 78

o integral

1
1 1—
/ \/ L.
o 1+zV 14z

Exerc 4.8.24. Calcule por substituicdo, recorrendo a fungdo p(t) = 2 arctg(t),

o integral
B 3
| oy
0 senz + 2

2tg(L
() st +1=(0+1)2+2)

Sugestoes: sentr = ———=—
(Sug 1+ tg2(%)
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i)
i)

Exerc 4.8.25. Considere a fungdo F : |1/2,+o0c[ — R, definida por
2x t
F(x) = / dt
1 ?+1
Calcule F(1).

Justifique que F € diferencidvel em |1/2, +0o] e calcule F'(x), para x > 1/2.

Exerc 4.8.26. Considere a fungio G : |1/2,+o00[ — R, definida por

22 1

Calcule G(1).
Justifique que G € diferencidvel em ]1/2,+o0| e calcule G' (), para x > 1/2.

Exerc 4.8.27. Considere a fungdo F : |1/2,+00[ — R, definida por

1’2 1
F(z) = /1 NS dt.

Calcule F(1).
Justifique que F € diferencidvel em ]1/2,+o0| e calcule F'(x), para x > 1/2.

Exerc 4.8.28. Considere a fungdo G : |1/3,+o00[ — R, definida por

3z 1

Calcule G(1).
Justifique que G € diferencidvel em |1/3, 400l e calcule G' (x), para x > 1/3.

Exerc 4.8.29. Considere a fun¢ao F : |1/2, 400 — R, definida por

2+4sen 9
F(z) = / dt.
1

3+t
Calcule F(r).
Justifique que I € diferencidvel em ]1/2,+o0| e calcule F'(x), para x > 1/2.
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