Capitulo 5

Séries numéricas e
séries de poténcias

Inicia-se o capitulo com a definicao de série numérica e com a nocgao de
convergéncia de séries numéricas, indicando-se exemplos, em particular o
exemplo da série geométrica. Considerando séries numéricas com termos
nao negativos e nao positivos estabelece-se uma condigao necesséaria de con-
vergéncia e o critério de Cauchy bem como as suas consequéncias imediatas.
Estabelecem-se para séries de termos nao negativos critérios de convergeéncia.
Estabelece-se o critério de comparagao, o critério da razao e o critério da raiz.
Define-se série absolutamente convergente e analisa-se a consequéncia deste
conceito na andlise da natureza de séries de termos reais. Aborda-se suma-
riamente a determinacao aproximada da soma de uma série convergente.
Introduz-se o conceito de série de poténcias. Estabelecem-se para estas séries
condicoes de convergéncia e indica-se, quando possivel, expressoes para a sua
soma.

5.1 Série numérica. Definicao. Exemplos.

Procurando estender a nocao de adicao a um numero infinito de parcelas e
atribuir significado ao simbolo

—+00

S an

n=1
em que a, € uma sucessao de termos reais é natural pensar na sucessao de
termos reais



S1 = a1

32:a1+a2

Sp=Q1 + a2 + ...+ ay.

Nem sempre é possivel contudo atribuir significado ao simbolo considerado
mas, se a sucessao s, convergir naturalmente

—+o00

lims,, = E an,
n

n=1

Definicao 5.1.1. Sejam as sucessoes de termos reais a, € s, = a; + as +
...+ a,. Designa-se por série numérica o objecto matemdtico definido pelo
par ordenado (ay,, Sy)

A série numérica por simplicidade representa-se por
+oo
D> an
n=1
em que a sucessao a,, ¢ designada por sucessao dos termos da série e a sucessao

sp € designada por sucessao das somas parciais. Note-se que as duas sucessoes
a, e s, sao determinadas uma pela outra

apb ———— S,=a+tax+...+a,
Sn - = Ap = Sp — Sp—1

Definicao 5.1.2. A série numérica
+oo
2 an
n=1
¢ uma série convergente(divergente) se e $6 se a sucessao s, € uma Sucessao

convergente(divergente).
Se a série € convergente a soma da série € o limite da sucessao s, i. e.

“+o00

g a, = lim s,
n

n=1



+oo
Teorema 5.1.3. Se a série Y a, € convergente entdo a sucessio a, € um

n=1
infinitésimo
+o0
Demonstragao. »_ a, é uma série convergente se e s se a SuCessao
n=1

Sp = a1+ as + ...+ a, é convergente. Tem-se
Apt1 = Spnt+1 — Sn.

Ora sendo s,, uma sucessao convergente, uma vez que S,1 ¢ uma subsucessao
de s,

lim a,y; = lim s,47— lim s,=0
n—-+oo n—-+o0o n—-+oo
|
Exemplo 5.1.4. Seja a série geométrica
+oo
E a.r™ a€cR
n=1

Analise-se para que valores de r € R a série € convergente.

er=1
Sp,=a+a+...+a=n.a

A série é divergente pois s, € uma sucessao divergente.

or£1
1—r"
n — I'on = ]-_n = n— .-
Sp — 1.8, = a(l — 1) Sn = Q.
Como
+00 se r>1
lim r"=4¢ 0 se |r| <1

n—-+00

nao existe se r < —1.

tem-se que a sucessao s, converge se e sé se |[r| < 1. Consequentemente a
série geométrica indicada é convergente se e s se |r| <1 e

+o0o

B a
E ar" = .
1—r

n=1




Exemplo 5.1.5. Analise-se a convergéncia da série

n=1 \/ﬁ
Tem-se
1 " 1 n 1
ap,=—= € S, = — +...+—
vn V2 vn
Ora ) )
n
Sp 2 —(—=+ ...+ —==—==yn— +0
Z Tn NS
+o0
consequentemente a sucessao s, é divergente e a série » , — é divergente.

n=1
Este exemplo mostra que a condicao a,, — 0 é uma condigao necessaria

de convergéncia mas nao é condicao suficiente, pois a, — 0 e a série é
divergente.

Exemplo 5.1.6. Seja a série de Mengoli
S
— n(n+1)

Analise-se se a série € convergente.

Tem-se
1 1 n 1 N n 1
an=——- € S§,=—+—+...+ —-—
n(n+1) 1.2 23 n(n+1)
Ora
B 1 1 1
" nn+1) n n+l
vindo
s5=1-1/2

s9=(1—1/2)+(1/2—1/3)=1—-1/3

Sn=01-1/2)+(1/2-1/3)+...+(=1/n)+ (1/n—1/(n+1)).



Assim a sucess@o s, = 1 —1/(n + 1) é uma sucessdo convergente que tem
como limite 1. A série de Mengoli indicada é pois uma série convergente e

400 1

2wy =

Mais geralmente tem-se a proposicao seguinte

Proposicao 5.1.7. A série
+oo

> an
n=1
em que
Ay = Up — Upt neN

e a sucessao u, sao convergentes ou divergentes simultaneamente e em caso
de convergéncia

—+o00

g ap =uy — lim U,
1 n—-+o0o

n—=

Demonstracao. Considere-se a sucessao
Sp=a1+as+...+a, = (ug—ug)+ (ug —ug)+... 4 (Up — Ups1) = U — Uy

As sucessoes s, e u,, atendendo a expressao anterior, tém a mesma natureza.
Sendo convergentes

lim s, =u; — lim wu,.q.
n—-+00 n—-+o0o

Conclui-se esta seccao com resultados de operagoes algebricas envolvendo
séries.

Teorema 5.1.8.
i) Sejam
+0o0 “+oo
/ 1
E a, e E a,,
n=1 n=1

duas séries convergentes de somas respectivamente s’ e s”. FEntdo a
+o00o

série Y an, em que a, = a,, + all, € convergente de soma s = s' + §".
n=1



i) Se
+o00o
D
n=1
+o00
¢ uma série convergente de soma s, e b € R. Entdo a série ) b, em
n=1
que b, = ba,, é convergente de soma bs.
Demonstracao.

i) Sejam s/, e s/ as sucessoes de somas parciais associadas as séries de
: 3 / "
termos gerails respectivamente a,, € a,,.
Tem-se

Sp=a1+...+ta,=(a}+a))+...4+ (a, +a) =
=(ai+...+a)+ (@ +...+a)=s, +s.
Concluindo-se que a sucessao s, ¢ convergente e

S, =8 +5 =s

ii) Sendo ¢, a sucessdo das somas parciais associada a série de termo geral
ba,, tem-se

b.a; +...+b.a, =b(a;+...+a,) = bs

Observacao 5.1.9.

+00 +o00
e Quando sao divergentes as séries Y al e > al' a série
n=1 n=1
+o00
!/ "
> (ay +ap),
n=1
pode divergir ou convergir.
+o0 +o0
e Quando uma das séries Y al ou Y a! converge e a outra diverge a
n=1 n=1
série
+o00o
E !/ "
n=1
diverge.



5.2 Critério de Cauchy. Consequéncias

Em geral a convergéncia de uma série nao é analisada directamente a partir
da sucessao das somas parciais mas recorrendo a critérios de convergencia.
Analisa-se nesta sec¢ao uma condig¢ao necesséria e suficiente de convergéncia
designada por critério de Cauchy.

Teorema 5.2.1 (Critério de Cauchy). A série

—+00

>

n=1

€ convergente se e S0 se

V 3 r>qg>p = la otar] <e
e>0 peN =4 p |q+1+ t |

Demonstracao.
“+o0o
A série > a, é convergente se e sd se a sucessao s, = a; + ...+ a, é
n=1
uma sucessao convergente. Ora a sucessao s, ¢ uma sucessao convergente se

e 86 se a sucessao s, ¢ uma sucessao de Cauchy. Por outro lado s, é uma
sucessao de Cauchy se e sé se

V 4 r>qg>p = |s, —s,/ <ce
e>0 peN =4 p |T q’

Atendendo a que
Sp— 8¢ = Qgy1+ ...+ Q.

tem-se assim o critério de Cauchy. m

Observagao 5.2.2. A condi¢do necessdria de convergéncia a, — 0 pode
obter-se a partir deste critério:

>
E‘z’opglN r>q>p = |ag1 + —I—ar|<eri1|aq+1|<e

Exemplo 5.2.3. Analise-se se a série harmonica,
+o0o
>
n=1 n

€ uma série divergente



Tem-se para r = 2q que

1 N 1 N _%1>;1+ ﬁ_1_1
g+1 qg+2 7 207 2¢ T 2 2

Assim pelo critério de Cauchy a série é divergente.

Corolario 5.2.4. As séries numéricas
—+o00 —+oo
E a, € E by,
n=1 n=1

em que eziste p € N tal que para n > p, a, = b,, sao da mesma natureza (a
natureza da série nao depende dos p primeiros termos)

Exemplo 5.2.5. Tém a mesma natureza as séries numéricas

1 1 1

§+6+E+ - (n+1 _Z n+1

1 1 =1
2434+ —4..4——+... =243 —
LT R s s * +;n(n+1)

Sdao ambas séries convergentes ainda que com somas diferentes.

Corolario 5.2.6. A natureza de uma série nao € alterada se for suprimido
um numero finito arbitrdario de termos i.e. para p € N as séries

“+o00 “+o00

E a, € E by,

n=1 n=1
em que b, = a,4p, Sa0 da mesma natureza.

Exemplo 5.2.7. Sao séries simultaneamente divergentes as séries:

1 1
]_ _
R E
1 1 R |
_+Z+'”+n—|—2+"'_znln—|—2



5.3 Critérios de convergéncia para séries
de termos nao negativos

Teorema 5.3.1. Sendo a,, > 0 a série
+oo
>
n=1
€ convergente se e SO se a sucessao das somas parciais € majorada.

Demonstracao. A sucessao

é uma sucessao crescente ja que, como a, 1 > 0,

Spt1 = Sp + Gpaa > Sp .
Ora uma sucessao s, crescente é convergente se e s6 se é¢ majorada.
Teorema 5.3.2 (Critério geral de comparagao). Seja

0<a,<b, neN

+oo +oo
i) Se > b, € uma série convergente entao » , a, € uma série convergente.
n=1 n=1
+o0 +o0o
ii) Se > a, € uma série divergente entio Y b, € uma série divergente.
n=1 n=1
Demonstracao.

i) Sejam as sucessoes das somas parciais
Sp=a1+ ...+ a,, e t,=b+...+0b,.

+oo
Como 0 < a, < b, tem-se s, < t,. Ora sendo »_ b, uma série conver-
n=1
gente do teorema 5.3.1, £, é uma sucessao majorada consequentemente
+o0o
a sucessao s, ¢ uma sucessao majorada concluindo-se que Y a, é uma
n=1

série convergente.



ii) Tendo presente que sendo A, B proposigoes, A = B < B = A, tem-se
de imediato ii) de i) .

+00
Exemplo 5.3.3. Analise-se a convergéncia da série %
n=1T
+0oo 1
A série a analisar tem a mesma natureza que a série » , ———.
n=1 (TZ + 1)
Ora

1 1
<

(n+1)* ~ n(n+1) nel

“+00

em que », ——
q nz::l n(n+ 1)

de comparacao tem-se entao que a série

¢ uma série de Mengoli convergente. Do critério geral

+o0 1

PRI

n=1
é uma série convergente.

+oo ]
Exemplo 5.3.4. Analise-se a natureza da série > 7
n=1"T
+oo 1

1 . . . :
Uma vez que se tem — < 1—/3 € a serie E — e dlvergente a serie consi-
n n n=1

derada é uma série divergente.

Mais geralmente tem-se que as séries de Dirichlet

—l—oo1

np
n=1

sao séries convergentes se p > 1 e séries divergentes se p < 1

Teorema 5.3.5 (Critério geral de comparacao na forma de limite). Sejam
a, >0 eb, >0. Entao

i) Se existir o limite em R de a, /b, e for diferente de zero, as séries

+oo +oo
g a, € E by,
n=1 n=1

tém a mesma natureza.

10



i) Se

. a
lim — =0
n—-+oo bn
+00 +00
tem-se que se Y b, € uma série convergente entio » a, € uma série
n=1 n=1
convergente.
iii) Se
. a
lim — = 400
n—-+4oo bn
+00 +00
tem-se que se Y a, € uma série divergente entdo Y b, € uma série
) n=1 n=1
divergente.
Demonstracao.
i) Seja
. Qp,
lim —=1#0
n—-4o0o bn
Entao

d n>p 0<l—e<a—n<l+6
€€]0,l[ bn

concluindo-se que
a’n
0< k?l < b_ < kQ

em que k; =1 —¢€, ks = [+ €. Assim do critério geral de comparacao

+o00 +o00 +00
tem-se que se »_ b, é convergente » a, é convergente e que, se Y ay
n=1 n=1 n=1

+o0
é divergente > b, é divergente.
n=1

ii) Sendo o limite zero

Vn>p oga—”

<e = a,<e¢b
e>0 bn_ =

obtendo-se a conclusao do critério geral de comparacao.

11



iii) Sendo o limite +o00

a
Vn>p b—n26:>anzebn

>0 n

obtendo-se a conclusao do critério geral de comparacao.

Exemplo 5.3.6. Analise-se a natureza da série

Sendo
(v e
a, = N4

" n+l vn) nvn+l+(n+1)/n

tem-se ]
a
lim—— == #0
n*%+i 2 7&

+00
Assim a série ) a, é uma série convergente pois tem a mesma natureza que

n=1

a série Z —7, que ¢ uma série de Dirichlet convergente.

n=1n%
+oo
Teorema 5.3.7 (Critério da razdo). Seja Y. a, uma série de termos nao
n=1
neqgativos

i) Se existe r < 1 tal que a partir de certa ordem

Qn41 <
n
+oo
entao Y a, € convergente.
n=1
ii) Se a partir de certa ordem
n+1 > 1
ap
+o00
entao Y a, € divergente.
n=1

12



Demonstracao.

+o0o
i) Seja b, = r". A série geométrica Y b, converge quando r < 1. Ora
n=1
An41 bn+1
<r=
an bn
. An+1 Qp, ~ Qp ,
Assim < — e a sucessao — ¢é decrescente tendo-se
n+1 n n
a aq
n < ==k
bn bl
Recorrendo ao critério de comparacao, uma vez que a,, < kb, se a série
+00 too
> by, é convergente é também convergente > a,, .
n=1 n=1

ii) Se a partir de certa ordem a,.; > a, entdo a, nao tende para zero e

+oo
consequentemente a série Y a, nao é convergente.
n=1
u
+oo
Corolario 5.3.8 (Critério de D’Alembert). Seja Y a, uma série de termos
n=1

positivos e suponha-se que existe

. An+1
lim —— =1
n—-+oo an
+o0
e Sel <1 asérie Y a, converge.
n=1

+oo
o Sel>1 asérie Y a, diverge.
n=1

+oo
o Sel=1% a série Y a, diverge.

n=1

Demonstragao.

e Se l < 1 escolhido € €]0,1 — I[ tem-se a partir de certa ordem

Ap+1

<l4+e<1
an

+oo
vindo do critério da razao que a série » | a, converge.
n=1

13



e Nos restantes casos basta verificar que a condicdo necessaria de con-
vergéncia da série nao se verifica.

Exemplo 5.3.9. Considere-se a série

+oo

Z%, a>1

n=1

e analise-se se € convergente.

Tem-se
an+1
. An+1 . n+1)! . a
lim = lim ( a") = lim =
n—+00 (A, n—-+o0 o n—+oom + 1

concluindo-se pelo critério de D’Alembert que a série é convergente.
Como consequéncia da convergeéncia da série

an

lim — =0
n—+oo n!

i.e. quando n — +o0, a™ é desprezavel relativamente a n!, a™ = o(n!).

% nl
Exemplo 5.3.10. Considere-se a série ), — e analise-se se é convergente.
n=1"T
Tem-se
(n+1)! n
. Ap41 . n+1)7 1 . n 1
lim — = lim %:hm =-<1
n—+oo  Qy, n—too I n—+oo \ 1+ 1 e
n

concluindo-se pelo critério de D’Alembert que a série é convergente.
Como consequéncia da convergéncia da série

) n!
Iim — =0
n—+oo N

i.e. quando n — +o0, n! é desprezavel relativamente a n™, n! = o(n").
+00
Teorema 5.3.11 (Critério da raiz). Seja > a, uma série de termos nao

. n=1
neqativos.

14



i) Se existe r < 1 tal que a partir de certa ordem {/a, < r entdo a série

+00
> a, € convergente.
n=1
+o00
ii) Se a partir de certa ordem /a, > 1 entdo a série Y a, € divergente.
n=1
Demonstragao.
i) Se para n > p se tem a, <" em que r < 1 entao
+oo +oo
g r’  série convergente = = g a, série convergente.
n=1 n=1

ii) Se existirem infinitos nimeros naturais tais que {/a, > 1, a sucessao a,

+o0
nao é um infinitésimo e consequentemente a série »  a, nao converge.
n=1
n
+oo
Corolario 5.3.12. Seja ) a, uma série de termos ndio negativos e
n=1
lim /a,, =1
+oo
i) Sel <1 asérie Y a, é convergente.
n=1
+oo
i) 1 >1 a série Y a, € divergente.
n=1
ii1) | =1 nada se pode concluir.
+o00o
Exemplo 5.3.13. Analise-se a convergéncia da série »  na"
n=1

Tem-se

lim vna® =a

n—-+0o0o

concluindo-se pelo critério de Cauchy que a série é convergente se a < 1 e
divergente se a > 1. Para a = 1 a série é divergente uma vez que nao satisfaz
a condicao necessaria para a convergéncia de séries.

15



Observacao 5.3.14. Tem-se

. 1 _ 1
lim {/—==1 e lim {/—=1
n—-+o0o n2 n—-+o0o n
+oo ] +oo
Sendo a série ), — convergente e a série ) — divergente conclui-se que
n=1M n=1T1

sendo | =1 do corolario 5.3.12 nada se pode concluir quanto a natureza da
Série.

Teorema 5.3.15 (Critério integral). A série

+oo

IOF

n=1
em que f uma funcao continua, decrescente e positiva em {x € R: = > 1},
€ uma série convergente se e so se existe, em R,

lim /1 " ) do

m——+0o0
Demonstracao. Como a fungao f é continua, decrescente e positiva no
intervalo [k, k + 1], k € N, tem-se
k41

fk+1) < A (z) dx < f(F)

Ora considerando n—1 desigualdades para k = 1,...,n—1, e somando termo
a termo tem-se

Se— f) =3 f(k) = (1) < / @) dr <3 F (k) = s
||

o que permite obter de imediato o critério integral.

Este critério integral permite estabelecer a convergéncia das séries de
Dirichlet. Considerando hnj [ f(z) dz em que f(z) = & tem-se
m——+00

/ 1daz: =Inn—-Inl
1

T

esep#1 - X X
—dr = ——(
1 P I—p

np-l 1)

. . A . . m . s .
Assim da existéncia em R de lim  [[" f(z)dz conclui-se que as séries de
m—+00

Dirichlet sao divergentes se p < 1 e convergentes se p > 1.

16



5.4 Séries absolutamente convergentes

Os critérios de convergéncia para séries

+oo

>

n=1

em que a, > 0 permitem analisar evidentemente a convergéncia das séries
+00
> b, em que b, = —a,, paran > p com p € N. O conceito de série ab-
n=1
solutamente convergente, que se introduz nesta seccao vai permitir alargar

o conjunto das séries cujos critérios de convergéncia de séries de termos nao
negativos se podem aplicar.

400
Definigao 5.4.1. A série > a, € uma série absolutamente convergente se
n=1
+oo
® > a, € uma série convergente;
n=1

e

“+oo
e > |a,| € uma série convergente.

n=1
+oo
A série Y a, diz-se uma série simplesmente convergente se for uma série
n=1

+o00o
convergente e a série Y |a,| for uma série divergente.
n=1

Observacao 5.4.2. Qualquer série convergente que tenha todos os termos
com o mesmo sinal € absolutamente convergente. Uma série simplesmente
convergente tem infinitos termos positivos e infinitos termos negativos.
Note-se que muitas das propriedades da adi¢cdo nao sao verificadas para as
séries simplesmente convergentes mas apenas para as séries absolutamente
convergentes.

+00 too
Teorema 5.4.3. Se Y |a,| € uma série convergente entio »_ a, é também
n=1 n=1

uma série convergente tendo-se

+oo +oo
> an <2 lad]
n=1 n=1

17



+o0o
Demonstracao. Convergindo a série Y |a,|, do critério de Cauchy,
n=1

V3 r>qg>p = |laga|+.. . +la| <e

e>0 peN
Ora como
lagr1 + ...+ ar| <lage| + ...+ ar] (5.4.1)
+o00o
pode concluir-se, se > a, for convergente, que
n=1
g1+ ... +a,| <e
+o0o
o que pelo critério de Cauchy permite concluir a convergéncia da série > a,,.
n=1

Finalmente passando ao limite em (5.4.1) tem-se a relagdo entre as somas
das séries indicada. m

+oo +oo
Observagao 5.4.4. Se Y |a,| € uma série divergente, a série Y a, pode
n=1 n=1

ser convergente ou divergente.
+o00o
Exemplo 5.4.5. Analise-se quanto a convergéncia a série Y, r™ cos(nm), em

n=1

que 0 <r < 1.

Esta série é absolutamente convergente, uma vez que a série do médulos

“+oo “+00

“+oo
Z | cos(nm)| = Z P (—=1)"| = Zr”
n=1 n=1 n=1

¢ uma série geométrica convergente ja que 0 < r < 1.

5.5 A soma de séries

Conhecida a convergéncia de uma série numérica na pratica apenas em casos
particulares é facil o cdlculo da soma da série por passagem ao limite da
sucessao das somas parciais. Em geral opta-se por obter valores aproximados
da soma.

Considerando a série convergente

+oo

>

n=1

18



do corolario 5.2.6 a série
400

2

n=p+1

¢ uma série convergente designada por resto de ordem p.
Fixando p € N o termo de ordem n + p da sucessao das somas parciais da
série pode escrever-se

Spap = Sp + (App1 + ...+ Qpin)

Passando ao limite em n tem-se

§=8p, Ty
“+o00o
em que 7, o resto de ordem p, é a soma da série ) a,. Assim a soma da
n=p+1
+oo
série Y a, pode ser aproximada por
n=1

Sp=0a1+ay+ ...+ ay,
COIN €ITO 7)) = § — Sp.
Vai-se indicar de seguida majorantes para o erro que se comete ao apro-

ximar a soma de séries absolutamente convergentes, cuja convergéncia foi
estabelecida pelo critério da raiz e pelo critério da razao.

+o0
e Seja > a, em que |a,|'" <r < 1. Tem-se

n=1
+00 p
D an=D antry
n=1 n=1

e
+o0 +o00 1
=1 als 3 =L
n=p+1 n=p+1

Assim se r = 1/2, p = 10 tem-se

|7“10’ S 2711.—

=210 < 0.001
1/2 ’
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<r<le

e Seja

An 41
a

400 P 400
Zan:Zan+ Zan a, > 0.
n=1 n=1

n=p+1
Tem-se
Ry a a
r'p = Za”:ap+1+ap+2+-~-:ap+1<1+ p+2+p—+3+...)
nept1 p+1 Gpt1

Ap+3 _ Gp+3 Ap+2
€ uma vez que =

Gp+1 Op+2 Apyl

a
ol < appa (147 +124..) < 24

—1—-r
Exemplo 5.5.1. Seja
+oo +oo
1 1 1 1 dey
Z;H_1+1+5+"'+H+"‘_1+25_6'
em que
a ;x 1
n+1 :(ntl): <1
an, ] n—+1

Considerando p =5 o erro que se comete na aproxrimag¢ao

~111 1 1 1 1
e=1+ +5+§+Z+a
€ majorado por 0,002 jd que
1 n+1
[ =
1-1/(n+1) n
1
® =
P (p+ 1)
e consequentemente
71
< —.— < 0,002
=66
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5.6 Séries de poténcias

Definicao 5.6.1. Sendo a,, uma sucessao, chama-se série de poténcias de
x € R com coeficientes a,, a série

+oo
E a,x" .
n=0
+o0o
A série ) a,x™ identifica-se com um polinémio se todos os coeficientes a,
n=0

forem nulos a partir de certa ordem. As séries de poténcias podem encarar-se

como generalizagoes de polinémios em x: ag + a1z + ... + a,x™.
“+o00

Designa-se por dominio de convergéncia de > a,x™ o subconjunto de R para
n=0

o qual a série é convergente.

Tal como um polinémio define uma funcao de variavel real em R, uma série
de poténcias define uma fungao no subconjunto de R onde a série é con-
vergente, precisamente a funcao que em cada ponto desse conjunto tem por
valor a soma da série no ponto considerado.

+oo
Teorema 5.6.2. Seja a série de poténcias Y a,z"™ em que existe lim, o /|y
n=0

A série é absolutamente convergente para x €| — r,r[, em que
1

r=- .
hmn—)—i—oo n\/ ’a'nl

Em x €] — oo, —r[U]r,+00[ a série é divergente.

Demonstragao. Seja a série |ag| + |ayz| + ... + |a 2™ + ... .
Tem-se para x € R

lim {/|a,||z"] = lim |z|{/|a,| = |z| lim {/|a,].
n—-+o0o n—-+00

n—-+o0o

Assim pelo critério da raiz para x € R fixo se |z|lim, ;0 {/|a,| < 1 a série
é absolutamente convergente. Consequentemente sempre que

2] <

1
hmn%Jroo n\/ |an|

a série é absolutamente convergente i.e. a série de poténcias é absolutamente
convergente para x €| — r,r[.
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Se x ¢ [—r,r] tem-se lim,,, 1o {/]asz"| > 1 e Z la,z™| é divergente o que

leva a concluir que a série dada nao é absolutamente convergente. Por outro
lado como lim,,_, 1 {/|a,z™| > 1 tém-se infinitos valores de n para os quais

{/|apx™| > 1 concluindo-se que a sucessao a, = a,z™ nao tende para zero e
consequentemente a série considerada é divergente para x €] — oo, r[U]r, +0o0.
u

Observacao 5.6.3.

e Designa-se | — r,r| por intervalo de convergéncia e r por raio de con-
vergencia.

o Selim, , o ¥/|a,| = +00 tem-se r = 0 e a série é divergente excepto
em x =0. Selim, o {/|a,| =0 tem-se r = +00 e a série é conver-
gente em R.

“+o00o
e O teorema anterior esclarece a convergéncia da série de poténcias ) a,z"

n=0
sex # —r ex # r extremos do intervalo de convergéncia. Nao existe

nenhum resultado geral para x = +£r.

Exemplo 5.6.4. Analise-se em R a convergéncia da série

+0o0

Zm":1+x+x2+...+x"+...
n=0

e determine-se quando possivel a sua soma.

Tem-se
r=4{/]a,| =1

Assim se |z| < 1 a série é absolutamente convergente e

+o0 1
dat=lta+a’+. . +a" .. = ,
n=0

se |z| > 1 a série ¢ divergente.

O dominio de convergéncia da série de poténcias ) a,z™ pode ser obtido
n=0
também partindo do critério de D’Alembert.
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+00
Corolario 5.6.5. O raio de convergéncia da série | a,x™, sempre que erista
n=0

o limite de € dado por:

CLn—&—l

Qn

r= lim
n—-+oo an-l—l

Demonstracao. Como

lim {/|a,| = lim an

n—-400 n—-+oo an+1

a expressao para r obtém-se de imediato do teorema anterior.
Note-se que directamente, do critério de D’Alembert, se

n——+00 A, " n—+o0o | G,

conclui-se que x pertence ao dominio de convergéencia da série o que permite
obter, de modo alternativo, uma expressao para r.

Exemplo 5.6.6. Analise-se em R a convergéncia da série

oo 4,

>

n!
n=0

e determine-se quando possivel a sua soma.

Do corolario 5.6.5 tem-se para o raio de convergéncia:

. a .
r= lim “|= lim (n+1)=+oo0.
n—-4oo an+1 n—-+4oo

Assim a série é absolutamente convergente em R e

oo

> = fw) = eap(a), zeR.

n=0
Exemplo 5.6.7. Analise-se em R a convergéncia da série

+oo
Z(—l)":v%: 1—2? a2t —a® 4 (D)™™ ...
n=0

e determine-se quando possivel a sua soma.
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Tem-se
an

r= lim =1.

n—-+o0o

An+1

Assim se |z| < 1 a série é absolutamente convergente e

“+00
> (=1 = f(x) = Isz z €] —1,1].
n=0

Se |z| > 1 a série é divergente.

Definicao 5.6.8. Sendo a,, uma sucessao de termos reais a série de poténcias
de x —a, a € R, € por definicdo a série

+o00
Z an(z —a)"
n=0

+0o0
A série de poténcias Y a,(x — a)", converge em 1z, se e s6 se a série
n=0
+o0
> ayu™, em que u = xy — a, é convergente. Assim o dominio de con-
n=0

vergéncia da série de poténcias de x — a pode obter-se a partir do dominio
de convergéncia da série de poténcias de u. Se r = 400, o dominio de con-
vergéncia ¢ R ese r = 0 ¢é {a} = [a,a]. Para 0 < r < 400 o dominio de
convergéncia contém |a — r,a + 7| e estd contido em [a — r,a + ]| sendo a
convergencia absoluta em qualquer ponto do primeiro intervalo.

Exemplo 5.6.9. Determine-se o intervalo em que a série de poténcias

Z (_1>n (.I' _ 3)n

o 2n+1
€ absolutamente convergente.
Tem-se
(=)™ apn 2n + 3
ap = = = r=1
2n+1 [ 2n +1

A série é absolutamente convergente no intervalo aberto |2,4[ sendo em
] — 00, 2[UJ4, +00[ divergente.
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Exemplo 5.6.10. Determine-se, se possivel a soma da série de poténcias

> ((_1)%;) (z—2)" Z(—l)"(x—Q)”—l—Z%(m—@”

Uma vez que os raios de convergéncia das séries parcelas sao repectiva-
mente

(1"
1

1/n!
1/(n+1)!

Qn

=1 e ry= lim ‘

lim
n—-+o0o

n—-+o0o

ry = lim
n—-+4o0o an—i—l

a série ¢ absolutamente convergente em

—-l<zr—-2<1 & 1<z<3 & z€l,3]

+oo _1)"
e Em 2 =1, a série > (1 + ( ') ) é divergente.

n=0 n:
+oo 1

e Em x = 3, a série ) ((—1)” + —') é divergente.
n=0 n:

Finalmente determinando a soma no dominio de convergéncia tem-se:

Jf ((_1)n + l,) (x—2)" = ! + e z €]1,3].

n=0

5.7 Exercicios

5.7.1 Exercicios resolvidos

Exerc 5.7.1. Analise a natureza das séries numéricas indicadas e determine
a soma de uma delas

XR3—en
1
Z /n2 ) ; 3n
Resolugao.
. . ~ _ _n — L i,
i) Sejam as sucessoes a, = 7= © b, Y — - COmM 0 mesmo com
portamento quando n — +o0o. Tem-se
v \/2715 : 1
lim =lim ———— =1 € R",
Vn 3 5
Vo 1422
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Do critério de comparacdo as séries >~ \/27 e > - tém a
- T

noé
mesma natureza. Como a série > - - é uma série de Dirichlet di-
né6
400 N
vergente, » ° | — com p < 1, a série ) 7= ¢ também divergente.
n=1
i) A serle
+o00 \n +o00
geométricas convergentes > (3)" ¢ > (£)
n=0 n=1

A soma da série é obtida a partir da soma das anteriores séries geométricas

3 en 1 e\n 1 6/3 e
Z 3n ;(3) ;(3) 1-1/3 1—¢/3 / 3—e

Exerc 5.7.2. Analise a natureza das séries numéricas

i) anl i) Ziflcos(m).

+ TL7/2 n
n=1
Resolugao.
i) Seja
Vo \/_ _ 1
n3 +ni n% n?
Do critério geral de comparagao a série >~ | SL é convergente, uma
n°+n?2
vez que a série ) - | =5 ¢ uma série Dirichlet convergente, > >° | -1 com
p > 1.
ii) Seja Y507, [ cos(nm)| = 3207, &
Tem-se
. Gpr1 . (n+DY R n!(n+ 1)n" , 1
lim —— =lim —————.— = lim =lim ——— =
an (n+ 1)"*1 n! (n+1)*(n+ 1)n! (14 )"
Assim pelo critério de D’Alembert a série Y7, n“ ¢é convergente e con-

sequentemente a série 0% | 2 cos(n) é uma série absolutamente con-

vergente.

nln”

26



Exerc 5.7.3.

Determine, se possivel, o valor da soma das séries

I 9n+1 I 2
TID DE IR et
n=1 n=1
Resolucgao.
i) A série

+00 n
23" ()
n=1 €
é uma série geométrica convergente uma vez que tem razao inferior a
um (2/e). O valor da sua soma é:

<= 2ntl 2/e 4e

-9 —
en—1 61—2/6 e—2

n=1

ii) A série nao satisfaz a condi¢do necessaria da convergéncia de séries ja

que
2

n
li =1+#0
LS A
2

consequentemente a série :2 T2 ¢ uma série divergente nao tendo
n
soma.
|
Exerc 5.7.4.

Analise a natureza das séries

+oo +oo +o0
, 3" g n" 7T m
i) E T i7) g S ii1) E (COS(n m 1) - cos(g))

n=1 n=1 n=1
Resolucgao.
i) Tem-se
3 <30 1
1 + 32n - 32n 3n
Ora .
>
n=1



¢ uma série geométrica convergente consequentemente, do critério geral
n

“+oo

"=l 432

de comparacao a série ¢ uma série convergente.

ii) A série

+oo nn
Z Ll
— 27!

é uma série divergente, ja que do critério de D’Alembert:

(n+1)n+l n
Unp1  2F gl (n+1)"(n+1)  2"n!
an e n" 22"(n + 1)n!
‘ 1 n+1"
lim = m () =S >
n—+oo  Q, n——+oo 2 n 2

iii)

+o0o
Z (COS<n i 1) - COS(%)) é uma série de Mengoli convergente

n=1

j& que é um caso particular da classe de séries 37> (a, — @,41) com a

< m
sucessao a, = cos( n 1) convergente.
n

Exerc 5.7.5.

Considere a série .
(—1)" NLD
Z n3v/n? + 1

i) A série € absolutamente convergente? Justifique.

n=1

ii) A sucessdao

1 V2 L /n
E—l—ﬁ—...—%(—l) _

¢ convergente? Justifique.

Up = —

Resolugao.
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i) Seja
+oo +o0
Z ,(_1)nly — Z _vn
— n3vn? +1  “—=n3yn? +1

e as sucessoes /i
n 1
ap,=———— ¢€e b,=—
n3vn? +1 n

com o0 mesmo comportamento quando n — 4+o0o0. Tem-se

[SIB

e as séries S a, e 3 b,,, do critério de comparagao, tém a mesma
natureza. A série 7> b, é uma série de Dirichlet convergente e con-
+00 \/ﬁ

sequentemente » == 713\/774—1 ¢ uma série convergente.
A série ZZE(_DHW\/\/% é pois absolutamente convergente.
ii)
+o00
Como Z(—l)"?)l ¢ uma série absolutamente convergente

é uma série convergente. Assim a sucessao das somas parciais

1 V2 vn

Up=——=+ —— — ...+ (1) ————
V2 85 (=1) n3vn? +1

¢ uma sucessao convergente.

Exerc 5.7.6.

Analise a natureza das séries numéricas indicadas e determine o valor da
soma de uma delas.

+oo +00 +oo
D IE R i) SV +1 i) > n’
n=1 n

— n'+n

Resolugao.
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i) A série

+0o0 “+o0o 1 n
E 37(2n+1) — 1/3 E (_)

n=1 n=1 9

é uma série geométrica de termos positivos convergente uma vez que

tem razao inferior a um (1/9). O valor da sua soma ¢é :
1

1/32(%)n—1/3 19 _ 1

1-1/9 24

+
8

S

+
—_

ii) A série
n*+n
¢ uma série convergente pelo critério de comparacao ja que para as

sucessoes com 0 mesmo comportamento quando n — 400

se tem
e a série >0 b, é uma série de Dirichlet convergente.

2

iii) A série
+00
>
— 14en
¢ uma série convergente pelo critério de D’Alembert.
(n+1)° )
. T ol 1\21/en! +1 1
lim 2 = i AT gy (14 e A lfe 1
n—+o0o Ay, n—+oo n n—+o0 n 1/en+1 +1 e
14 en

|
Exerc 5.7.7. Considere a série de poténcias
+oo
3TL
(1 . 21‘)71—&-3

Z pn+l

n=1
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i) Indique o maior intervalo aberto onde a série € absolutamente conver-
gente

ii) Determine no intervalo indicado em i) a soma da série.
Resolucao.

i) Tem-se para o raio de convergeéncia

n, . 3n.pnt? )
=g =3

r=lim|
Ap+1

Assim série converge absolutamente se |[1—2z| < 5/3. O maior intervalo
aberto onde a série de poténcias é absolutamente convergente é:

| —1/3,4/3]
ii)

Hntl 5 )

+oo +oo n 3—6z
3" nes (1 —22)° 3 —6x (1—2z)> ===
E (1—2x)"" = E =

n=1 n=1

Exerc 5.7.8. Determine o intervalo de R onde é convergente a série de
poténcias

+oo n
-1
E (2”n)2 (z—1)"*, z €R.
n=1

Resolugao. Tem-se para o raio de convergéncia

1
. M2
| = lim —2~— =2
Ap+1 271 (n+1)2

r = lim | n

Assim a série converge absolutamente se | — 1| < 2 ie. se x €] — 1,3].

+o00
Para x = —1, a série # é uma série de Dirichlet convergente. Para xz = 3,
n=1
a série Jio (_l)n| = Jio 1, 6 uma série de Dirichlet convergente
n=1 n? B n=1 n? & '
Em concluséao a série de poténcias converge absolutamente para x € [—1, 3].
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5.7.2 Enunciados de exercicios

Exerc 5.7.9. Analise a natureza das séries numéricas

+oo on +oo 3n
Z 2il laiom) i
Exerc 5.7.10. Considere as séries numéricas
<X 5S o e2n

i) As séries sao convergentes? Justifique.
ii) Determine a soma de uma delas.

Exerc 5.7.11. Seja a sucessio a, de termos reais nao nulos convergente
para a # 0. A série

“+oo
Z (an+1 + an)
n=1
¢ convergente? Justifique.
+o00o
Exerc 5.7.12. Sendo Y  (a, — 1) uma série de termos positivos conver-
n=1

gente, qual a natureza da série

+00 2
a, —1

~ 4+ a,

Justifique.

Exerc 5.7.13. Considere a série de poténcias

n22n 1

f (224 1)" L eR

Indique o maior intervalo aberto de R em que a série € absolutamente
convergente.

Exerc 5.7.14. Considere a série
oo
5z -1, zeR
n=1
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i) Determine o intervalo de R, onde a série é absolutamente convergente.

i1) Determine a soma da série quando r = 3.

Exerc 5.7.15. Considere a série

«= 1 Ry 1 1
n+1
§2n+2(:v+3) +;<—(n+1)!_m) x €R.

i) Indique o intervalo de convergéncia da série.
ii) Indique a soma da série no intervalo de convergéncia indicado.

Exerc 5.7.16. Determine o intervalo de R onde é convergente a série

+oo n +oo n3
oo @)+ Y — zeR.
n=1 2 n=1 n'
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