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ALGEBRA LINEAR A
FICHA 2 — INVERSAO E TRANSFORMACOES LINEARES

Matrizes: Inversao e Formas Escalonadas

(1) Sem fazer calculos, inverta as seguintes matrizes ou determine se n3o s3o invertiveis.

™ 0 0 1 00
A=10 1+7 O B=10 0 0
0O 0 1-—n 00 1
11 1 00 100
C= {0 1} D=0 10 E=10 1 2
-1 0 1 0 0 1
(Sugestdo: Para as trés dltimas, observe primeiro o efeito da multiplicacdo destas

matrizes por outras.) Calcule (D?E)~!D.

(2) Uma matriz obtida a partir de uma matriz identidade alterando apenas o valor de uma
entrada fora da diagonal principal chama-se uma matriz elementar. Por exemplo,
as matrizes C', D e E do exercicio (1) sdo elementares. Mostre que uma matriz
elementar é sempre invertivel.

(3) (a) Para que escolhas da constante k é que a matriz [g 2} é invertivel?

-1
(b) Para que escolhas da constante k é que todas as entradas da matriz E lﬂ

s30 numeros inteiros?

. . 0 —1 0 1 00
(4) Considere as matrizes: F = [1 0 } , G= 0 ol ¢© H = 10
Calcule, quando existirem, as inversas de F, G, H, F?, GH, HG, FG, G + H,

F4+GeF4 H.

(5) Diz-se que duas matrizes m xn em forma escalonada sdo do mesmo tipo se contém o
mesmo numero de lideres nas mesmas posicoes. Por exemplo, as seguintes matrizes

sao do mesmo tipo:
1 20 130
00 1 © 00 1|

(a) Quantos tipos de matrizes 2 X 2 em forma escalonada é que ha?
(b) Quantos tipos de matrizes 3 X 2 em forma escalonada é que ha?
(c) Quantos tipos de matrizes 2 x 3 em forma escalonada é que ha?
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(6) Seja v, uma solugdo (particular) do sistema linear Av = b. Justifique que:

(a) se v, é uma solugdo do sistema homogéneo associado Av = 0, entdo v, + v,
é solucdo do sistema Av = b;

(b) se v, é outra solugdo do sistema Av = b, entdo v/, — v, é solugdo do sistema
homogéneo associado Av = 0.

Para o caso particular em que A é uma matriz 2 X 2 e em que o conjunto das solugdes

do sistema homogéneo Av = 0 forma uma recta, descreva o conjunto das solu¢Ges

do sistema Av = b a partir dessa recta e de uma dada solugdo particular v,,.

Invertibilidade a Direita e a Esquerda

(7) Uma matriz A diz-se invertivel 3 direita se existir uma matriz B tal que AB é uma
matriz identidade. Nesse caso, B chama-se uma inversa a direita de A. De modo
analogo definem-se matrizes invertiveis a esquerda e inversas a esquerda. Para cada
uma das seguintes matrizes, exiba inversas a direita e a esquerda sempre que existam.

1
12 0
(a) | 2 ()1 2 0 -1] (¢ |0 1 3 (d) {1 20 _1]
0 2 4 0 =2
00 —2
-1
(1 2 10 1111
2 4 1000 0 1 1111
€10 o (f)[(Jloo} ®) 1o o M 1111
-1 -2 0 0 1111
[ 1 1 3 -2 -1 1 0 —1 —2 é;’;
(i) [1/2 —-3/2 -1 3/2 1 G) 13 2 1 =2 (K 11 3
2 -2 1 1 1 12 3 0 5 90

(8) Para cada uma das matrizes do exercicio (7), determine para que matrizes-coluna b
é que o sistema Av = b:
(a) tem uma e uma sé solugio;
(b) tem mais do que uma soluc3o;
(c) é impossivel.

(9) Seja J a matriz da alinea (j) do exercicio (7).
(a) Determine todas as solugdes de Jv = b onde

1 0 -2
b=m 3| +e 2] = V2|2
1 2 0

(b) Determine todas as matrizes X tais que J*X = 0 (matriz identicamente nula).
Note que a matriz J* também foi estudada no exercicio (7).
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Transposicao

(10) Dada uma matrix A = (a;;) de dimensdes m X n, chama-se matriz transposta de
A a matriz B = (b;j) de dimensdes n x m tal que b;; = a;;. Denota-se a matriz
transposta de A por A'. Mostre que:

(a) (A7) = A,
(b) (AB)! = B'A’ e
(c) se A for invertivel (m = n), entdo a transposta também o é e (A%)~1 = (A~1)%

(11) Calcule A*, AA* e A'A para as seguintes matrizes.

b)A=[10 -1 0 1] ()A=

— o
O = =

Transformacoes Lineares

(12) Para cada uma das transformacdes seguintes, decida quais s3o lineares. No caso das
lineares, ache a matriz correspondente.
(a) T : R® — R3 dada por T'(x,y, 2) = (y, 2, ).

- 1 4
(b) T:R? — R3dada por T |*| =z |2| +y |5].
Y 3 6
(c) T : R* — R? dada por T'(z,y, 2) = (y, 2).
S
(d) T:R3 — R3dada por T’ |y | = |y?
z 23
(e) T : R® — R2 dada por T'(z,y, 2) = (1,1).
[ ] (220 — y + 32
(f)T:R*—-R3dadaporT |y| = | 5Hx—7Tz
z Ty + 4z

(g) T : R®* — R* dada por T(z,y,2) = (22 — y + 32,52 — Tz, my + 42,sin 2).

(13) Interprete geometricamente as seguintes transformacdes lineares.

@ro-; v orw-) T orme-|

(14) (a) Mostre que, se uma transformagdo linear T' é invertivel, entdo a sua trans-
formacio inversa T~! também € linear.
(b) Descreva a invertibilidade de uma transformagdo linear 7' : R — R", v — Auv,
em termos do comportamento dos sistemas lineares Av = b.
(c) Explique porque é que uma transformagdo linear 7' : R™ — R™ sé pode ser
bijectiva quando m = n.
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(15) O produto exterior (ou produto vectorial) de dois vectores em R é definido por

a by asbs — azby
Ao | X b2 = CL3b1 — a1b3
as b3 a1by — ashy

Seja u um vector arbitrario de R fixo. Serd que a transformacio de R® em R? dada
por T'(v) = u X v € linear? Se sim, ache a matriz correspondente.

(16) Ao representar um objecto tridimensional graficamente num plano (papel, quadro,
ecrd,...), hd que transformar trés coordenadas espaciais (1, 2, x3) em duas coorde-
nadas no plano (1, y2). A maneira mais simples consiste em usar uma transformagdo
linear, por exemplo, a transformacao dada pela matriz

11
B
2
(a) Use esta transformacdo para representar o cubo unitdrio de vértices (0,0,0),
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1). Inclua no esbogo

as imagens dos trés eixos coordenados de R3.
(b) Quais os pontos (x1, 2, x3) que sdo transformados na origem (0,0)? Justifique.

Nucleo e Imagem

(17) Dé um exemplo de uma transformagdo linear cujo nicleo seja formado pelos miltiplos
—1
do vector | 1 | em R3.
2

(18) Para cada uma das matrizes do exercicio (10) da ficha 1, calcule o niicleo e a imagem
(da transformacdo linear correspondente).

(19) Seja B a forma escalonada de uma matriz A.
(a) Serd que os niicleos de A e de B sdo necessariamente iguais?
(b) Sera que as imagens de A e de B s3o necessariamente iguais?

(20) Mostre que o niicleo de uma transformagio linear T' é fechado para a adi¢do e para
o produto por escalares, i.e.,

Vu,v € Ker T’VA€R tem-se u+veKerT e MeKerT.



