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ALGEBRA LINEAR A

FICHA 6 — DETERMINANTES E VALORES PROPRIOS

Propriedades dos Determinantes

(1) Calcule os determinantes das seguintes matrizes.

Q

I
Ol W N =~
Ol W N
Uk W N~
Uk W N~
Ttk W N =

0001
0010
B_OIOO
1 000
00231
000 2 2
D=0 9 79 3
00005
345 85

(2) Considere uma matriz 4 x 4 A com linhas wq, wsy, ws e wy e com det A = 8. Ache

os determinantes das seguintes matrizes:

- w - — Wy
- w2 = - ws
O I O B
— Wy — —  uwn
(3) Sera que o determinante de
1 1000 2
) 6 7
A= 11000 9 8
) 4 3
1 2 1000

é positivo ou negativo? Nao o calcule.

— — w2+5w4 —
I G
3 4
1000 8
7 6
2 1000
3 4

(4) Mostre que duas matrizes semelhantes tém o mesmo determinante.
Conclua que o determinante de uma transformacdo linear T' : V' — V estd bem
definido como sendo o determinante de uma matriz A que representa 1" em relacdo

a uma qualquer base de V.
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(5) Considere dois nimeros reais distintos, a e b. Defina a fungdo

1 1 1
flx)=det |la b =z
a®> b 2?

(a) Mostre que f(z) é uma fungdo quadratica, i.e., é dada por um polinémio de
grau 2 em .

(b) Explique porque é que f(a) = f(b) = 0. Conclua que f(z) = k(z — a)(x — b)
para uma certa constante k. Calcule k.

(c) Para que valores de x é que esta matriz é invertivel?

Férmula de Laplace e Regra de Cramer

(6) Use a férmula de Laplace para calcular os determinantes das matrizes

130 94 46 14 2

101 2 07 6 9 4 0

9 1 3 0 00 3 5 0 0
A=19 9 9 ¢ B=1g 0 2 3 0 0
500 3 05 1 4 3 0
2 7 47 23 15 1

(7) Para que escolhas de « é que a seguinte matriz é invertivel?

cosae 1 —sina
A= 0 2 0

sine 3 cos«

(8) Use a regra de Cramer para resolver os sistemas:

3r+Ty = 1 Sr—3y = 1
(a) {4x+11y = 3 (b){—6x+7y = 0

(9) Considere uma matriz quadrada A com entradas inteiras e tal que det A = 1.
Sera que as entradas de A~! s3o necessariamente niimeros inteiros? Explique.
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Area e Volume

(10) Considere os vectores vy = [ﬂ e Uy = B]

(a) Ache a drea do paralelogramo definido por vy e vs.
(b) Ache a &rea do triangulo definido por vy e vy, i.e., o tridngulo com vértices
(0,0), (3,7) e (8,2).

(11) Considere matrizes 4 x 4 cujas entradas sdo todas 1, —1 ou 0.
Qual é o maximo valor do determinante de uma matriz deste tipo?
Dé um exemplo de uma matriz cujo determinante tenha esse valor maximo.

(12) Considere uma transformagio linear 7' : R? — R? e R um paralelogramo em R?
definido por vectores linearmente independentes vy e v5. A imagem de R por T,
T(R)={T(v):v € R}
é o paralelogramo definido pelos vectores T'(vi) e T'(v9). Seja A a matriz que
representa 1" em relacdo a base candnica. Mostre que
drea de T'(R)

dreade R | det AJ .

Valores Proprios e Vectores Préprios

(13) Calcule os valores préprios e os vectores préprios das seguintes matrizes:

11111 41111
11111 14111
(@ (11111 (b) 11411
11111 11141
11111 1111 4

(14) Determine todas as matrizes 2 x 2 para as quais:

1], - (.
(a) [2} € um vector préprio com valor préprio 5, e

(b) [ﬂ é um vector préprio.
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(15) Mostre que duas matrizes semelhantes tém os mesmos valores préprios.
Sugestido: Se v é um vector préprio de ST1AS, entdo Sv é um vector préprio de A.

(16) Suponha que A é uma matriz n X n invertivel e que v é um vector préprio de A
associado ao valor préprio .
(a) Serd que v é um vector préprio de A3? Se sim, qual é o valor préprio associado?
(b) E serd de A='? Se sim, qual é o valor préprio associado?
(c) E sera de A+ 21d? Se sim, qual é o valor préprio associado?

(17) Argumentando geometricamente, ache os vectores préprios e os valores préprios das
seguintes transformacdes lineares.
(a) Reflexdo relativamente a recta y = —z em R2.
(b) Rotag3o por um angulo m em R2.
(c) Reflexdo num plano P em R3.
(d) Projeccdo ortogonal numa recta L em R3.

Polindmios Caracteristicos

(18) Escreva os polinémios caracteristicos das seguintes matrizes e use-os para calcular os
valores préprios.

2 0 00

010
1 2 0 4 21 00
=l m=[0d e=pol =300
21 21

(19) Considere uma matriz quadrada arbitraria A.
Qual € a relacdo entre o polinédmio caracteristico de A e da matriz transposta A'?
O que é que a sua resposta permite concluir sobre os valores préprios de A e de A'?

(20) Considere a matriz A = onde a, b e ¢ sdo constantes reais nao nulas.

a
b
Para que escolhas de a, b e ¢ é que a matriz A tem dois valores préprios distintos?



