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ALGEBRA LINEAR A
REVISAO DAS PARTES I E II

Parte |

Conceitos:

equacao linear, sistema de equacdes lineares, solucdo, varidvel livre, pivot, recta, plano,
matriz, vector, coluna, linha, operacdes entre matrizes, matriz invertivel, matriz transposta,
matriz inversa, inversa a direita, inversa a esquerda,

matriz dos coeficientes, matriz aumentada, forma escalonada, lider,

transformacao linear, niicleo (ker), imagem (im), rotac3o, projeccdo, reflexdo,

vector candnico, composicao de transformacgdes, transformacao invertivel

Um sistema de equacgdes lineares pode ser:

e possivel e determinado — quando admite uma e uma sé solucao;

e possivel e indeterminado — quando admite mais do que uma solug¢do (necessaria-
mente infinitas solugdes);

e impossivel — quando ndo admite qualquer solu¢do.

O método de eliminacao de Gauss é o processo que consiste na execucdo de sucessivas
etapas dos seguintes trés tipos:

e permuta de duas linhas,

e multiplicacdo de uma linha por um escalar ndo-nulo ou

e substituicao de uma linha por essa linha somada com outra,
até obter uma matriz em forma escalonada, i.e., uma matriz da seguinte forma:

e a 1? entrada n3o-nula de cada linha (se existir) é 1, designado um lider,
e se uma coluna contém um lider, entao todas as outras suas entradas s3o nulas e
e se uma linha contém um /ider, todas as linhas acima tém lideres a esquerda desse.

Para que serve o método de eliminacao de Gauss?

e para resolver sistemas de equacdes lineares,

e para inverter matrizes,

e para determinar nicleos e imagens de transformacoes lineares,

e para estudar a natureza de sistemas dependentes de parametros.




2 ALGEBRA LINEAR A — PARTES | E II

Seja A uma matriz m x n. Como ker (AB) C ker B e im (AB) C im A, tem-se:

e A é invertivel a esquerda sse A é injectiva (condi¢do necessaria: m > n);

BN

e A é invertivel a direita sse A ¢ sobrejectiva (condi¢do necessaria: m < n);
e condicdo necessdria (ndo suficiente) para que A seja invertivel: m = n;

) a bl ,. ,
uma matriz 2 X 2 da forma A = [c d] é invertivel sse ad — bc # 0; nesse caso,

P ]

Seja A uma matriz m x n, v € R™ um vector incégnita e b € R™ um vector dado.

® v; e vy sao solugdes de sse v; — Uy € ker A

(i.e., v1 — vy é solugdo da equagdao homogénea Av = 0).
e A equagdo | Av = b| admite solu¢do (uma ou mais) sse b € im A.

e A equacdo | Av = b| admite sempre uma e uma sé solucdo sse A é invertivel.

Seja A uma matriz m X n.

e A equacgdo | Av = b| admite no maximo uma solu¢do sse A é injectiva.

e A equagdo | Av = b| admite sempre solu¢do (uma ou mais) sse A é sobrejectiva.

e A equacdo | Av = b| admite sempre uma e uma sé solucdo sse A é invertivel.

Parte 1l

Conceitos:

espaco vectorial, subespaco vectorial, vector,

combinag¢do linear, subespaco gerado (ou expansio linear), independéncia linear,
base, dimensdo, coordenadas, base candnica de R", espacos de dimensdo infinita,
espaco das colunas, espaco das linhas, nulidade, caracteristica (rank),
transformacao linear, nicleo, imagem, mudanga de base, matrizes semelhantes,
nimeros complexos, parte real, parte imaginaria, médulo, argumento, operagoes

Se vy, ..., v, formam uma base de um espaco vectorial V:

e Cada vector v € V representa-se de uma forma tnica como combinacao linear dos
v1,...,0,; 0s coeficientes dessa combinacdo linear chamam-se as coordenadas de
v na base vy, ..., v,.

e Todas as bases de V' tém o mesmo nimero de elementos, chamado a dimensao de
V,dimV =n.

® Se wy,...,w, sdo p vectores de V' com p > n, entdo sdo linearmente dependentes.

e Se wy,...,w, sdo p vectores de V' com p < n, entdo ndo geram V.

e Se wy,...,w, sdo n vectores de V' linearmente independentes, entdo tém que formar
uma base.

e Se wy,...,w, sao n vectores de V' que geram V', ent3o tém que formar uma base.
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Determinacdo de subespacos vectoriais associados a uma matriz A:

e O nucleo (ou espaco nulo) de A é igual ao nicleo da forma escalonada de A.

e A imagem (ou espaco das colunas) de A em geral xndox é igual ao espago das
colunas da forma escalonada de A.

e O espaco das linhas de A é igual ao espaco das linhas da forma escalonada de A.

Dimensoes dos subespacos associados a uma matriz A:

e A nulidade (i.e., a dimensdo do nicleo) de A ¢é igual ao niimero de colunas de A
menos o nliimero de lideres na forma escalonada de A:

dim(ker A) = #(colunas) — #(lideres) .

e A caracteristica (i.e., a dimens3o do espa¢o das colunas) de A é igual ao nimero
de lideres na forma escalonada de A:

dim(im A) = #(lideres) .

e A dimens3o do espaco das linhas de A ¢ igual ao nimero de lideres na forma esca-
lonada de A, pelo que é igual a dimensdo do espaco das colunas de A:

dim(esp. linhas) = #(lideres) = dim(im A) .
Conclui-se que: |dim(ker A) + dim(im A) = #(colunas)

Bases para os subespagos associados a uma matriz A:

e Uma base do niicleo de A obtém-se descodificando as relagdes descritas pelas colunas
sem lider na forma escalonada de A.

e Uma base da imagem de A é formada pelas colunas de A correspondentes as colunas
com lideres na forma escalonada de A.

e Uma base do espaco das linhas de A é formada pelas linhas com lideres na forma
escalonada de A.

Sdo equivalentes as seguintes afirmagbes para a matriz n x n

A= | v ... v,

e A matriz A é invertivel.

e A equacdo linear Av = b tem uma Unica solucdo v para cada b € R"™.
e A forma escalonada de A é a identidade.

e A imagem de A é R".

e O nicleo de A é {0}.

e A caracteristica de A é n.

e A nulidade de A é 0.

e Os vectores vy, ..., v, geram R".

e Os vectores vy, ..., v, sao linearmente independentes.

[ J

Os vectores v, ..., v, formam uma base de R".




ALGEBRA LINEAR A — PARTES | E II

Sejam vy, ..., v, (base antiga) e wy, ..., w, (base nova) duas bases de um espaco vectorial
V. A matriz de mudanca de base, S, é a matriz n X n cuja coluna j é formada pelas
coordenadas do j-ésimo vector da base nova w; na base antiga vy, ..., v,.
Se (z1,...,x,) sdo as coordenadas de um vector v € V' na base antiga, e (c1,...,¢,) sdo
as coordenadas do mesmo vector v na base nova, entao:
I C1
=9
Tn Cn
Sejam T : V. — W uma transformacao linear, vq,...,v, base de V e wy,...,w,, base de
W. A matriz que representa 7' em relacao a estas bases, A, é a matriz m X n cuja
coluna j é formada pelas coordenadas de T'(v;) na base wy, ..., Wy,
Se (z1,...,x,) sdo as coordenadas de um vector v € V' na base vy,...,v,, € (Y1, ., Ym)
sdo as coordenadas de T'(v) € W na base wy, ..., w,,, entdo:
hn 4ol
. — A
Ym Tn
Sejam T : V — V uma transformac¢do linear, vy, ..., v, (base antiga) uma base de V e
wy, ..., w, (base nova) outra base de V.
Sejam A a matriz que representa T em relagdo a base vy, ..., v,, B a matriz que representa

T em relacdo a base wy,...,w, e S a matriz de mudanca de base. Entdo | AS = SB|

Sempre que duas matrizes A e B se relacionam por uma expressdo B = S~'AS para alguma
matriz invertivel S, diz-se que A e B sdo matrizes semelhantes.

Se T' : V. — W é uma transformacdo linear e V tem dimensdo finita, ent3o:
dim(ker T') + dim(im 7') = dim V/

Seja T : V. — W uma transformacao linear entre espacos vectoriais com dimV = n e
dimW =m.

e T é invertivel a esquerda sse T € injectiva (condigdo necesséria: n < m).

e T é invertivel a direita sse T é sobrejectiva (condi¢do necessaria: m < n).

e Condicdo necessaria (n3o suficiente) para que T seja invertivel: m =n




