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ÏuÐÒÑ�Ó�Ô�Õ

λ ∈ R
ÓÒÖ�×|Ø�Ù�Ú ÛdÓUÜ�Ó6Õ6Ý�Þ�Ø�ßáà�×

u(x ,y) = x3λ3 −3xy2λ.ÕUâ�ã=Ó�ä	ÓUÜHåÒÚ�Ø�Óaæ�ÕrÜ�ÕXç|Þ�ÓÒèyÕ�é ×�ÜÉÓáÙÛdÓ
λ
ÕYÝ�ÞdØyß�à�×

u êXë ÕrÜÃå«ìuØUÚ ÖáÕ,íî�ï è�Õ�é�í â ð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
∂u

∂x
= λ33x2−λ3y2

∂u

∂y
= −λ6xy

∂2u

∂x2
= λ36x

∂2u

∂y2
= −λ6x

u êaë ÕUÜHå«ìuØUÚ ÖáÕ[Ù�ÓÒÓ6Ù�ìaÙ�Ó ∂
2u

∂x2 + ∂
2u

∂y2 = 0
æ�ÕrÜ�Õ6ä	×,Ûr×

x ù y íCúy×rûd×
0 =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= λ36x −λ6x

= (λ3 −λ)6x = λ(λ2 −1)6xÑ�Ó�ûuÞüÓ�ýHÙ�ÓþçuÞüÓ
λ = 0,1

×|Þ −1
íÿUâ_Ñ�Ó�Ô�Õ

λ = 1
íTã=Ó�ä	ÓrÜÃåÒÚ�Ø�Ó6Þ�å�ÕþÝ�Þ�Ø�ßáà�×YÕ�Ø�Õ�é � ä�Ú ÖáÕ

f
ä�Õ�éUçuÞüÓ

f (1) = 1
Ó«ÕaæyÕUÜÉä	Ó6Ü�ÓáÕ�éî�ï èyÕ�é�í â ÛrÓ

f ê u
íð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø Ñ�ÓUØyÛr×

u(x ,y) = x3−3xy2 ë�� ç|Þ�ÓIÛrÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�ØyÕUÜ!Þdå�Õ�Ù�ÞyÕ ë ÕrÜHå«ì|ØrÚ Ö�ÕÖ�×|Ø�Ô�Þ�ûdÕyÛ�Õ
v = Im f

í��|Óré Õ�ÙQÓüç|ÞyÕyß���Ó�ÙCÛdÓ��oÕ�ÞyÖ ë
	 ý��oÚ ÓUåþÕ�ØdØ
∂v

∂y
=

∂u

∂x
= 3x2−3y2

 Øüä	Ó�ûuÜ�Õ�ØyÛr×aÓUå
y

v(x ,y) = 3x2y − y3 +h(x)
�|×�Üo×|Þüä'ÜÉ× é ÕyÛd×

∂v

∂x
= −∂u

∂y
⇒ 6xy +h′(x) = 6xy



×8çuÞ�Ó[Ú�åYædé Ú ÖáÕ
h′(x) = 0

íTúy×rûd×
v(x ,y) = 3x2y − y3 +C

Ó
f (x + iy) = x3−3xy2 + i

(

3x2y − y3 +C
)

� ædé Ú ÖáÕ�Ø�Ûd×aÕaÖ�×uØ�Û,Ú ß�à�×
f (1) = 1 ù ×uÿáä ê åIýHÙ�Ó

f (x + iy) = x3−3xy2 + i
(

3x2y − y3
)

.Öüâ �oÕ�é ÖUÞdé ÓÒ× Ú�Øáä	Óáû|Ü�Õ�éî�ï èyÕ�é�í â
∮

C

f (z)

z4
dz×|ØyÛrÓ

C ê Õ�Ö�Ú�Ü�ÖUÞdØüÝ�ÓUÜ��UØyÖüÚ Õ}ÛdÓaÖ�ÓUØüä'ÜÉ×�Ø�Õ�×�Ü�Ú ûdÓUå½Ó]Ü�ÕrÚ × ï æUÓrÜ�Ö�×�ÜÃÜ;Ú Û�Õ Þdå�Õ}èüÓ��Øü×8Ù�ÓrØáä�Ú Ûd×8Û�Ú�Ü�ÓáÖ�ä	×tíð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
� Ù�Õ�Ø�Ûd×8Õ[Ý�ì�ÜHå[Þ�é ÕaÚ�Øüä	Ó�û|Ü�Õ�é�ÛdÓ �oÕ�ÞyÖ ë
	

∮

C

f (z)

z4
dz =

2πi

3!
f (3)(0).

�R×uå«×
f (z) = z3 ù Ù�Óáû|Þ�Ó�ý�Ù�ÓÒç|Þ�Ó

∮

C

f (z)

z4
dz = 2πi .

��ÐÒÑ�Ó�Ô�Õ
f (z) =

1− cosz

z2
+

1

2− z
.ÕUâ�ã=Ó�Ù�ÓrØáè�×|é èyÕYÕ[Ý�ÞdØyß�à�×

f (z)
ÓUå§Ù ê Ü�Ú Ó6ÛdÓ}úUÕ�ÞdÜ�ÓUØüä«ØyÕ ÜÉÓáû�Ú à�× |z | < 2

íî�ï è�Õ�é�í â ð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
�o×|å«×

1− cosz = 1−
∞
∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
=

z2

2!
− z4

4!
+ . . .

ä	ÓUåIý�Ù�Ó6çuÞüÓ
1− cosz

z2
=

1

2!
− z2

4!
+ · · · =

∞
∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n+2)!

�|×�Üo×|Þüä'ÜÉ× é ÕyÛd×
1

2− z
=

1

2
· 1

1− z
2

=
1

2
·

∞
∑

n=0

(
z

2
)n =

∞
∑

n=0

zn

2n+1Ù�ÓUØyÛd×[×XÛdÓ�Ù�ÓUØüèü×ué èUÚ�å«ÓrØáä	×YÓUå Ù ê Ü;Ú ÓIè � é Ú Ûr× æ�ÕrÜ�Õ |z |< 2
í#Ñ�Óáû|Þ�Ó�ý�Ù�Ó«çuÞüÓþÕ6ÕÒÙ ê Ü�Ú ÓÛrÓ8úUÕ�Þ�ÜÉÓrØáäCÛrÓ

f
Órå |z | < 2 ê Û�ÕyÛdÕ æU×�Ü

∞
∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n+2)!
+

∞
∑

n=0

zn

2n+1×|Þ[Ù�Ó	Ô�Õ
∞
∑

n=0

(cos( nπ

2
)

(n+2)!
+

1

2n+1

)

zn

�



ÿUâ  ØyÛ�Ú çuÞ�ÓþÓ6ÖUé Õ�Ù�Ù�Ú �|çuÞüÓ6Õ�ÙCÙ'Ú�ØüûuÞdé ÕrÜ�Ú Û�ÕyÛdÓ�ÙQÛ�ÕYÝ�ÞdØyß�à�×
f (z)

íî�ï è�Õ�é�í â ð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
� Ý�Þ�Øyß�à�×

f
ä	Órå½Ù�Ú�Ø�û|Þ�é ÕUÜ;Ú Û�ÕyÛrÓáÙ6Øü×dÙ[æU×uØáä	×

z = 0
Ó

z = 2
í � ØyÕ�é Ú ýÙ�Õ�ØyÛr×YÕ[Ù ê Ü;Ú Ó«×uÿáä�Ú Û�ÕÒÓUåÂÕUâ ù æU×,ÛrÓ�ýHÙ�Ó«Ö�×uØ�ÖUé�ÞUÚ�ÜRçuÞüÓþÕ6Ù�Ú�Ø�û|Þ�é ÕUÜ;Ú Û�ÕyÛrÓ6ØyÕÒ×�Ü;Ú ûrÓUå êÜÉÓrå«×Uè�� èüÓré�í��|×�Üo×|Þüä'Ü�× é ÕyÛd×

lim
z→2

(z −2)f (z) = −1æUÓUé ×}ç|Þ�Ó6ÕYÙ'Ú�ØüûuÞdé ÕrÜ;Ú ÛdÕyÛdÓYØ�× æU×|Øüä	×
z = 2 ê Þ�å³æUìué ×aÙ'Ú�å[æ�é Ó�ÙáíÖüâ �oÕ�é ÖUÞdé Óî�ï èyÕ�é�í â

∮

C

f (z)dz ,×|ØyÛrÓ
C ê Õ]Ö�Ú�Ü�ÖUÞdØüÝ�ÓUÜ��UØyÖüÚ Õ]ÛrÓ}Ö�ÓUØüä'ÜÉ×_ÓUå z = 1+ i

Ó Ü�ÕrÚ ×
3 ù æUÓUÜ�Ö�×�ÜHÜ�Ú Û�Õ�Þdå�ÕèüÓ��XØ�×8Ù�ÓrØáä�Ú Ûd×aÛ,Ú�Ü�ÓáÖ'ä	×�íð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø

� æ�é Ú Ö�Õ�ØyÛr×a×aä	Ó�×�Ü�ÓUå�ÕXÛrÓ8Ü�Ó�Ù ��Û|Þ�×rÙ ù ×uÿáä ê åIý�Ù�Ó
∮

C

f (z) dz = 2πi ·Resz=2 f (z) = −2πi .

��Ð �oÕ�é ÖUÞdé Óþ×}Ù�Óáû|ÞrÚ�Øáä	Ó[Ú�Øáä	Óáû|Ü�Õ�éuÞüä�Ú�é Ú ��Õ�ØyÛr×a×aä	Ó�×�Ü�ÓUå�ÕXÛr×dÙ�Ü�Ó�Ù ��Û|Þ�×rÙ��î � èyÕ�é�í â
∫ 2π

0

cos(2θ)

4senθ−5
dθî����	��
���������

cos(2θ) = Re e i2θ
â�íð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø

� ä	ÓrØ�ÛdÓUØyÛd×8ÕXç|Þ�Ó
cos2θ =

e i2θ + e−i2θ

2
senθ =

e iθ − e−iθ

2iÖ�×|å
z = e iθ ù ×uÿáä ê åIýHÙ�Ó

cos2θ =
z2 + z2

2
, senθ =

z − z−1

2i
e

dz

iz
= dθ

�|×�ÜÊä�Õ�Øüä	×
∫

2π

0

cos(2θ)

4senθ−5
dθ =

∫

C

z2+z−2

2

4 z−z−1

2i
−5

dz

iz

=

∫

C

z2+z−2

2

2(z2 −1)− i5z
dz

=

∫

C

z4 +1

4z2(z −2i)(z − i
2
)

dz

= 2πi ·
(

Resz=0 φ(z)+Res
z= i

2

φ(z)
)

φ(z) =
z4 +1

4z2(z −2i)(z − i
2
)

= 2πi
( d

dz

z4 +1

4z2(z −2i)(z − i
2
)

∣

∣

∣

∣

z=0

+
z4 +1

4z2(z −2i)

∣

∣

∣

∣

z= i
2

)

= 2πi
(

i
5

8
− i

17

24

)

= 2πi
(

−i
1

12

)

=
π

6

�



� Ð �tÓáÙ�×ué è�Õ6×8Ù�Ó�û|ÞrÚ�Øüä	ÓXærÜÉ×uÿdé Órå�Õ[ÛdÓ�èyÕ�é ×�Ü=Ú�ØrÚ ÖüÚ Õ�é �î � èyÕ�é�í â














dy

dt
=

sen(2t)

1− y

y(0) = 0

��� æ�é Ú ÖüÚ ä	ÓÒÕYÙ�×|é�Þyß�à�×aÓ6ÛrÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�ØüÓÒ×}Ù�ÓUÞaÚ�Øüä	ÓUÜÉè�Õ�é × å � � Ú�å«×}ÛrÓ6ÛdÓ ��ØrÚ ß�à�×tíð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
� Ü�Õüä�Õüý�Ù�Ó[ÛdÓ8ÞdåþÕ[ÓáçuÞyÕyß�à�×aÙ�ÓUæyÕrÜ � è�ÓUé ù æUÓré ×}ç|Þ�Ó

ẏ =
sen2t

1− y
⇒ (1− y)ẏ = sen2t

 Øüä	Ó�ûuÜ�Õ�ØyÛr×aÓUå
t

y − y2

2
= −cos2t

2
+C .

� ædé Ú ÖáÕ�Ø�Ûd×aÕaÖ�×uØ�Û,Ú ß�à�×�Ú�ØrÚ ÖüÚ Õ�é ù ×|ÿüä ê åIý�Ù�Ó
0 = −1

2
+C .úy×rûr×

y − y2

2
=

1− cos2t

2
.

�R×uå«×
y = −1±

√
cos2tÓ

y(0) = 0 ù Ù�Ó�ûuÞüÓ�ýHÙ�ÓþçuÞüÓ
y(t) = 1−

√
cos2t , t ∈]− π

4
,
π

4
[

ê ÕXÙ�×ué�Þ�ßáà�×tí
� �	��� � �uÕrÜ�Õ

t → ±π

4
ù y(t) → 1

Ó
f (t,y) = sen(2t)

y−1
→ ∞ ù æUÓUé ×Oç|Þ�Ó ±π

4

Øyà�×æUÓUÜÉä	ÓUØyÖ�ÓUå§Õ�×}Ûr×uå �ÉØrÚ ×aÛdÓ[ÛrÓ ��ØUÚ ßáà�×8Û�Õ[Ù�×|é�Þyß�à�×�í

�
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. Ðaã=Ó�ä	ÓUÜHåÒÚ�Ø�Ó6ÕYÙ�×|é�Þyß�à�×
y(t)

Ûr×}Ù�Ó�û|ÞrÚ�Øüä	ÓXærÜÉ×uÿdé Órå�ÕYÛdÓþè�Õ�é ×�Ü=Ú�ØrÚ ÖüÚ Õ�é ù Ú�ØyÛ,Ú Ö�Õ�ØyÛr×aä�Õ�åIýî � è�Õ�é�í â ÿ ê å ×�Ú�Øüä	ÓUÜÉèyÕ�é ×]å
� �
Ú�å«×�ÛdÓ6ÛrÓ ��ØUÚ ßáà�× �







t + y2−2ty ẏ = 0

y(1) = 1ð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
/ ÓUÜ;Ú �|Ö�Õüý�Ù�Óç|Þ�ÓTÕIÓáçuÞ�Õyßáà�×[Øyà�× ê é Ú�ØüÓüÕUÜ�Ø�ÓUåÍÙ�ÓUæyÕUÜ � è�ÓUé�í �tÕUÜ�Õ M(t,y) =

t + y2
Ó

N(t,y) = −2ty

∂M

∂y
= 2y e

∂N

∂t
= −2yæUÓUé ×}ç|Þ�Ó6Õ[Óüç|ÞyÕyß�à�× Øyà�× ê Ó � ÕyÖ�ä�Õ,í / Ú Ù	ä	×

∂M
∂y

− ∂N
∂t

N
=

2y +2y

−2ty
= −2

t
=

d

dt

(

−2log t
)

Ö�×|ØyÖyé�ÞrÚ ý�Ù�ÓçuÞüÓTÕTÝ�ÞdØyß�à�×
µ(t) = 1

t2
ê Þ�ågÝ;ÕyÖ'ä	×�Ü,ÛdÓÚ�Øüä	Ó�û|Ü�Õyß�à�× ù ÓTÖ�×uØüÙ�ÓáçuÞüÓrØáä	Órå«ÓUØüä	Ó

t + y2

t2
−2

ty

t2
ẏ = 0

ê Þ�å�ÕYÓáçuÞ�Õyßáà�×aÓ � ÕyÖ�ä�Õ,í��|×�ÜÉä�Õ�Øáä	×aÓ � Ú Ù	ä	ÓaÞ�å�Õ[Ý�Þ�Øyß�à�× φ
ä�Õ�é�ç|Þ�Ó

∂φ

∂t
=

t + y2

t2
=

1

t
+

(y

t

)2
e

∂φ

∂y
= −2

ty

t2
= −2

y

t
.

 Øüä	Ó�ûuÜ�Õ�ØyÛr×8Õ æUÜ�Ú�å�Ó�Ú�Ü�ÕaÚ û|ÞyÕ�é Û�ÕyÛrÓþÓUå
t ù ×uÿáä	ÓråIýHÙ�Ó

φ(t,y) = log |t|− y2

t
+h(y)

�|×�ÜR×|Þüä'ÜÉ× é ÕyÛd×
∂φ

∂y
= −2

y

t
⇒ −2

y

t
+h′(y)×açuÞüÓYÚ�å[æ�é Ú Ö�Õ

h′(y) = 0
íTúy×rûr×

log |t|− y2

t
= C

ÛdÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�ØyÕ}Þ�å�Õ[Ù�×|é�Þyß�à�×}Ú�å[ædé ��Ö�Ú ä�ÕÛdÕYÓáçuÞ�Õyßáà�×aÛ,Ú Ý�ÓUÜ�ÓUØyÖüÚ Õ�é�í � æ�é Ú Ö�Õ�ØyÛr×}ÕXÖ�×|ØyÛ,Ú ß�à�×�Ú�ØUÚ Ö�Ú Õ�é
y(1) = 1 ù ×|ÿüä ê å«ýHÙ�Ó

y2

t
= log |t|+1

�uÕUÜ�ÕTÛrÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�Ø�ÕrÜr×�Ú�Øüä	ÓUÜÉè�Õ�é ×þå
� �
Ú�å«×IÛdÓ#Ù�×ué�Þ�ßáà�× ù Ó � æ�é Ú ÖüÚ ä�Õüý�Ù�Ó#ÕTÙ�×ué�Þ�ßáà�× î ×|Þè�ÓUÜ;Ú �|Ö�Õ�åIýÙ�Ó6Õ�ÙCÖ�×|ØyÛ,Ú ß���Ó�ÙÛr× � Ó�×�Ü�ÓUåþÕXÛ�Õ6Ý�Þ�Ø�ßáà�× Ú�å[ædé ��Ö�Ú ä�ÕUâ�í �o×|å«×aä�Õ�é

y = ±
√

t log |t|+ t

�R×uå«×
y(1) = 1

ä	ÓUåIý�Ù�Ó ��ØyÕ�é�å«ÓUØüä	Ó6ç|Þ�Ó
y =

√

t log |t|+ tæUÓUé ×}ç|Þ�ÓÒ× Ú�Øáä	ÓrÜÊèyÕ�é × å
� �
Ú�å�× ê {t : t > e−1} í

0



��Ð �R×uØüÙ'Ú ÛrÓrÜÉÓÒÕYÙ�Ó�ûuÞUÚ�Øüä	ÓYåþÕüä'Ü�Ú ��
A =





1 1 0

0 1 0

0 0 1





ÕUâ �oÕ�é ÖUÞdé Ó
eAt

íî�ï èyÕ�é�í â ð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
eAt =





et tet 0

0 et 0

0 0 et





ÿUâ�ã=Ó�ä	ÓUÜHåÒÚ�Ø�Ó6ÕYÙ�×|é�Þyß�à�×8Ûr× æUÜ�×|ÿ�é ÓUå�ÕYÛrÓÒèyÕ�é ×�Ü0Ú�ØUÚ Ö�Ú Õ�éî � èyÕ�é�í â






ẏ = Ay+h(t)

y(1) = (1,1,1)T×|ØyÛrÓ
h(t) = (0,2et ,et)T

íð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
� Ù�×|é�Þyß�à�×aûrÓrÜ�Õ�é�ÛdÕYÓáçuÞ�Õyßáà�× ë ×uå«×rû ê Ø�ÓáÕ ê Û�ÕyÛdÕ�æU×�Ü ẏ−Ay = 0

y(t) = eAt





a1

a2

a3



 .

�uÕUÜ�ÕÛrÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�ØyÕUÜ�ÞdåþÕÙ�×|é�Þyß�à�×ÒæyÕrÜÊä�Ú ÖUÞdé ÕrÜ�Û�ÕÓáçuÞ�Õyßáà�×6ÿyÕ�Ù	ä�ÕÛrÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�ØyÕUÜ�Ù�×ué�Þ�ß ��ÓáÙæ�ÕrÜÊä�Ú ÖUÞdé ÕrÜ�Ó�ÙÛdÕ�ÙCÓüç|ÞyÕyß���Ó�Ù
ẏ2 − y2 = 2et

ẏ3 − y3 = et .Ñ�Ó�ûuÞüÓ�ýHÙ�ÓþçuÞüÓ
y2(t) = Atet e y3(t) = Btet .

�uÕUÜ�ÕYÛdÓ�ä	ÓrÜÃå6Ú�Ø�ÕrÜ
A
Ó

B
ä	ÓråIý�Ù�Ó

ẏ2 − y2 = 2et ⇒ Aet +Atet −Atet = 2et ⇒ A = 2Ó
ẏ3− y3 = et ⇒ Bet +Btet −Btet = et ⇒ B = 1úy×rûr×]Þ�å�Õ[Ù�×|é�Þyß�à�×]æ�ÕrÜÊä�Ú ÖUÞdé ÕrÜ ê

yP (t) =





0

2tet

tet



 .

� ædé Ú ÖáÕ�Ø�Ûd×aÕaÖ�×uØ�Û,Ú ß�à�×�Ú�ØrÚ ÖüÚ Õ�é ù ×|ÿüä ê å«ýHÙ�Ó
y(t) = eA(t−1)
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1−2e

1− e
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0

2tet

tet



 .

� �	��� ��� æUÜ�×|ÿ�é ÓUå�Õ�ä�Õ�å[ÿUÓrå¿æU×,ÛrÓ�Ù�ÓUÜ0Ü�Ó�Ù�×ué èUÚ Ûd×}Þ�Ù�Õ�ØyÛr×XÕþÝ�ì�ÜÃå[Þ�é ÕÒÛdÕþèyÕrÜ�Ú Õyßáà�×ÛdÕ�ÙCÖ�×uØüÙ�ä�Õ�Øáä	ÓáÙáí
�



� Ð��&Ü�Ó�ä	ÓrØ�ÛdÓ�ý�Ù�ÓXÜÉÓáÙ�×ué èüÓrÜ&× æUÜÉ×uÿdé Órå�Õ	�






















∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 1

u(t,0) = 0

u(t,π) = 0

u(0,x) = − x2

2î
t ≥ 0

Ó
x ∈ [0,π]

â�íÕUâ �oÕ�é ÖUÞdé ÓCÕIÓ � ærÜÉÓáÙ�Ù�à�×6Û�ÕIÙ ê Ü;Ú ÓIÛrÓ��y×|Þ�Ü;Ú ÓUÜuÛdÓ6Ù�ÓUØ�×rÙ Û�ÕIÝ�Þ�Ø�ßáà�× f : [0,π]→R
ÛdÕyÛ�Õî�ï è�Õ�é�í â æU×�Ü

f (x) = x
íð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
� ÙCÖ�×�Ó �,Ö�Ú ÓUØüä	Ó�ÙCÛ�ÕYÙ ê Ü;Ú ÓÒÛdÓÒÙ�ÓrØü×dÙTÙ�à�×}ÛdÕyÛd×rÙþæU×�Ü

bn =
2

π

∫ π

0

x · sennx dx

�&Ü;Ú�åÒÚ ä�Ú èyÕ�Ø�Ûd× æU×�Ü#æ�ÕrÜÊä	ÓáÙ ù ×uÿáä	ÓråIýHÙ�Ó
an =

2

π

[

− x · cosnx

n

∣

∣

∣

π

0

+

∫ π

0

cosnx dx
]

=
2

π

[

− π · cosnπ

n

]

= (−1)n+1
2

n
.

� Ù ê Ü;Ú ÓÒÛdÓ��y×|Þ�Ü;Ú ÓUÜ ê
∞
∑

n=1

(−1)n+1
2

n
sennx = 2

∞
∑

n=1

(−1)n+1
sennx

n
.

ÿUâ�ã=Ó�ä	ÓUÜHåÒÚ�Ø�ÓaÞdå�ÕYÙ�×ué�Þ�ßáà�× æyÕUÜÉä�Ú ÖyÞ�é ÕrÜ&ÛdÕXÓáçuÞ�Õyßáà�×aÛ,Ú Ý�ÓUÜ�ÓUØyÖüÚ Õ�é�ÛdÕYÝ�×�ÜHå�Õ
u(t,x) =

î�ï è�Õ�é�í â
g(x)

çuÞüÓ6Ù�Õüä�Ú Ù	Ý;Õyß�Õ[ä�Õ�å[ÿ ê å§Õ�ÙIÖ�×uØ�Û,Ú ß���ÓáÙTÛdÓþÝ�ÜÉ×uØáä	ÓyÚ�Ü�Õ,íð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø
� å�ÕþÙ�×ué�Þ�ßáà�×6Ó�Ù�ä�ÕyÖüÚ ×|Ø � Ü�Ú ÕþÛdÕþÓüç|ÞyÕyß�à�× ù è�ÓUÜ;Ú �,ÖáÕ6ÕþÓáçuÞ�Õyßáà�×YÛ�Ú Ý�ÓrÜÉÓrØáýÖüÚ Õ�é

−d2g

dx2
= 1 ⇒ g ′ = −x +A ⇒ g(x) = −x2

2
+Ax +B

�R×uå«×
g(0) = 0 ù Ù�Ó�û|Þ�Ó�ý�Ù�ÓÒçuÞüÓ B = 0 ù Ó g(π) = 0

Ú�å[æ�é Ú Ö�Õ
A = π/2

íTúy×rûd×
g(x) =

π

2
x − x2

2
.Öüâ �tÓáÙ�×ué è�Õ6× æUÜ�×|ÿ�é ÓUåþÕ,íî�ï èyÕ�é�í â ð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø

�o×|Ø�Ù�Ú ÛdÓUÜ�ÕüýHÙ�ÓYÞ�å�Õ[Ù�×|é�Þyß�à�×]Ø�ÕYÝ�×�ÜHå�Õ
u(t,x) = v(x , t)+g(x)ÓUå§ç|Þ�Ó

g ê Õ6Ý�Þ�Ø�ßáà�×aÛdÓ�ä	ÓrÜÃåÒÚ�ØyÕyÛ�Õ[ÓUå³ÿyâ ù Ó v(x , t) ê Þdå�ÕYÙ�×ué�Þ�ßáà�×�Øyà�×Yä'Ü;Ú èUÚ Õ�éÛr× æUÜ�×|ÿ�é ÓUå�Õ










∂v

∂t
− ∂2v

∂x2
= 0

v(t,0) = 0

v(t,π) = 0

�



�uÕUÜ�Õ�ÛdÓ�ä	ÓrÜÃå6Ú�Ø�ÕrÜ
v(x , t)

Þ�Ù�Õüý�Ù�Ó Ù�Óræ�ÕrÜ�Õyß�à�×�ÛrÓ èyÕUÜ;Ú
�
è�Ó�Ú Ù ù Ú Ù	ä	× ê�ù Ö�×|Ø�Ù�Ú ÛdÓUÜ�ÕüýHÙ�Ó

v(x , t) = T (t) ·X (x)
í � ÓråIýHÙ�Ó

T ′ ·X −X ′′ ·T = 0ÓXÞüä�Ú�é Ú ��Õ�ØyÛr×}Õ�ÙCÖ�×uØ�Û,Ú ß���ÓáÙTÛdÓÒÝ�ÜÉ×uØáä	ÓyÚ�Ü�Õ
v(t,0) = 0 ⇒ T (t) ·X (0) = 0 ⇒ X (0) = 0Ó
v(t,π) = 0 ⇒ T (t) ·X (π) = 0 ⇒ X (π) = 0Ñ�Ó�ûuÞüÓ�ýHÙ�ÓþçuÞüÓ

T ′ ·X −T ·X ′′ = 0 ⇒ T ′

T
=

X ′′

X
= σ×|Þ[Ù�Ó	Ô�Õ ë � ç|Þ�ÓaÜÉÓáÙ�×ué èüÓrÜ

T ′−σT = 0Ó
X ′′−σX = 0

X (0) = 0 , X (π) = 0

� ÿáä ê åIý�Ù�Ó
X (x) = Acos

√
−σx +B sen

√
−σxÓÒÕ�æ�é Ú Ö�Õ�ØyÛd×8Õ�ÙCÖ�×|ØyÛ�Ú ß ��ÓáÙTÛdÓþÝ�ÜÉ×uØáä	ÓyÚ�Ü�Õ ù Ù�Ó�ûuÞüÓ�ýHÙ�Ó

A = 0 , σ = −n2 , n = 1,2, . . .Ó
T (t) = e−n2t

� ÓråIý�Ù�ÓÒÓUØüä�à�×}ç|Þ�Ó
u(x , t) = v(t,x)+g(x) =

∞
∑

n=1

Bne
−n2t

(

sen(nx)
)

+
π

2
x − x2

2

�uÕUÜ�Õ8ÛrÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�ØyÕUÜ0×rÙ«Ö�×�Ó �|ÖüÚ ÓUØüä	Ó�Ù
Bn ù ÞüÙ�ÕüýHÙ�ÓYÕ8Ö�×|ØyÛ,Ú ß�à�×]Ú�ØrÚ ÖüÚ Õ�é u(0,x) = − x2

2

íúy×rûr×
∞
∑

n=1

Bn sen(nx) = −π

2
x

� Ù�Õ�ØyÛd×8ÕYÙ ê Ü�Ú Ó[ÛdÓ �y×|Þ�Ü�Ú ÓrÜ&ÛrÓ�ä	ÓUÜHåÒÚ�Ø�ÕyÛ�Õ[Órå � ÕUâÖ�×|ØyÖyé�ÞrÚ ýHÙ�Ó
Bn = (−1)n

π

nÓÒÖ�×|å«×aä�Õ�é�ÕYÙ�×|é�Þyß�à�×8Ûr× æUÜ�×|ÿ�é ÓUå�Õ ê
u(t,x) =

π

2
x − x2

2
+π

∞
∑

n=1

(−1)ne−n2t sen(nx)

n
.
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��ÐÒÑ�Ó�Ô�Õ
f : R → R

Þ�å�ÕYÝ�ÞdØyß�à�×�Ö�×|Øüä�Ú�ØdÞyÕ�å«ÓrØáä	ÓÒÛ�Ú Ý�ÓrÜÉÓrØ�Ö�Ú
�
èüÓré�í �o×|Ø�Ù�Ú ÛdÓUÜ�Ó6×]ærÜÉ×uÿdé Órå�ÕÛrÓþèyÕ�é ×�Ü0Ú�ØUÚ Ö�Ú Õ�é �











dy

dt
= (1+ y 2)f (ty)

y(0) = 0ÕUâ��Y×dÙ	ä'Ü�ÓÒçuÞ�ÓþÓáÙ	ä	ÓaæUÜ�×|ÿ�é ÓUå�Õ[ä	ÓUå´ÞdåþÕYÙ�×|é�Þyß�à�×��dØrÚ Ö�Õ�ØdÞ�å�Õ6èrÚ �üÚ�Ø ë Õ�Øyß�ÕXÛrÓ 0
íî�� í 0 è�Õ�é�í â ð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø

�o×|å«×8Õ[Ý�Þ�Øyß�à�×
(1+ y2)f (ty) ê Ö�×uØáä �ÉØ�Þ�Õ[Ó[Õ[Ý�Þ�Ø�ßáà�×

∂

∂y

(

(1+ y2)f (ty)
)

= 2yf (ty)+(1+ y 2)f ′(ty)t

ê Ö�×uØáä �ÉØ�ÞyÕ ù ×�ä	Óá×�ÜÉÓrå�Õ8ÛrÓ �RÚ ÖáÕUÜ�Û Û,Ú �YçuÞüÓXÓ � Ú Ù	ä	Ó Þdå�ÕaÙ�×|é�Þyß�à�×���ØUÚ ÖáÕ
y = φ(t)ØdÞ�åeèrÚ �üÚ�Ø ë Õ�Øyß�ÕXÕ�ÿUÓUÜÉä�ÕXÛ�Õ[×�Ü;Ú ûrÓråeä�Õ�é�ç|Þ�Ó

φ(0) = 0
íÿUâ_Ñ�ÞdæU×uØ ë Õþç|Þ�Ó ù ÕyÛ,Ú ÖüÚ ×uØ�Õ�é�å�ÓUØüä	Ó ù f Ù�Õüä�Ú Ù	Ý;Õ � f (x)≥ 1
æ�ÕrÜ�Õ�çuÞ�Õ�é çuÞ�ÓUÜ

x ∈R
í��Y×dÙ	ýî�ï í 0 èyÕ�é�í â ä'ÜÉÓ çuÞüÓ ×�Ú�Øüä	ÓUÜÉèyÕ�é ×�å

� �
Ú�å«×�ÛdÓ ÛdÓ ��ØrÚ ß�à�×°ÛdÕ�Ù�×|é�Þyß�à�×�Ûr×ÍæUÜ�×|ÿ�é ÓUå�Õ ÛdÓ è�Õ�é ×�ÜÚ�ØUÚ Ö�Ú Õ�é ê å�Õ�ÔH×�Ü�ÕyÛd×tíð&ñ�ò�ó�ô�õUö�÷yó,ø

ẏ = (1+ y 2)f (ty) ⇒ ẏ

1+ y2
= f (ty)

 Øüä	Ó�ûuÜ�Õ�ØyÛr×aÓUå
t
×|ÿüä	ÓUåIý�Ù�Ó

∫ t

0

ẏ(s)

1+ y2(s)
ds =

∫ t

0

f (s y(s))ds

æUÓUé ×}ç|Þ�Ó
arctany(t)− arctany(0) =

∫ t

0

f (s y(s))ds

/ Ú Ù	ä	×
y(0) = 0

y(t) = tan
(

∫ t

0

f (s y(s))ds
)

Ñ�Ó
f (x) ≥ 1

Ó6Õüä	ÓUØyÛrÓrØ�Ûd×8ÕYçuÞüÓ6Õ6Ý�Þ�Øyß�à�×aä�Õ�ØüûdÓUØüä	Ó ê å«×uØüìrä	×|ØyÕ[ÖyÜ�Ó�Ù�Ö�ÓrØáä	ÓþÓUå
]− π

2
, π

2
[ ù æU×,ÛdÓUå«×dÙTÓáÙ�ÖUÜÉÓ�èüÓrÜ

y(t) ≥ tan
(

∫ t

0

1 ds
)

= tan t

�R×uå«×
lim
t→ π

2

tan t = ∞ Õ Ù�×|é�Þyß�à�×_Ó � ædé ×,ÛdÓ}Ó�Ö�×uå«×_ä�Õ�é�×ÅÚ�Øüä	ÓUÜÉèyÕ�é ×°å � � Ú�å�×¶ÛrÓÛrÓ ��ØrÚ ß�à�×}Û�Õ[Ù�×|é�Þyß�à�×8Ûr× æUÜ�×|ÿ�é ÓUå�ÕXÛrÓþèyÕ�é ×�Ü0Ú�ØUÚ Ö�Ú Õ�é ê å�Õ�Ô�×�Ü�ÕyÛd×tí

	


