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Æ�Ç;È�ÉËÊ,Ì
f : C → C ÍrÎ ÌpÏ ÍrÐ)ÑwÒÓ�Ô�ÐwÕ É Ô�Ö Ìp×ØÌ×ØÌÂÙ ÓrÖÚÜÛXÝ ÌØÞ�ß¯à

f (x + iy) = x2 +α(y)+ i(2y −1)β (x)

Ó�Ð ×rÉ α
É

β á	Ò)Ó Ï ÍrÐ)Ñãâ É á R → R
ß9äDÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð ÉUÉ á�Õ Ì á × Í Ì á Ï ÍrÐ)Ñãâ É á É�åxÙrÞ Ô æ`Ô Õ Ì Î É ÐwÕ ÉÄç�×rÉ ÎUÓ × Ó ÌXè Í Éá ÉËÊ,Ì á Ì Õ	Ô á Ï�É Ô Õ ÌpÌ æãÓ�Ð × Ô ÑwÒ)Ó f (0) = 1
ß

é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ®ò Ó�ÎUÓ f ó¤ÍrÎ ÌjÏ ÍrÐÑwÒ)Ó©ÔÁÐwÕ É Ô�Ö ÌØç!Ì áuáãÍ Ì á ÙÌ ÖôÕ É á\Ö ÉwÌØÞEÉ ÔÁÎ Ì)õ Ô�Ðö`Ö(Ô Ì á	ÒÓ©Ô�Ðw÷�ÐwÕ Ì Î É ÐwÕ É× Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ôøö Ý É Ô á É á Ì Õ	Ô á Ï(Ì)ùãÉ Î Ì á Éãè Í Ì Ñãâ É á ×rÉ ò Ì Í)æÄúwûwü	ý¾Ô É Î Ì ÐrÐ É Î¹Õ�Ó × ÓÄáVÓÄá Ù Ó�ÐwÕ,ÓÄá z = x + iy
× ÓÙrÞ Ì Ð)Ó\æãÓ�Î ÙrÞ É�å Ó ß-þ á�á�Ô�Î ç�É á�æÄÖ É Ý É Ð × Ó

u(x ,y) = ý É (f (x + iy)) = x2 +α(y)
É

v(x ,y) = ÿ�Î (f (x + iy)) = (2y −1)β (x)

Õ É ÎVüËá Éuè Í ÉÄç Ð É æ É á�á Ì ÖËÔ Ì Î É ÐwÕ É
{

∂u
∂x

= ∂v
∂y

∂u
∂y

=− ∂v
∂x

Ó�Í�á ÉËÊ�Ìrç
{

2x =2β (x)
α ′(y)=(1−2y)β ′(x).ä3ÌjÙ Ö(ÔÁÎ É Ô�Ö ÌpÉãè Í Ì ÑwÒÓjæãÓ�Ð)æ Þ Í|Ô üËá É ÔÁÎ Éã× Ô Ì Õ Ì Î É ÐwÕ ÉUè Í É

β (x) = x

É áãÍ��wá�Õ�Ô Õ�Í|Ô�Ð × ÓÂÐ Ì á É�õ ÍrÐ ×ØÌ Éãè Í Ì ÑwÒÓ ç�è Í É β ′(x) = 1
ç Õ É ÎVüËá É

α ′(y) = 1−2y

⇒ α(y) = y − y 2 + c , æãÓ�Î c ∈ R.

þ æãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É c
Ù Ó ×rÉ á É Ö¦÷?Ð ÌØÞ Î É Ð)Õ Éu×rÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð Ì×ØÌ ÍwÕ�Ô Þ Ô ùwÌ Ð × Ó Ì æãÓ�Ð × Ô ÑwÒÓ ×ØÌ×ØÌ

f (0) = c = 1.



�?Ç ò Ó�Ðwá�Ô ×rÉ Ö ÉpÌ�Ï ÍrÐ)ÑwÒÓ f : C\{0,1} → C
×ØÌ×ØÌÂÙ ÓrÖÚÜÛXÝ ÌrÞÁß¯à
f (z) =

z +1

z(z −1)
.

äDÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð É Ó´Î Ì Ô ÓØÖ Ý ÌØÞ ÓrÖ ×rÉ R > 0
É�Ì æãÓrÖÜÖ É á Ù Ó�Ð ×rÉ ÐwÕ É áãÍæ É á�á	Ò)Ó {cn} Õ ÌØÞzè Í É f

Ù Ó ×rÉ á É Ö-Ö ÉÄÙ Ö É üá É ÐwÕ Ì×ØÌ®Ù|ÉÄÞ Ì á�óÄÖ(Ô É
f (z) =

+∞
∑

n=−∞

cn

zn

ÙÌ Ö Ì Õ�Ó × Ó 0 < |z | < R .

é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ�� É ÎVüËá É Ð)Ó Ì � É Ö�Õ,Ó {z ∈ C : 0 < |z | < 1}

f (z) =
z +1

z(z −1)
=

z +1

z
· 1

z −1
=

(

1+
1

z

)

· −1

1− z

=

(

1+
1

z

)

· (−1)
∞

∑

n=0

zn

= −1
(

1+ z + z2 + · · ·
)

−
(

z−1 +1+ z + z2 + · · ·
)

= −1

z
−2

∞
∑

n=0

zn.

� Ó õ Ó R = 1
ç
cn = 0

ÙÌ Ö Ì n > 1
ç
c1 = −1

É
cn = −2

ÙÌ Ö Ì n ≤ 0
ß

�?Ç ò ÌØÞ æÄÍ Þ É Ó á É�õ Í|Ô�Ð)Õ É ÔÁÐwÕ É�õ Ö ÌrÞ�ç�Ù ÓØÖ ÌØÙrÞ Ô æ Ì ÑwÒÓ æãÓ�Ð Ý É Ð|Ô É ÐwÕ É�× Ó Õ É ÓrÖ É Î Ì × ÓÄáuÖ É á�� × Í)ÓÄáÚÜÛ ç�� Ý ÌØÞ�ß¯à
∫ π

0

dθ
(5+3 cosθ)2

.

é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ ä3Ì× Ó è Í É�Ì�Ï ÍØÐ)ÑwÒ)Ó¤Ô�ÐwÕ É�õ Ö Ì Ð ×ØÌ ó ÙÌ Ö É Ù|É Ö(Ô 	 × Ô æ ÌX×rÉ Ù|É Ö
�¯Ó × Ó 2π, Õ É Î ÓÄá
∫ π

0

dθ
(5+3cosθ)2

=
1

2

∫

2π

0

dθ
(5+3cosθ)2

.

� Ì Ö Ì\×rÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð Ì Ö É á�Õ É ÔÁÐwÕ É�õ Ö ÌrÞ�ç æãÓ�Ð)á�Ô ×rÉ Ö Ì üËá É Ì æ`Ô�Ö¼æÄÍrÐ Ï(É Ö
�ÄÐ)æ`Ô Ì ÍrÐ|Ô Õ�ö`Ö(Ô Ì |z | = 1,
Ù`Ì Ö Ì Î É Õ�ÖËÔ ùwÌ)×zÌ\×rÉÌ æãÓØÖ × ÓjæãÓ�Î z = e iθ , θ ∈ [0,2π].

� É ÎUÓÄá É ÐwÕ�ÒÓ dz = ie iθdθ
É

∮

|z |=1

f (z)dz =

∫

2π

0

f (e iθ )ie iθdθ =

∫

2π

0

dθ
2(5+3cosθ)2

.

ä3Ì)× Ó è Í É cosθ = 1

2
(e iθ + e−iθ) = 1

2
(e iθ +(e iθ )−1)

ç¾Ù Ó ×rÉ Î ÓÄá É á�æÄÖ É Ý É Ö
f (e iθ ) =

1

2ie iθ
(

5+ 3

2
(e iθ +(e iθ )−1)

)2
,

×rÉ Ó�Ð ×rÉ á Éu×rÉ Õ É ÖÜÎpÔ�Ð Ì f (z)

f (z) =
2z

4iz2
(

5+ 3

2
(z + z−1)

)2
=

2z

i (10z +3z2 +3)2
=

2z

9i (z +3)2
(

z + 1

3

)2
.

Û



� á�Õ ÌUÏ ÍrÐ)ÑwÒÓ Õ É Î á�Ô�Ð õ Í Þ Ì Ö(Ô ×ØÌ×rÉ áVÔ á�Ó Þ Ì×ØÌ á-á�Ó�Î É Ð)Õ É Ð)ÓÄá Ù Ó�Ð)Õ,ÓÄá z1 = −3
É

z2 = −1

3
.
ò Ó�Î Ó ÌØÙ|É Ð Ì áÓ Ù Ó�ÐwÕ�Ó z2 = −1

3
á ÉXÉ Ð)æãÓ�ÐwÕ�Ö Ì ×rÉ ÐwÕ�Ö�Ó ×ØÌ æ`Ô�Ö¼æÄÍrÐ Ï(É Ö
�ÄÐ)æ`Ô Ì ÍØÐ|Ô Õ�ö`Ö(Ô ÌØç Ý Ì ÎUÓÄá æ Þ Ì á�á�Ô ÷�æ Ì Ö É á�Õ Ì á�ÔÁÐ õ Í Þ Ì üÖ(Ô ×ØÌ×rÉÄç�×ØÉ;Ï ÓØÖËÎ ÌXÌ ÌrÙrÞ Ô æ Ì ÖHÓ Õ É ÓrÖ É Î ÌX× ÓÄápÖ É á�� × Í)ÓÄá ß�ä3Ì)× Ó è Í É

f (z)(z + 1

3
)2 =

2z

9i (z +3)2

ó ÍrÎ ÌpÏ ÍrÐ)ÑwÒÓ × Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ôøö Ý ÉÄÞ ÐrÍrÎ Ì Ý Ô ù Ô�Ðrú Ì Ð)Ñ Ì ×ØÉ −1

3
,
É á�Õ É ó ÍrÎ Ù Ó Þ Ó × Í ÙØÞ Ó çEÌ á�á�Ô�Î

ý É á (f ,−1

3
) =

d

dz

(

2z

9i (z +3)2

)

∣

∣

∣

− 1

3

=
2

9i

3− z

(z +3)3

∣

∣

∣

− 1

3

=
5

128i

� Ô�Ð ÌØÞ Î É ÐwÕ ÉÄç¦ÙÄÉÄÞ Ó Õ É ÓØÖ É Î ÌX× ÓÄáuÖ É á�� × Í)ÓÄá ç Ó �wÕ É Î ÓÄá
∫ π

0

dθ
(5+3cosθ)2

=

∮

|z |=1

f (z)dz = 2π i
5

128i
=

5

64
π.

� Ç äDÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð ÉpÌ á�Ó Þ ÍÑwÒ)Ó ×ØÌ Éãè Í Ì ÑwÒÓ × Ô Ï�É Ö É Ð)æ`Ô ÌØÞ ÓrÖ × Ô�Ðö`ÖËÔ ÌÚÜÛXÝ ÌrÞÁß¯à
y ′ +

2

t
y =

sen t

t
t > 0,

è Í É á Ì Õ	Ô á Ï(Ì)ùuÌ æãÓ�Ð × Ô ÑwÒÓ¤Ô�ÐrÔ æ`Ô ÌØÞ y(π) = 0
ß

é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ � Ö Ì Õ Ì üËá ÉV×ØÉ ÍrÎ ÌuÉãè Í Ì ÑwÒÓ Þ Ô�Ð ÉwÌ Ö ×rÉXÙ ÖËÔ�Î É ÔÁÖ Ì ÓrÖ ×rÉ Î ß�� Í Þ Õ�Ô ÙØÞ Ô æ Ì Ð × Ó Ì Î �|ÓÄá%ÓÄáVÎ É ÎZü
�Ö�ÓÄá ×ØÌ Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó ÙÄÉÄÞ Ó Ï(Ì æ�Õ,ÓØÖDÔ�Ð)Õ É�õ Ö Ì ÐwÕ É

µ(t) = e
∫

2

t
dt = e2 log t = t2 , t > 0

ÌXÉãè Í Ì ÑwÒÓ Ù Ó ×rÉ á É Ö É á�æÄÖ(Ô Õ Ì Ð ÌpÏ ÓØÖËÎ Ì
d

dt
(t2y) = t sint

ÙÄÉÄÞ Ó è Í É
t2y =

∫

t sint dt +C = −t cos t +sin t +C

ÉÄç¾ÙÌ Ö Ì t > 0
çEÌ á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ ×ØÌ Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó × Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ô ÌrÞ ó

y(t) = −cos t

t
+

sint

t2
+

C

t2

� á Ì Ð × Ó Ì æãÓ�Ð × Ô ÑwÒ)ÓjÔ�Ð|Ô æ`Ô ÌØÞ y(π) = 0
ç Ó �wÕ�óÄÎZüËá É C =−π

ç�ÉUÌ á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó × Ó Ù Ö¼Ó � Þ É Î Ì;×rÉ Ý ÌrÞ ÓrÖ'Ô�Ð|Ô æ`Ô ÌØÞó ×ØÌ×ØÌ®Ù ÓØÖ
y(t) = −cos t

t
+

sint

t2
− π

t2

�



� Ç;È�ÉËÊ,Ì
f : B1(0) → C ÍrÎ ÌpÏ ÍrÐ)ÑwÒÓ ú)Ó Þ Ó�ÎUÓrÖ ÏËÌrç Ó�Ð ×rÉ B1(0) = {z ∈ C : |z | < 1} ß � ÓÄá�Õ�Ö Éuè Í É á É |f |Ú�� ç�� Ý ÌØÞ�ß¯à

ópæãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ ÉuÉ ÐwÕ�Ò)Ó f Õ Ì Î �|óÄÎ óuæãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É|ß
é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ þ æãÓ�Ð × Ô ÑwÒÓ |f | = æãÓ�Ðwá�Õ ß á�Ô õ Ð|Ô ÷�æ Ìpè Í É

|f (z)| =
√

(u(x ,y))2 +(v(x ,y))2 = æãÓ�Ðwá�Õ ß
Ó�Í ç Ó è Í É ó Éãè Í|Ô Ý ÌrÞ É ÐwÕ ÉÄç

|f (z)|2 = (u(x ,y))2 +(v(x ,y))2 = æãÓ�Ðwá�Õ ß ,ÙÌ Ö Ì Õ,Ó × Ó�Ó z = x + i y ∈ B1(0).
� Ì áXÔ á�Õ�Ó´ÐÒÓÂá�Ô õ Ð|Ô ÷�æ Ì Ð É æ É á�á Ì Ö(Ô Ì Î É ÐwÕ É è Í É u(x ,y)

É
v(x ,y)á ÉËÊ,Ì Î æãÓ�Ð)á�Õ Ì ÐwÕ É á ç%è Í É óÂÓ è Í É�è Í É Ö É Î ÓÄá\æãÓ�Ð)æ Þ Í �ôÖ Ú�Ý ÉËÊ,ÌØçUÙ ÓØÖ É�å`É Î ÙrÞ Ó ç�Ì¤Ï ÍrÐ)ÑwÒÓ f (x + iy) =

x + i
√

1− x2
ç�è Í É á Ì Õ�Ô á ÏËÌ)ù |f | = æãÓ�Ð)á�Õ ß Î Ì á è Í É Ð`Ò)Ó óuæãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É)à�ß�� è Í É á É Ù|Éã×rÉ ÙÌ Ö Ì ÎUÓÄá�Õ�Ö Ì Öó è Í ÉÄç Ð)Ó�æ Ì á�Ó ×ØÌ´Ï ÍrÐ)ÑwÒÓ�á É Öpú)Ó Þ Ó�Î ÓrÖ Ï(Ì Ú è Í É Ó � Ý Ô Ì Î É ÐwÕ É ÓPæãÓ�Ð)Õ�Ö Ì ü É�å`É Î ÙrÞ Ó Ì ÐwÕ É Ö(Ô ÓØÖ�ÐÒÓPó àè Í Ì Ð × Ó�Ó�Î 	 × Í Þ Ó ×ØÌXÏ ÍrÐ)ÑwÒÓÂó�æãÓ�Ðwá�Õ Ì Ð)Õ ÉÄç?ÌÂÙ Ö
	 Ù Ö(Ô Ì Ï ÍØÐ)ÑwÒ)ÓjÕ Ì Î �|óÄÎ Ó\á É Ö¼ö ß�� ÓÄÕ É Õ Ì Î �|óÄÎ è Í ÉÐÒ)Ó Ù Ó ×ØÉ Íwá Ì Ö Ìè Í|Ô�Ó � É ÓØÖ É Î Ì\×rÉ � Ô Ó�Í Ý Ô Þ�Þ ÉÄç Ý Ô á�Õ�Ó è Í É É á�Õ É á�	jó ÌrÙØÞ Ô æwö Ý ÉÄÞ�ÌXÏ ÍrÐ)Ñãâ É á ×rÉ ÷?Ð|Ô ×ØÌ á É× Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ôøö Ý É Ô á É Î¹Õ�Ó × Ó Ó C

ç Ó è Í É ÐÒÓ\ó Ìè Í|Ô�Ó æ Ì á�Ó ßþ�×rÉ Î Ó�Ðwá�Õ�Ö Ì ÑwÒ)Ó ×rÉ á�Õ É Ö É áãÍ Þ Õ Ì)× Ó á É�õ Í ÉuÉ ÐwÕ�Ò)Ó\Ó á É�õ ÍrÔ�ÐwÕ É Ö Ì æ`Ô Óxæ �ôÐ É Ó ß3È�É |f (z)| = 0
ç�É ÐwÕ�Ò)Ó

(u(x ,y))2 +(v(x ,y))2 = 0É ÐÒÓ¤úöXÓ � Ý Ô Ì Î É Ð)Õ É Ó�Í)Õ�Ö Ì ú|Ô Ù 	ÄÕ É á ÉÄç�è Í É ÐÒ)Ó\á ÉËÊ,Ì Õ É Ö2üËá ÉuÌ)è ÍrÔ
u(x ,y) = 0

É
v(x ,y) = 0,× Ó�Ð ×rÉ á É æãÓ�Ð)æ Þ Í|Ô è Í É Ð É á�Õ É æ Ì á�Ó f = 0

ç�É ó Ù ÓØÖôÕ Ì ÐwÕ�Ó\æãÓ�Ðwá�Õ Ì Ð)Õ É|ß
� å æ Þ Í ��Ð × Ó Ìwõ ÓØÖ Ì Ójæ Ì á�Ó ×ØÌ æãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É á É Ö 0

ç áãÍ Ù Ó�Ðrú Ì üËá ÉXÉ Ð)Õ�ÒÓ è Í É |f | = æãÓ�Ðwá�Õ ß 6= 0
ßuäDÉ Ö(Ô Ý Ì Ð × ÓÌXÉãè Í Ì ÑwÒÓ

(u(x ,y))2 +(v(x ,y))2 = æãÓ�Ðwá�Õ ßÙ Ö(ÔÁÎ É ÔÁÖ�Ó É Î7ÓrÖ ×rÉ Î Ì
x
Ép×rÉÄÙ ÓxÔ á É Î ÓrÖ ×rÉ Î Ì

y æÄú É�õØÌ üËá É�Ì Ó á�Ô á�Õ É Î Ì
{

2u ∂u
∂x

+2v ∂v
∂x

=0

2u ∂u
∂y

+2v ∂v
∂y

=0.

� á Ì Ð × Ó Ì)õ ÓrÖ Ì Ó ÏËÌ æ�Õ,Ó ×rÉ�è Í É9Ì9Ï ÍrÐÑwÒ)ÓuóUú)Ó Þ Ó�Î ÓrÖ Ï(ÌØçØÌrÙØÞ Ô æ Ì ÎZüËá É�Ì á'æãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á ×ØÉ ò Ì Í)æÄúãûwü	ýHÔ É Î Ì ÐrÐÙÌ Ö ÌØç Ð É á�Õ É á�Ô á�Õ É Î ÌØç áãÍ �wá�Õ	Ô Õ�ÍrÔ�Ö Ì á ×ØÉ Ö(Ô Ý Ì×ØÌ á ×rÉ v
Ù ÓØÖ ×rÉ Ö(Ô Ý Ì×ØÌ á ×rÉ u

{

2u ∂u
∂x

−2v ∂u
∂y

=0

2u ∂u
∂y

+2v ∂u
∂x

=0
⇔

[

u −v

v u

]

[

∂u
∂x
∂u
∂y

]

=

[

0

0

]

.

� ×rÉ Õ É ÖËÎpÔÁÐ Ì Ð)Õ É;×ØÌ Î Ì Õ�Ö(Ô ù ×rÉ á�Õ É á�Ô á�Õ É Î Ì ó u2 +v2
è Í ÉÄç¦Ù ÓrÖ-ú|Ô Ù 	ÄÕ É á É ó;æãÓ�Ðwá�Õ Ì Ð)Õ É;É;× Ô Ï(É Ö É ÐwÕ ÉU×rÉù�É Ö¼Ó ß ò Ó�Ðæ Þ Í|Ô üËá É;Ì á�á�Ô�Î è Í É�Ì�� Ð|Ô æ Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ ó

∂u

∂x
= 0

∂u

∂y
= 0

Ó è Í ÉÄç ÐÓ»æ ��Ö�æÄÍ Þ Ó ×rÉ Ö Ì Ô Ó 1 æ É Ð)Õ�Ö Ì× Ó·Ð Ì ÓrÖ(Ô õrÉ ÎKÔ�Î ÙØÞ Ô æ Ì©è Í É�ÌcÏ ÍØÐ)ÑwÒ)Ó u(x ,y) ócæãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É|ß
� Õ�Ô Þ Ô ùwÌ Ð × Ó Ì á Éãè Í Ì Ñãâ É á ×rÉ ò Ì ÍæÄúãûwü	ýHÔ É Î Ì ÐrÐ ç æãÓ�Ð)æ Þ ÍrÔ üËá Éuè Í É Ì á ×ØÉ Ö(Ô Ý Ì×ØÌ á ÙÌ Ö�æ`Ô Ì Ô á ×rÉ v Õ Ì Î �|óÄÎá	Ò)Ó ùãÉ Ö�Ó ç�É Ù ÓØÖôÕ Ì ÐwÕ�Ó v(x ,y) ó Ô õ Í ÌØÞ Î É Ð)Õ É æãÓ�Ðwá�Õ Ì Ð)Õ É|ß

	



�?Ç ò Ó�Ðwá�Ô ×rÉ Ö É Ó á É�õ Í|ÔÁÐwÕ É Ù Ö�Ó � Þ É Î Ì ×rÉ Ý ÌrÞ ÓrÖDÔÁÐ|Ô æ`Ô ÌrÞÚÜÛ ç�� Ý ÌØÞ�ß¯à
t + ye2ty +αte2ty dy

dt
= 0 , y(1) = 0

É Î è Í É α ∈ R\{0} ßÌ`à�È�É Î Ö É á�Ó Þ Ý É Ö Ì»Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó ç ÎUÓÄá�Õ�Ö É©è Í É Ó Ù Ö¼Ó � Þ É Î ÌaÌ× ÎpÔ Õ É á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ � Ð|Ô æ Ìa×rÉ ÷?Ð|Ô ×zÌ ÐØÍrÎ ÌÝ Ô ù Ô�ÐØú Ì ÐÑ Ì ×rÉ t = 1
ß

� à�äDÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð É Ó Ý ÌrÞ ÓrÖ ×rÉ α
ÙÌ Ö Ì Ó è Í ÌrÞ)Ì9Éãè Í Ì ÑwÒÓuó É�åÄÌ æ�Õ Ìzß � Ì Ö ÌVÉ á�á É Ý ÌØÞ ÓØÖ ç Ö É á�Ó Þ Ý Ì Ó Ù Ö�Ó � Þ É Î ÌÉ Ô�Ð × Ô è Í É ÓÂÔÁÐwÕ É Ö Ý ÌØÞ Ó�ÎUö å ÔÁÎ Ó ×rÉ á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó ß

é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ
Ì`à � Î Ì Ý É�ùpè Í É α 6= 0,

Ù Ó ×rÉ Î ÓÄá É á�æÄÖ É Ý É Ö ÌXÉãè Í Ì ÑwÒ)Ó´Ð Ì�Ï ÓØÖËÎ Ì
dy

dt
= f (t,y), Ó�Ð ×rÉ f (t,y) =

t + ye2ty

αte2ty
.

þ�Ï ÍrÐ)ÑwÒÓ f (t,y) ó ×rÉ æ Þ Ì á�á É C∞ Ð)ÓÂæãÓ�Ð Ê ÍrÐwÕ�Ó A = R
2\{(t,y) : t = 0} ßVþ á�á�ÔÁÎ ç Ð É á�Õ É æãÓ�Ð Ê ÍØÐwÕ,Ó ç

f ó Þ Ózæ ÌØÞ Î É ÐwÕ É � Ô Ù á�æÄú|Ô Õ ù Ô Ì Ð Ì É Î Ö ÉÄÞ Ì ÑwÒ)Ó Ì y , Ó è Í É õØÌ Ö Ì Ð)Õ ÉÄçDÙ|ÉÄÞ Ó®Õ É ÓrÖ É Î Ì ×rÉ � Ô æ Ì Ö × ü � Ô�Ð ×ØÉÄÞ �`Ï�çè Í É ÐrÍrÎ Ì Ý Ô ù Ô�ÐØú Ì ÐÑ Ì ×rÉ t = 1,
É�å Ô á�Õ É ÍrÎ Ì � ÐrÔ æ Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó ÙÌ Ö Ì Ó Ù Ö�Ó � Þ É Î Ì ×rÉ Ý ÌrÞ ÓrÖ%Ô�Ð|Ô æ`Ô ÌØÞ æãÓ�Î

y(1) = 0
Ú Ù ÓxÔ á9Ó Ù Ó�ÐwÕ�Ó (1,0)

É á�Õ�ö É Î A.)

� à�þ�Éãè Í Ì ÑwÒÓ Ù Ó ×ØÉ á É Ö É á�æÄÖ(Ô Õ Ì Ð ÌpÏ ÓrÖÜÎ Ì
M(t,y)+N(t,y)

dy

dt
= 0

æãÓ�Î
M(t,y) = t + ye2ty , N(t,y) = αte2ty .

� ÓrÖ ×ØÉ ÷�Ð|Ô ÑwÒ)Ó ç�ÌXÉãè Í Ì ÑwÒÓjó É�å|Ì æ�Õ Ì á É
∂M

∂y
=

∂N

∂ t
⇔ e2ty +2tye2ty = α(e2ty +2tye2ty ),

Ó è Í É ÔÁÎ ÙrÞ Ô æ Ì è Í É α = 1.
�!É á�Õ É æ Ì á�Ó ç Õ É ÎUÓÄá N(t,y) = te2ty .

� á Ù ÓÄÕ É Ð)æ`Ô Ì Ô á ÙÌ Ö Ì É á�Õ Ì Éãè Í Ì ÑwÒ)ÓÝ É Ö(Ô ÷�æ Ì Î
φ(t,y) =

∫

M(t,y)dt =
t2

2
+

e2ty

2
+g(y)

φ(t,y) =

∫

N(t,y)dy =
e2ty

2
+h(t).

ò Ó�Î ÙÌ Ö Ì Ð × Ó Ì á × Í Ì á É�åzÙ Ö É á�á�â É á ç Ý É Î ÓÄá è Í É ÓÄá Ù ÓÄÕ É Ðæ`Ô Ì Ô á�á	Ò)Ó ×zÌpÏ ÓrÖÜÎ Ì
φ(t,y) =

∫

M(t,y)dt =
t2

2
+

e2ty

2
+C ,

ÙÌ Ö Ì ÍrÎ Ì æãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É C ∈ R.
þ á�á�ÔÁÎ ç�Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ õrÉ Ö ÌrÞx×ØÌ Éãè Í Ì ÑwÒÓ¤Ð Ì�Ï ÓØÖËÎ Ì Ô�Î ÙrÞ ��æ`Ô Õ Ì ó

t2

2
+

e2ty

2
+C = 0.

�



ò Ó�Î t = 1, y = 0, Õ É ÎUÓÄá
1

2
+

1

2
+C = 0 ⇔ C = −1,

� Ó õ Ó ç�Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó × Ó Ù Ö¼Ó � Þ É Î ÌX×ØÉ Ý ÌØÞ ÓrÖ3Ô�Ð|Ô æ`Ô ÌØÞ ó
t2

2
+

e2ty

2
= 1 ⇔ y(t) =

1

2t
log

(

2− t2
)

.

� á�Õ Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ É á�Õ�ö ×rÉ ÷?Ð|Ô ×ØÌjÙÌ Ö Ì t 6= 0
É

2− t2 > 0.
� ÔÁÐwÕ É Ö Ý ÌrÞ Ó ×rÉu×rÉ ÷?Ð|Ô ÑwÒÓ Ú æãÓ�ÐwÕ É Ð × Ó t = 1) óÙ ÓØÖôÕ Ì ÐwÕ�Ó ç ]0,√2[.

� Ç ò Ó�Ðwá�Ô ×rÉ Ö É Ó á É�õ Í|ÔÁÐwÕ É á�Ô á�Õ É Î Ìp×ØÉuÉãè Í Ì Ñãâ É á × Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ô Ì Ô á9ÓØÖ × Ô�Ð`ö`Ö(Ô Ì áÚ � Ý ÌrÞÁß¯à
{

x ′ =2x + y

y ′ =−x +1

Ì`à�äDÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð ÉpÌ á�Ó Þ ÍÑwÒ)Ó õrÉ Ö ÌØÞz× Ó á�Ô á�Õ É Î Ì úÓ�Î Ó õ óÄÐ É Ó Ì á�á�Óxæ`Ô Ì× Ó ß
� à�äDÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð ÉpÌ á�Ó Þ ÍÑwÒ)Ó × Ó\á�Ô á�Õ É Î Ì ÔÁÐ × Ô æ Ì× Ó ç�è Í É á Ì Õ	Ô á Ï(Ì)ù;Ì æãÓ�Ð × Ô ÑwÒ)Ó x(0) = y(0) = 0

ß
é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ
Ú��������
	������������	�������������� à � É ÎZüËá É x ′′ = 2x ′ + y ′ ß � Ó õ Ó x ′′ = 2x ′ +(−x +1)

É Ó �)Õ,óÄÎVüËá ÉXÌ Éãè Í Ì ÑwÒÓ×rÉ á É�õ ÍrÐ ×zÌ ÓrÖ ×rÉ Î
x ′′−2x ′ + x = 1.

Ú�� à
ÌÄà�þQÉãè Í Ì ÑwÒÓ ú)Ó�ÎUÓ õ óÄÐ ÉwÌ æãÓØÖËÖ É á Ù Ó�Ð ×rÉ ÐwÕ É ó x ′′ − 2x + x = 0

ß � Ù Ó Þ ÔÁÐ 	�ÎpÔ ÓPæ Ì Ö Ì æ�Õ É Ö
�¯á�Õ	Ô æãÓgó
λ 2−2λ +1 = (λ −1)2

ß � Ó õ Ó Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ õrÉ Ö ÌØÞ ó x(t) = (a+bt)et ç Ó�Ð ×rÉ a
É

b á	ÒÓ;æãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É á ßò Ó�ÎUÓ y = x ′−2x Õ É ÎZüËá É
y(t) = (a+bt)et +bet −2(a+bt)et

= bet − (a+bt)et .

� ÓrÖôÕ Ì ÐwÕ,Ó Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó õrÉ Ö ÌrÞx× Ó á�Ô á�Õ É Î Ì ú)Ó�Î Ó õ óÄÐ É Ójó
x(t) = aet +btet

ÚÜÛ à
y(t) = −aet +b(1− t)et .

Ú �rà
� à ò Ó�ÎUÓ x(t) = 1 ó ÍrÎ Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ ×ØÌXÉãè Í)ÑwÒÓ Ú�� àZÌ á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó õrÉ Ö ÌrÞx× Ó á�Ô á�Õ É Î Ì ó

x(t) = aet +btet +1

y(t) = −aet +b(1− t)et −2.

Ú���	�� ����!����"����	�������������� àlþ á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ\Î Ì Õ�Ö(Ô æ`Ô ÌrÞ Ó �wÕ,óÄÎVüËá ÉZ×ØÌ á É�õ Í|ÔÁÐwÕ É Î Ì Ð É ÔÁÖ ÌØß ò Ó�Î É Ñ Ì üËá ÉuÙ ÓrÖ É á�æÄÖ É üÝ É Ö!Ó á�Ô á�Õ É Î Ì Ð Ì�Ï ÓØÖËÎ Ì Î Ì Õ�Ö(Ô æ`Ô ÌrÞ
(

x

y

)′

=

(

2 1

−1 0

)(

x

y

)

+

(

0

1

) Ú 	 à

#



� Ó õ Ó ç Ó�á�Ô á�Õ É Î Ì ú)Ó�ÎUÓ õrÉ Ð)óãÓ Ì á�á�Ózæ`Ô Ì)× Ó�ó ( x
y )′ =

(

2 1

−1 0

)

· ( x
y )
ß � Ù Ó Þ Ô�Ð 	�Î�Ô Ó©æ Ì Ö Ì æ�Õ É Ö � á�Õ�Ô æãÓ ×ØÌ

Î Ì Õ�Ö(Ô å ó p(λ ) = det

(

2−λ 1

−1 −λ

)

= λ 2−2λ +1 = (λ −1)2
ß3È�ÉËÊ�Ì

A =
(

2 1

−1 0

) ß3þ Î Ì Õ�Ö(Ô ù

A− I =

(

1 1

−1 −1

)

Õ É Î ÐrÍ Þ Ô ×zÌ)×rÉ ��� Ù ÓrÖôÕ Ì ÐwÕ,Ó ÓXáãÍ�� É á ÙÌ ÑãÓ õrÉ Ö Ì)× Ó Ù|ÉÄÞ ÓÄá Ý É æ�Õ�ÓrÖ É á Ù Ö
	 Ù ÖËÔ ÓÄá ×rÉ A Õ É Î × Ô�Î É Ðwá	ÒÓ � É Aóuá É Î ÉÄÞ ú Ì Ð)Õ É�� Î Ì Õ�ÖËÔ ù;×rÉ�� ÓØÖ ×ØÌ Ð
(

1 1

0 1

)

.

ò Ó�ÎUÓ (A− I )2 ó Ì Î Ì Õ�Ö(Ô ù ÐØÍ Þ ÌØç�ÙÌ Ö Ìu×rÉ Õ É ÖËÎpÔÁÐ Ì ÖHÍrÎ Ý É æ�Õ�ÓrÖ Ù Ö 	 Ù Ö(Ô Ó õrÉ Ð É Ö ÌrÞ Ô ùwÌ)× Ó � Ì á�Õ Ì;É ÐæãÓ�ÐwÕ�Ö Ì ÖÍrÎ Ý É æ�Õ�ÓrÖ v Õ ÌrÞxè Í É (A− I )v 6= 0
ß � ÓrÖ É�å`É Î ÙrÞ Ó v = ( 1

0
)
ß3È�É�õ Í É üËá Épè Í É

(A− I )

(

1

0

)

=

(

1

−1

)

ó ÍrÎ Ì Ý É æ�Õ�ÓrÖ Ù Ö
	 Ù Ö(Ô Ó ÉpÌ á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ õrÉ Ö ÌØÞØ×ØÌ Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó´ú)Ó�Î Ó õ óÄÐ ÉwÌ Ì á�á�Óxæ`Ô Ì×ØÌ�� Éãè Í Ì ÑwÒÓ Ú 	 à ó
(

x

y

)

= c

(

1

−1

)

et +d

[

t ·
(

1

−1

)

+

(

1

0

)]

et ,
Ú �Øà

Ó�Ð ×rÉ c
É

d á	Ò)ÓXæãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É á ß � ÓÄÕ Ì üËá ÉUè Í ÉXÙÌ Ö Ì c = a−b
É

d = b
ç�Ì;Éãè Í Ì ÑwÒÓÂÎ Ì Õ�ÖËÔ æ`Ô ÌØÞ Ú �Øà óuÔ õ Í ÌrÞ

� á Éãè Í Ì Ñãâ É á ÚÜÛ à�É Ú �rà�ß
� Ì Ö Ì Ó �wÕ É ÖVÍrÎ Ì á�Ó Þ ÍÑwÒ)Ó ÙÌ Ö�Õ	Ô æÄÍ Þ Ì Ö ×zÌ®Éãè Í Ì ÑwÒÓ Ú 	 à � Ì á�Õ Ìj×ØÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð Ì ÖVÍrÎ Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ ×ØÌÂÉãè Í Ì ÑwÒÓ
A( x

y )+(0
1
) = (0

0
)
ß � É ÎVüËá É

(

x

y

)

= −
(

2 1

−1 0

)−1

·
(

1

0

)

=

(

1

−2

)

� Ó õ Ó Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó õrÉ Ö ÌrÞ ó
x(t) = cet +d(t +1)et +1

y(t) = −cet −dtet −2.

� Ì Ö Ì á Ì Õ	Ô á Ï(Ì)ùãÉ Ö Ì á%æãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á x(0) = y(0) = 0 ó Ï ö)æ`Ô Þ Ý É Ö è Í ÉuÌ á%æãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É á%Õ É Ö�Ò)Ó è Í É á É Ö c = −2É
d = 1

× Ó�Ð ×rÉ Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ ×rÉ á�Õ É Ù Ö�Ó � Þ É Î Ì ×rÉ ò Ì ÍæÄúãû ó
x(t) = −et + tet +1

y(t) = 2et − tet −2.

�?Ç ò Ó�Ðwá�Ô ×rÉ Ö ÉpÌ á É�õ Í|ÔÁÐwÕ ÉuÉãè Í Ì ÑwÒÓ × Ô Ï�É Ö É Ð)æ`Ô ÌØÞ�ÙÌ Ö�æ`Ô ÌrÞÚ � Ý ÌrÞÁß¯à
∂u

∂ t
− ∂ 2u

∂x2
−u = 0.

Ì`à�äDÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð É ÍrÎ Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó É á�Õ Ì æ`Ô Ó�Ð`ö`Ö(Ô Ì Ú è Í É ÐÒÓ ×ØÉÄÙÄÉ Ð ×rÉX× ÓjÕ É Î Ù Ó à ue(x)
ç?×rÉ á�Õ Ì Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó çá Ì Õ�Ô á ÏËÌwùãÉ Ð × Ó Ì áZæãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á ×rÉ;Ï Ö�Ó�ÐwÕ É Ô�Ö Ì ue(0) = 1

ç
ue(π/2) = 0

ß
�



� à ý É æãÓØÖËÖ É Ð × Ó Ì Ó ÎUó�Õ,Ó × Ó ×rÉ á ÉÄÙÌ Ö Ì ÑwÒÓ ×rÉ Ý Ì ÖËÔ ö Ý É Ô á ç Ö É á�Ó Þ Ý Ì Ó Ù Ö�Ó � Þ É Î Ì ×rÉ Ý ÌØÞ ÓØÖuÔ�ÐrÔ æ`Ô ÌØÞ¾ÉÏ Ö�Ó�Ð)Õ É ÔÁÖ Ì Ú ÐÒÓ É á�Õ Ì æ`Ô Ó�Ðö`Ö(Ô Ó à�ç¦ÙÌ Ö Ì ÌXÉãè Í Ì ÑwÒ)Ó ×ØÌ)×zÌrç æãÓ�Î Ì áZæãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á






u(t,0)=1 t > 0, x = 0

u(t,π/2)=0 t > 0, x = π
2

u(0,x)=2cosx t = 0, 0 ≤ x ≤ π
2Ú�� î���êrë��	ðxì¦ñ � á�æÄÖ É Ý ÌUÌ á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó Ð ÌZÏ ÓrÖËÎ Ì u = v +ue

É Ö É á�Ó Þ Ý Ì Ó Ù Ö�Ó � Þ É Î Ì�ÙÌ Ö Ì v
ç ÍwÕ�Ô Þ Ô ùwÌ Ð × ÓÌ ÌØÞ ��Ð ÉwÌ Ì ÐwÕ É Ö(Ô ÓrÖ ÙÌ Ö ÌXÉ á�Õ Ì � ÉÄÞ É æ É Ö Ì áuÐÓ Ý Ì á æãÓ�Ð × Ô Ñãâ É áuÔÁÐ|Ô æ`Ô ÌrÞrÉu×rÉuÏ Ö�Ó�Ð)Õ É ÔÁÖ Ì`à�ß

é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ
Ì`à � Î Ì á�Ó Þ ÍÑwÒ)Ó É á�Õ Ì æ`Ô Ó�Ðö`Ö(Ô Ì Ý É ÖËÔ ÷�æ Ì Ö¼ö Ì�Éãè Í Ì ÑwÒÓ × Ô Ï�É Ö É Ð)æ`Ô ÌØÞ ÓrÖ × Ô�Ðö`ÖËÔ Ì

u′′
e (x)+ue = 0

�·Ù Ó Þ Ô�Ð 	�ÎpÔ Ó æ Ì Ö Ì æ�Õ É Ö
�¯á�Õ	Ô æãÓ Ì á�á�Óxæ`Ô Ì× Ó;ó R2+1
çrè Í É Õ É ÎµæãÓ�Î Ó Ö Ì � ùãÉ á ±i

ç�ÙÄÉÄÞ Ó è Í ÉVÌ á�Ó Þ Í)ÑwÒÓõrÉ Ö ÌrÞ ó
ue(x) = Acosx +B sinx

� ÉÄÞ Ì áZæãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á ×rÉ;Ï Ö�Ó�ÐwÕ É Ô�Ö Ìrç æãÓ�Ð)æ Þ Í|Ô üËá Éuè Í É A = 1
É

B = 0
ç�É æãÓ�Î Ó Õ ÌrÞ

ue(x) = cosx .

� à ò Ó�ÎUÓ áãÍ õrÉ Ö(Ô × Ó ç æãÓ�Ðwá�Ô ×rÉ Ö É üËá É
u(t,x) = ue(x)+ v(t,x)

Ó�Ð ×rÉ ue(x) = cosx
ç�×rÉ Õ É ÖËÎpÔÁÐ Ì)×zÌ�É Î Ì`à�ç�É

v(t,x) ó;á�Ó Þ Í)ÑwÒ)Ó ×ØÉ










∂v
∂ t

− ∂ 2v
∂x2 − v = 0

v(t,0) = 0 , v(t, π
2
) = 0

v(0,x) = u(0,x)−ue(x) = cosx

� Ì Ö Ì¤×rÉ Õ É ÖËÎpÔÁÐ Ì Ö v(t,x)
ç Íwá Ì Ö É ÎUÓÄá�ÓPÎUó�Õ,Ó × Ó ×zÌ á ÉÄÙÌ Ö Ì ÑwÒ)Ó ×rÉ Ý Ì Ö(Ô ö Ý É Ô á ç Ô á�Õ�Ó�ó ç#Ù Ö¼ÓzæÄÍrÖ Ì üá É á�Ó Þ Í)Ñãâ É á�ÐÒÓµÐrÍ Þ Ì á ×zÌ�Ï ÓrÖÜÎ Ì v(t,x) = T (t)X (x)

ß7äDÉ Ö(Ô Ý Ì Ð × Ó É Î ÓØÖ ×rÉ Î Ì
t
É´Ì

x
ç

áãÍ��wá�Õ�Ô Õ�Í|Ô�Ð × Ó�Ð Ì Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó Éu× Ô Ý Ô × Ô�Ð × Ó Ù ÓrÖ XT
ç Ó �wÕ É ÎZüËá É

T ′(t)

T (t)
−1 =

X ′′(x)

X (x)þ Õ É Ð ×rÉ Ð × Ó Ìpè Í É Ó Ù Ö(Ô�Î É Ô�Ö�Ó®Î É Î �Ö¼ÓXó ÍrÎ Ì;Ï ÍrÐ)ÑwÒÓ ×rÉ t
ç�É Ó á É�õ ÍrÐ × Ó ó ÍrÎ Ì;Ï ÍrÐ)ÑwÒÓ ×rÉ x

çÌ Ô õ Í ÌØÞ ×ØÌ×rÉ á�	 á É Ý É Ö(Ô ÷�æ Ì Ö�ö�á ÉuÉ�å Ô á�Õ�Ô�ÖDÍrÎ Ì æãÓ�Ðwá�Õ Ì ÐwÕ É λ
ÙÌ Ö Ì Ì�è Í ÌrÞ

T ′(t)

T (t)
−1 = λ e

X ′′(x)

X (x)
= λ

� ÓrÖ?Ó�ÍwÕ�Ö¼Ó Þ Ì× Ó ç�Ù|ÉÄÞ Ì á-æãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á ×rÉ9Ï Ö�Ó�ÐwÕ É Ô�Ö Ì v(t,0) = v(t. π
2
) = 0

ç�ÉVÌ Õ É Ð ×ØÉ Ð × Ó Ì;è Í É T (t)ÐÒ)Ó Ù Ó ×rÉ á É Ö ÌVÏ ÍØÐ)ÑwÒ)Ó\Ô ×rÉ Ð)Õ	Ô æ Ì Î É ÐwÕ É ÐrÍ Þ ÌØç Ó �)Õ É ÎVüËá É X (0) = X (π
2
) = 0

ß � É ÎZüËá É9É ÐwÕ�ÒÓ è Í É
X ó Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ × Ó Ù Ö�Ó � Þ É Î ÌX×rÉ Ý ÌØÞ ÓØÖ É áuÐ Ì�Ï Ö�Ó�ÐwÕ É Ô�Ö Ì

{

X ′′−λX = 0

X (0) = X (π
2
) = 0

�



� Ì Ö Ì è Í É X ÐÒ)Ó\á ÉËÊ,Ì Ô ×ØÉ ÐwÕ	Ô æ Ì Î É ÐwÕ É ÐrÍ Þ ÌØç Õ É Ö É Î ÓÄá è Í É æãÓ�Ðwá�Ô ×ØÉ Ö Ì Ö λ < 0
ß �'É á�á É æ Ì á�Ó

X (x) = Acos(
√

−λx)+B sin(
√

−λx)

É ÙÌ Ö Ì è Í ÉXÌ áZæãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á ×rÉ;Ï Ö�Ó�ÐwÕ É Ô�Ö Ì á ÉËÊ,Ì Î Ý É Ö(Ô ÷�æ Ì)×zÌ á
A = 0 e B sin

(

√

−λ
π
2

)

= 0

� Ì Ô á9ÍØÎ Ì Ý É�ùpÙÌ Ö Ì;è Í É X (x) 6≡ 0
ç ú`ö è Í É Ý É ÖËÔ ÷�æ Ì Ö2üËá É λ =−4n2

ç
n ∈N

ßlÈ�É Ð × Ó Ì á�á�Ô�Î ç�Ù`Ì Ö Ìæ Ì)×ØÌ n ∈ N
ç Ó �wÕ É ÎZüËá É

Xn(x) = Bn sin(2nx)É�Ì á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ ×ØÌ Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó × Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ô ÌrÞ T ′(t)
T (t) = 1−4n2 ó

Tn(t) = Cne
(1−4n2)t

� É ÎVüËá ÉuÉ ÐwÕ�Ò)Ó ç�è Í É ÙÌ Ö Ì æ Ì×ØÌ n ∈ N

vn(t,x) = Tn(t)Xn(x) = Ane
(1−4n2)t sin(2nx)

ó¤á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ × Ó Ù Ö�Ó � Þ É Î Ìc×rÉ Ý ÌØÞ ÓrÖ É á¤Ð Ì Ï Ö¼Ó�ÐwÕ É ÔÁÖ ÌØç%É´Ì Õ É Ð ×rÉ Ð × Ó �aÞ Ô�Ð ÉwÌ Ö(Ô ×ØÌ×rÉ�×zÌ ×ØÉ Ö(Ô Ý Ì×ØÌØçÕ Ì Î � É Î è Í ÌrÞ è Í É ÖlæãÓ�Î �|ÔÁÐ Ì ÑwÒÓ Þ Ô�Ð ÉwÌ ÖHÓ á É Ö�ö ç¦Ù|ÉÄÞ Ó è Í É

v(t,x) =
∞

∑

n=1

Ane
(1−4n2)t sin(2nx)

Ý É Ö(Ô ÷�æ ÌgÌPÉãè Í Ì ÑwÒ)Ó × Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ô ÌØÞ�ÙÌ Ö�æ`Ô ÌrÞ3É©Ì á�æãÓ�Ð × Ô Ñãâ É á ×rÉ´Ï Ö�Ó�ÐwÕ É Ô�Ö Ìzß � Ì Ö ÌP×rÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð Ì ÖuÓÄáæãÓ É ÷�æ`Ô É ÐwÕ É á An Õ É Ö É ÎUÓÄá è Í É ÍwÕ�Ô Þ Ô ùwÌ Ö Ì æãÓ�Ð × Ô ÑwÒÓ�ÔÁÐ|Ô æ`Ô ÌrÞ

cosx = v(0, t) =

∞
∑

n=1

An sin(2nx)

ÙÄÉÄÞ Ó è Í É á É æãÓ�Ð)æ Þ ÍrÔ è Í É Ì áZæãÓ�Ð)á�Õ Ì ÐwÕ É á An á	ÒÓ Ù Ö É æ`Ô á Ì Î É Ð)Õ É ÓÄáVæãÓ É ÷�æ`Ô É ÐwÕ É á × Ó ×ØÉ á É Ð Ý Ó Þ Ý Ô üÎ É ÐwÕ�Ó É Î á�óÄÖ(Ô ÉX×rÉ á É Ð)ÓÄá ×ØÌ Ï ÍrÐ)ÑwÒÓ f (x) = cosx ÐÓcÔ�ÐwÕ É Ö Ý ÌØÞ Ó [0, π
2
]
ß�� Ô á�Õ�Ó è Í É f ó�ÍrÎ ÌÏ ÍrÐÑwÒ)Ó\æãÓ�Ð)Õ ��ÐrÍ ÌØç¾ÙÌ Ö Ì 0 < x < π

2

cosx =

∞
∑

n=1

bn sin(2nx)

æãÓ�Î
bn =

4

π

∫ π
2

0

cosx sin(2nx)dx

� á Ì Ð × Ó Ì Ô õ Í ÌØÞ ×zÌ)×rÉ sina cosb = 1

2
(sin(a + b)+ sin(a− b))

ç Õ É ÎZüËá É\è Í É Ú Õ Ì Î �|óÄÎ Ù Ó ×rÉæ ÌrÞ æÄÍ Þ Ì Ö�Ó�Ô�ÐwÕ É�õ Ö ÌØÞã×rÉ bn

ÏËÌwùãÉ Ð × Ó × Í Ì á#Ô�Ð)Õ É�õ Ö Ì Ñãâ É á Ù ÓrÖ ÙÌ Ö�Õ É á'á É�õ Í|Ô ×zÌ á ç Ó�Í Ì Ô�Ð ×zÌZÉ á�æÄÖ É Ý É Ð × ÓÓ á É Ð)Ó É æãÓÄá É Ð)Ó\æãÓ�ÎQÖ É æÄÍrÖôá�Ó Ì É�åzÙ Ó�Ð É Ðæ`Ô Ì Ô áZæãÓ�Î ÙØÞ É�åÄÌ á à
bn =

2

π

(

− 1

2n+1
cos

(

(2n+1)x
)

∣

∣

∣

π/2

0

− 1

2n−1
cos

(

(2n−1)x
)

∣

∣

∣

π/2

0

)

=
8n

π(4n2 −1)
.

�



ò Ó�ÎUÓ æãÓ�Ðwá Éãè Í �ÄÐ)æ`Ô Ì
v(t,x) =

∞
∑

n=1

8n

π(4n2 −1)
e(1−4n2)t sin(2nx)

É
u(t,x) = ue(x)+ v(t,x) = cosx +

∞
∑

n=1

8n

π(4n2−1)
e(1−4n2)t sin(2nx).

�?Ç äDÉ á�Ô õ Ð É Ù ÓrÖÚ�� ç�� Ý ÌØÞ�ß¯à
F (s) =

∫ ∞

0

√
t e−st dt

Ì Õ�Ö Ì Ðwá Ï ÓrÖÜÎ Ì×ØÌ©×rÉ � ÌØÙrÞ Ì æ Éc×rÉ √
t
ß � á Ì Ð × Ó°Ô�ÐwÕ É�õ Ö Ì ÑwÒ)Ó Ù ÓrÖ ÙÌ ÖôÕ É á çV×rÉ Õ É ÖËÎpÔÁÐ É ÍrÎ Ì©Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó× Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ô ÌrÞ ÓØÖ × Ô�Ð`ö`Ö(Ô ÌØç á Ì Õ	Ô á Ï�É Ô Õ ÌXÙ ÓrÖ F (s)

ß � �wÕ É ÐØú Ì Ì á�Ó Þ ÍÑwÒ)Ó õrÉ Ö ÌØÞØ×rÉ á�á Ì�Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó ÉÄç ÷�Ð ÌØÞ Î É ÐwÕ ÉÄçÍwá É Ó ÏËÌ æ�Õ�Ó ×rÉpè Í É
∫ ∞

0

√
t e−t dt =

√
π

2
,

ÙÌ Ö Ì Ó �wÕ É Ö ÌpÏ 	ØÖËÎ�Í Þ Ì�É�åxÙrÞ ��æ`Ô Õ Ìp×ØÌ Õ�Ö Ì Ð)á Ï ÓØÖËÎ Ì×ØÌX×rÉ � ÌrÙØÞ Ì æ Éu×rÉ √t
ß

é'êØë�ì�í�îzï|ðxì¦ñ � Ô�ÐwÕ É�õ Ö ÌØÞØè Í É�×rÉ ÷�Ð É F (s)
É�å Ô á�Õ É ÙÌ Ö Ì s > 0

É ÙÌ Ö Ì É á�Õ É á Ý ÌrÞ ÓrÖ É á ×rÉ s Õ É ÎZüËá É
F (s) =

∫ ∞

0

√
t e−st dt = lim

R→∞

∫ R

0

√
t e−st dt.

� á Ì Î ÓÄá Ìwõ ÓØÖ Ì Ì áãÍ õrÉ á�Õ�ÒÓ ×ØÌ×ØÌØçEÉ Ô�Ð)Õ É�õ Ö Ì Î ÓÄá Ù ÓrÖ ÙÌ ÖôÕ É á É á�Õ É �ØÞ Õ�Ô�Î ÓjÔ�Ð)Õ É�õ Ö ÌØÞ
∫ R

0

√
t e−st dt =

2

3
t

3

2 e−st
∣

∣

∣

R

0

+
2

3
s

∫ R

0

t
3

2 e−st dt.

� Ì)ùãÉ Ð × ÓÂÓ Þ Ô�Î�Ô Õ É R →∞ ç Ó Ù ÖËÔ�Î É ÔÁÖ�Ó Õ É ÖÜÎ Ó Ì ÐØÍ Þ Ì üËá ÉpÉ Ó �wÕ É Î ÓÄá9á�ÔÁÎ ÙrÞ É áãÎ É ÐwÕ É
F (s) =

2

3
s

∫ ∞

0

t
√

t e−st dt.

� Ô�Ð ÌØÞ Î É ÐwÕ ÉÄç Íwá Ì ÎUÓÄá Ì\Ù Ö�Ó Ù Ö(Ô Éã×zÌ)×rÉ ×ØÌ Õ�Ö Ì Ðwá Ï ÓrÖÜÎ Ì×ØÌ ×rÉ � ÌrÙrÞ Ì æ É
d

ds
L

(

f (t)
)

(s) = L
(

− t f (t)
)

(s)

ÙÌ Ö Ì É á�Õ Ì � ÉÄÞ É æ É Ö ÌXÉãè Í Ì ÑwÒÓ × Ô Ï�É Ö É Ðæ`Ô ÌØÞ
F (s) = −2

3
s

∫ ∞

0

−t
√

t e−st dt = −2

3
s

d

ds

∫ ∞

0

√
t e−st dt,

Ó�Í�á ÉËÊ�Ì
F (s) = −2

3
s

dF

ds
(s),

ÙÌ Ö Ì s > 0.þ á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ õrÉ Ö ÌØÞØ×rÉ á�Õ Ì á�Ô�Î ÙØÞ É á Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó Þ Ô�Ð ÉwÌ ÖDú)Ó�Î Ó õ óÄÐ ÉwÌØçE×ØÉ Ù ÖËÔ�Î É ÔÁÖ Ì ÓØÖ ×rÉ Î ç ó
F (s) =

C

s3/2
, æãÓ�Î C ∈ R

���



É�Ì æãÓ�Ð)á�Õ Ì ÐwÕ É C
Ù Ó ×rÉ á É Ö ×rÉ Õ É ÖËÎ�Ô�Ð Ì×ØÌØç Ð)ÓÄÕ Ì Ð × Ó è Í É

C = F (1) =

∫ ∞

0

√
t e−t dt =

√
π

2
.

ò Ó�Ð)æ Þ Í|Ô üËá É Ù ÓØÖôÕ Ì ÐwÕ�Ó è Í É�Ì Õ�Ö Ì Ðwá Ï ÓØÖËÎ Ì×ØÌX×rÉ � ÌØÙrÞ Ì æ Éu×rÉ √t ó ×ØÌ×ØÌ®Ù ÓrÖ
∫ ∞

0

√
t e−st dt =

√
π

2s3/2
.

Ú�� ������ �"����	�������������� à
� Ù ÓÄá�á�� Ý ÉÄÞ Õ Ì Î �|óÄÎ¨æÄú É�õØÌ Ö � Î É áãÎ Ì Éãè Í Ì ÑwÒ)Ó × Ô Ï�É Ö É Ðæ`Ô ÌØÞzÙÌ Ö Ì F (s)

ç á É�õ Í|ÔÁÐ × Ó Ì Ó�Í)Õ�Ö ÌuÌØÞ Õ É ÖËÐ Ì Õ�Ô Ý Ì×rÉ Ô�Ð)Õ É�õ Ö Ì ÑwÒÓ Ù ÓØÖ ÙÌ Ö�Õ É á ß � á�Õ ÌuÏ ÓrÖËÎ Ì ó ç ÐÓ É ÐwÕ Ì ÐwÕ�Ó ç¾Þ Ô õrÉ Ô�Ö Ì Î É ÐwÕ É Î É ÐÓÄá × Ô�Ö É æ�Õ Ìzß
� ÌØÞ æãÓ�Î ÓaÐ Ì Ö É á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ Ì æ`ÔÁÎ ÌØç ÔÁÐwÕ É�õ Ö Ì üËá É Ù ÓrÖ ÙÌ ÖôÕ É á ÓgÔÁÐwÕ É�õ Ö ÌrÞ¦è Í ÉÂ×ØÉ ÷�Ð É¤Ì Õ�Ö Ì Ðwá Ï ÓrÖËÎ Ì)×ØÌ�×rÉ� ÌØÙrÞ Ì æ Éu×rÉ √t

ç á�	 è Í ÉpÌwõ ÓØÖ Ì É á�æãÓ Þ ú É üËá ÉuÌ Ó�ÍwÕ�Ö Ì\Ù ÓÄá�á�Ô �rÔ Þ Ô ×ØÌ×rÉV×rÉ�×rÉ Ö(Ô Ý Ì)×ØÌ á Ú á É Î Ù Ö É ÙÌ Ö Ì s > 0
à

∫ R

0

√
t e−st dt = −

√
t

s
e−st

∣

∣

∣

R

0

+
1

2s

∫ R

0

e−st

√
t

dt.

� Ó Þ Ô�Î�Ô Õ É R →∞ ç Ó Ù Ö(ÔÁÎ É Ô�Ö¼ÓXÕ É ÖËÎUÓ Ì ÐrÍ Þ Ì üËá ÉuÉ Ó �wÕ�óÄÎZüËá ÉuÌ á�á�ÔÁÎ
F (s) =

1

2s

∫ ∞

0

e−st

√
t

dt.

� Ì Ö Ì æãÓ�Ðwá�Õ�ÖÜÍ|Ô�Ö ÌXÉãè Í Ì ÑwÒÓ × Ô Ï�É Ö É Ðæ`Ô ÌØÞ ÓrÖ × Ô�Ðö`Ö(Ô Ì®ÙÌ Ö Ì F (s)
×rÉ Ö(Ô Ý Ì üËá ÉuÉ á�Õ Ì��rÞ Õ�Ô�Î ÌUÏ 	ØÖËÎ�Í Þ Ì

dF

ds
(s) = − 1

2s2

∫ ∞

0

e−st

√
t

dt − 1

2s

∫ ∞

0

te−st

√
t

dt

= −1

s

(

1

2s

∫ ∞

0

e−st

√
t

dt

)

− 1

2s

(
∫ ∞

0

√
t e−st dt

)

= −1

s
F (s)− 1

2s
F (s)

= − 3

2s
F (s).

� ×rÉ á�Õ É Î Ó × Ó�á É æÄú É�õØÌ��;Éãè Í Ì ÑwÒÓ × Ô Ï(É Ö É Ð)æ`Ô ÌrÞ�çxÌ ÙÌ Ö�Õ	ÔÁÖ ×ØÌ;è Í ÌrÞØÌ á�Ó Þ Í)ÑwÒÓ Ù Ö�ÓÄá�á É�õ Í ÉUÉ�åÄÌ æ�Õ Ì Î É ÐwÕ ÉæãÓ�Î Ó�Ð)Ó\æ Ì á�Ó Ì ÐwÕ É ÖËÔ ÓrÖ ß

� �


