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1. Seja a € R, e considere a funcio u : R? — R

u(z,y) = a3z — ax — 3axy?
(1 val.) (a) Determine para que valores de a a funcdo u ¢ harmonica em R2.
(b) Para o = 1 determine uma funcao analitica f tal que f(1) = 0 e a parte real de f é u.
(1 val.)
Resolugao:
(a) Tem-se
% =3a’z? — a — 3ay? g—z = —baxy
0*u 3 0*u
9 6o’z 5_y2 = —6ax

Logo u é uma fungdo harmoénica em R? se e s6 se 63z — 6ax = 6ax(a? —1) = 0. Portanto a = 0, 1
ou —1.

(b) Para o =1 tem-se
dv  Ou

7 7 2 1— 2
9y~ oz 3x 3y
Portanto v(z,y) = 322y —y — y> + ¢(x). Como
@ = —% = 6z
or Oy Y

segue-se que ¢(xz) é uma constante, e

fle+iy) = u(z,y) +iv(z,y)
:z37z739:y2+i(3x2y7y7y3+c)
f(1) = u(1,0) +4v(1,0)
0=0+i(c).

Logo f(z +iy) = 2% — x — 3wy? +i (32%y — y — y®) ou seja f(z) = 23 — 2.

2. Considere a funcao f : C\{1,2} — C dada por

1

f(z) = cosz + EESCEE



(1,5 val.)
(1 val.)

(a) Determine a série de Laurent da funcdo f que converge no aberto {z: 1 < |z| <
2}.
(b) Calcule o integral

/ 2f(2)dz
12|=3/2

em que a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido directo.

Resolugao:

(a) Comegamos por observar que a funcdo f tem apenas duas simgularidades (polos simples) em
z=1e z =2, devido ao denominador da segunda fun¢do somada. Como tal, para conseguir um
desenvolvimento em série de Laurent na regido anular 1 < |z| < 2, a série terd necessariamente que
ser desenvolvida em torno de z = 0.

Tratamos separadamente as duas parcelas da soma que define a funcao f.

A funcao cosz é inteira, ou seja analitica em todo o C, e por isso a sua série de Laurent reduz-se
a uma série de Taylor, de raio de convergéncia infinito, qualquer que seja o ponto escolhido para
centrar o desenvolvimento. Em particular, centrando em z = 0 tem-se a conhecida férmula

o0 2n
z
cosz = E (=" .
|
o (2n)!

Quanto a funcao Wl(z—%’ fazemos a decomposigio

1 A N B
(z—1)(z—2) z2—-1 2-2

comA=-1eB=1.

A regido pedida é a intersecgao das duas regides |z| > 1 e |z| < 2. Este facto leva-nos a desenvolver
a frac¢do com denominador z — 1 em |z| > 1, e a frac¢do com denominador z —2 em |z| < 2. Assim

1 1 1 1S 1\ = 1\
=t () = (2) - > ()
valido para |1/z] < 1< |z| > 1. E a outra fracgéo
1 1 1 1 o= 2" 2"
;—a——5(r:ﬁ)——5§;z——§;@z’
valido para |z/2| < 1 & |z| < 2.
Somando estas trés séries obtidas, chegamos & série de Laurent da funcdo f pedida

1
f(z) = cosz+ oD =

<1_z_2+z_4_2_6+...)+<_1_L_i+...)+<_1_z_é+...>

2! 4! 6! z 22 23 2 22 23
11 1 1 oz o1y 5, 28 L1\

- "'5?2*5?(%*5)2 2_4<$I>Z T

que é valida na interseccao das trés regides onde cada uma destas trés séries converge, ou seja, em
1<zl <2



(b) Do teorema sobre o desenvolvimento em série de Laurent de fun¢bes complexas, sabemos que

os coeficientes de
oo

f)= ) enlz—20)",

n=—oo

sao dados por

1
Cp = — L dz
2mi )., (2 — zo)" 1

onde 7 é uma qualquer curva fechada, na regido anular onde o desenvolvimento em série de Laurent
é valido, percorrida uma vez no sentido positivo.

O integral pedido é precisamente um destes coeficientes:
jé 22f(2) dz = 2mi c_3.
|z|=3/2

Observe que no nosso caso zp = 0 e que a circunferéncia de raio igual a 3/2 encontra-se na regiao
do desenvolvimento em série, da alinea (a), 1 < |z] < 2.

O coeficiente c_3 é o da poténcia 1/23, da alinea (a). Observando entéo a solugéo final, da alinea
anterior, tem-se c_3 = —1 e portanto

7{ 22f(2) dz = —2mi.
|2|=3/2

3. Considere a regiao complexa
: 2
UR:{z:Tew:OSrSReOS@Sg}

em que R > 1.

(1,5 val.) (a) Determine

1
7{ = dz
v 20T 1

em que vg € a fronteira de Ug, (R > 1), percorrida uma vez no sentido directo.
(1,5 val.) (b) Utilize (a) para determinar o valor do integral

/°° dx
o 2 +1

(Sugestao: Parametrize cuidadosamente todos os trogos de vg).

Resolucgao:

(a) A funcdo f(z) = (2°+1)~' polos simples nos pontos z = exp(i- ¥ +i-k3*) para k =0,1,2,3
e 4. Como zg € Ug e {z1, 22, 23,24} C C\ Ug, segue-se que

d
]{ c 2mi - Res,—»,
.

L 20+ 1 25 +1

.. Z— 20

=27+ lim ——

z—z0 25 + 1
1

5z

2 , 2 ;
— _7T,L-67147r/5 — ?7r67137r/10.

=27 -



(b) Seja R > 1. Entao tem-se

dZ R d.r 27 /5 Z’Reie Oei271'/5
j{ 5 :/5—+/ Wd9+/5—dr
Ve 20+ 1 o > +1 o et 41 rT°+1

. R 2n/5 il
_ (1 761%/5) dx Jr/ Ld@
y 1), Ree 11

— 2_7r€7i37r/10
Logo
R or/5 i
lim dx = 1 . 2_7Te—i377/10 — lim 7r/ ZReZG de
R—oo Jq % +1 1 — ei2n/5 5 R—co /g R5ei50 +1
Como ‘R;'j}gfﬂ‘ < 7 para R > 1, segue-se que limp_.oo f;ﬁ/E’RQZng df = 0. Portanto
< dr 27 1 1 2n 1
o ZP+1 5 1—ei2n/5 ¢idn/10 5 cidn/10 _ ciTn/10
_ 2w 1
T 5 ei3n/10 + ei—m+TE)
. m
~ 5cos(37/10)

(2 val.) 4. Determine a solucao da equagao diferencial ordinaria

dy  t* + 3y?
dt 2ty
que satisfaz a condigdo inicial y(1) = —1, e indique o intervalo maximo de definigado

da solucao.
(Sugestao: Considere a mudancga de variavel v = y/t.)

Resolugao:

Utilizando a sugestdo, iremos fazer a mudanag de varidvel y = tv. Como tal y' = (tv)’ = v + to/,
pelo que substituindo na equagio diferencial obtem-se

t2 4+ 3t%202 14302
v4tv = ot 1+ o

220
que é equivalente a
20 , 1
v o= -
1+ 02 t

Esta é uma equacao separéavel, pelo que
d 1
—(log(1 4+ v?)) = =
= (log(1+ %)) =

e integrando em ¢
log(1+ v?) = logt +c

ou seja
1402 =kt

Finalmente, desfazendo a mudanca de variavel, e resolvendo em ordem a y obtem-se

y(t) = £|t|VEE — 1



(2,5 val.) 5.

e usando a condigdo inicial, y(1) = —1, conclui-se que a solugao do PVI é
y(t) = —tv/2t — 1

Para determinar o intervalo méximo de solucao I, ha que verificar que 1 € I, 0 € I, Dominio de y
contem I e y(t) < 0 para t € I. Atendendo a que o dominio de y é [1/2, 0] e que nesse intervalo
y(t) <0, tendo-se y(t) = 0 sse t = 1/2, podemos concluir que I =|1/2, oo].

Determine a solugao geral da equagao diferencial
y+y = ! 0<t<—
YTI= st 2

Resolugao:

A equacao homogénea associada é y” + y = 0, cujo polinémio caracteristico é \> + 1 = 0. Este
polinémio tem como raizes A = +i, e portanto, a solucdo geral real da equacdo homogénea é

yn (t) = c1cost + casent, com c1,co € R.

Para encontrar uma solugdo particular da equacdo nao homogénea, vamos transformar a equacao
num sistema de duas equagdes de ordem 1, isto é, fazer a seguinte mudanca de varidveis x; = vy,
xo = 1y'. A equacdo dada é entdo equivalente ao sistema
0
+ 2]
cost

zy | _ | 0 1 Ty |
xh -1 0 Tg |
Como y;(t) = cost e ya(t) = sent, sdo solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea,

Y1 cost Yo sent |
/ = € / =

Y1 —sent Yy cost |

pendentes, da equacgdo homogénea associada ao sistema (1), e portanto, uma matriz fundamental

e

1)

sao vectores solucao, linearmente inde-

0s vectores {

cost sent
X(t) = [ —sent cost } ‘
Esta matriz tem determinante igual a 1, e portanto a sua inversa é
_1 __ | cost —sent
X~ = { sent  cost ]

Aplicando agora a féormula da variagio das constantes, com xz(t) = [z1(¢)
e c um vector constante, obtemos,

z(t) = X() (c+ t:X(s)_lh(s)ds):
= xo(es [ 2w [ 2 ])-

t —sens
ol [[F19
to
~ t —sens
d
— X(t) €1 j» f;fo tcoss o —
Co + fto 1ds
c1 + log(| cost|)

| J[ o]

¢y cost + (cost)log(| cost|) + casent + tsent
—cysent — (sent)log(| cost|) + ca cost + tcost |’

sent
cost

cost
—sent



Finalmente, como y = x1, a solugao geral é dada pela primeira componente do vector acima, ou
seja
y(t) = ¢y cost + casent + (cost) log(| cost|) + tsent.

6. Seja f : R — R definida por

0 —7m<x<0
1 0<x<m,

fz) =

para —7 < z < 7 e tal que f(x 4 27) = f(x) qualquer que seja x € R.

(1 val.) (a) Determine a série de Fourier da fungao f.
(1 val.) (b) Utilizando a série obtida num ponto adequado, aproveite para calcular
> s
= 2n+1
Resolucgao:

(a) A série de Fourier da fungio 27 —periddica f, é dada por (note que neste caso L = )

oo
% + Z ay, cos(nx) + by, sen(nzx),

n=1

com os coeficientes dados pelos integrais

1 ™
ap = — f(z) cos(nx) dx n >0
T —T
e e
b, = — f(z) sen(nz) dx n > 0.
™

—T

Para a funcao dada, temos apenas que calcular estes integrais:

1 s
apg = —/ 1d$=1,
™ Jo

1 (7 1 n
an, = —/ cos(nz) de = — sen(nz)| =0 n >0,
T Jo nm 0
b, = 1/Wsen( ) dx = ! ( )ﬂ— 1(1 cos(nm))
n T Jo nr)ar = T”rCOSTwJ 0_n7r nm
1
= —(1-(-1" > 0.
Sy w

Os coeficientes b,, claramente anulam-se quando n é par, e portanto a série de Fourier de f é assim
dada por

1 2 1
— 42 2n + 1)z).
2+w;2n+15e"(( n+ 1))

(b) Se fizermos = = 7/2, na série de Fourier obtida na alinea anterior, facilmente observamos que
o argumento do seno serdo apenas multiplos impares de 7/2,

sen ((2n+ 1)%) — (—1)".

6



(3 val.)

7.

A série de Fourier fica assim

2 — "
;Z n+1

l\DI»—l

que, aparte do factor 2/7 e do 1/2 é exactamente o que é pedido na pergunta.

Pelo teorema da convergéncia de séries de Fourier para funcdes seccionalmente C*, sabemos que
em cada ponto x € R onde f seja continua, a série converge para f(z). A func¢do f desta pergunta
é, de facto, seccionalmente C'! porque é constante em | — 7, 0[ e em 0, 7[, pelo que é infintamente
diferenciavel nestes intervalos e tem limites (6bvios) finitos nos extremos. E também continua no
ponto x = 7/2 onde vale f(7w/2) = 1. Pelo que se tem

2 — N — (-
Ez:: _1:;2n+1_1'

N)I»—l

Considere a seguinte equacao diferencial parcial
Pu 0u ou
ot Ox2  0x20t2

Recorrendo ao método de separacao de variaveis, resolva o problema de valor inicial
e fronteira, para a equagao dada, com as condicoes

(70)_0 t >0,
u(t, 1) = t>0,
u(0, ):2sen(7rw) 0<z<l1,
940, z) = sen(4rz) 0<z<L

Resolugao:

O método de separagio de varidveis consiste em procurar solugdes ndo nulas, da forma u(t,x) =
T'(t)X (z). Derivando em ordem a ¢ e a = e substituindo na equagdo obtem-se

T"(t)X (z) — T(t) X" () — T" () X" () = 0

que é equivalente a
T"(t)X (x) = X" (@)(T(t) + T"(t)) = 0
Dividindo por X (T + T"), obtem-se
T”(t) _ X/I(x)
TH+T"1t) X(z)

Atendendo a que o primeiro membro é uma fungéo de ¢, e o segundo é uma func¢éo de x, a igualdade
s6 se verificara se existir uma constante A para a qual
T”(t) X/I T

== (§]

T(t) + T"(t) X(z)

—
~—
I
>

Por outro lado, pelas condi¢bes de fronteira u(t,0) = u(t, 1) = 0, e atendendo a que T'(¢) ndo pode
ser a fungdo identicamente nula, obtem-se X (0) = X (0) = 0. Tem-se entdo que X ¢é a solucdo do
problema de valores na fronteira,

X" -AX =0
X(0)=X(1)=0



Para que X nao seja identicamente nula, teremos que considerar A < 0. Nesse caso
X (x) = Acos(vV—Azx) + Bsin(vV —Azx)
e para que as condi¢oes de fronteira sejam verificadas

A=0 e Bsin(v—-A)=0

272, n € N. Sendo assim, para cada

Mais uma vez para que X (z) # 0, ha que verificar-se A = —n
n € N, obtem-se

Xn(x) = By sin(nmz)
e T, (t) seré a solugdo da equagdo diferencial
2,2

e T.(t) =0

T”t — T,
()+1+n27r2

O polinémio caracteristico associado é

2.2
ném
R+ 5
1+ n°m
. , . 2.2 .
que admite as duas raizes +i s = +ia,, e consequentemente

T, (t) = Cy, cos(ant) + Dy, sin(apt)
Tem-se entdo, que para cada n € N
Un(t, ) = Tn(t) Xn(x) = (A, cos(ant) + By sin(ay,t)) sin(nrax)

é solucao do problema de valores na fronteira, e atendendo & linearidade da derivada, tambem
qualquer combinagao linear o sera, pelo que

u(t,z) = Z(A” cos(apt) + By sin(ay,t)) sin(nra)

n=1

verifica a equacgao diferencial parcial e as condigoes de fronteira. Para determinar os coeficientes
A, e B, teremos que utilizar as condi¢Oes iniciais

2sin(rz) = u(0,2) e sin(drx) = —(0,z)

Pela primeira condicao
o0
2sin(rx) = Z A, sin(nrz)
n=1
pelo que se conclui imediatamente que
A1=2 e A,=0paran>1

tendo-se entao que

2 o0
u(t,z) = 2 cos( T t) sin(mwx) + Z By, sin(ap,t) sin(nmx)
n=1

Pela segunda condigdo (derivando a série em ordem a ¢ termo a termo)

sin(4dnzx) = Z B, v, sin(nmz)

n=1



donde se conclui que
Byjay =1 e Bpa, =0paran #4

1+ 1672
By = \/% e B, =0paran#4
2 . 1+1672 . 1672
T 2 sin(me) + \/ 1672 Sln(\/1 11672

8. Seja n um inteiro nao-negativo, e considere zi,zs,...,2, € C pontos distintos.
(3 val.) Designe por

ou seja

tendo-se finalmente que

u(t,x) = 2 cos( t) sin(47x)

f2)=(—2z) Nz —2) (2 —2,)" H z—z)"

J=1
Mostre que
n
Z Res f ZJ
= A
Resolugao:
A funcao racional
1
z) = ,
/) (z—2z1)... (2 — zn)
é diferencidvel em C, excepto nos zeros do denominador, nos pontos z1, ..., z,. Estas singularidades
nao sao removiveis porque
. . 1 .
Zlinglf(z) = ZILHZE R N 00, i=1,...,n.
Calculemos agora
. . (2 —2z) : 1 1

onde II,(z) designa o polinémio de grau n — 1 obtido multiplicando todos os termos (z — z;), com j
distinto de i. Como

Hi(zi) = (Zz — Zl) N (Zz — Zi,l)(zi — Zi+1) N (Zz — Zn),

e todos os pontos z; sdo distintos, vemos que II;(z;) # 0, e portanto f(z) tem um polo simples em

cada ponto z;. Assim,
1

Vamos agora reduzir ao mesmo denominador a soma

Res(f,zi) =

n 1 1
Res i 1(z1 n(Zn
3 (frz) _ MG | TG _
~ z—z z— 2 zZ— 2Zn
— Hl(lzl)Hl(z) Hnézn)Hn(’z) —
(z—21)...(2 — zn) (z—21)...(z — zn)

I, (2) Tn(2)
MGyt T ey

(z—21)...(z = 2n)

9



O numerador desta ultima frac¢io é 1. Para mostréa-lo, consideremos o polinémio

p(z) = rrllll(fl)) g )

Sendo a soma de polinémios de grau n — 1, p(z) é um polinémio de grau < n — 1. Por outro lado, como
II;(z;) = 0, para ¢ # j, temos

p(zi) =0, paratodoi=1,...,n,

o que implica que podemos escrever p(z) = (z — z1) ... (2 — 2, )q(2), sendo ¢(z) um outro polinémio.
Mas como p(z) tem grau n — 1, s6 podemos ter ¢(z) = p(z) = 0 e portanto

z—z (z—21)...(z —zn)

" Res(f, ) 1
Z _

i=1

10



