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¹Xºc»½¼(¾¯¿
α ∈ R À ¼ªÁ'Â�Ã³Ä�ÅÇÆ´¼&È¯¼�¿�ÉËÊ´Ã³Ì#Í�Â u : R

2 → R

u(x, y) = α3x3 − αx − 3αxy2

Î ¿ÐÏÒÑÓ¼&Ô¯¼&È�Õ~ÅÖÃ³¼c×X¿0È�¿~Ø�Ê³¼ÓÙ�¿0ÚÇÂ�È¯¼'Ä4Æ´¼
α
¿�ÉËÊ´Ã³Ì#Í�Â

u ÛÓÜ ¿0È�Õ-Ý�Ã´ÅÇÁ#¿Þ¼&Õ R
2 ßÎ/à Ù�¿0Ú ß Ï Îâá ÏÒãM¿0È�¿

α = 1
Æ´¼&Ô¯¼&È�Õ~ÅÖÃ³¼ÓÊ´ÕÞ¿�ÉËÊ´Ã³Ì#Í�Â~¿0ÃX¿0ÚÖäÖÔ�ÅÇÁ#¿

f
Ô�¿0ÚOØåÊ³¼

f(1) = 0
¼Ó¿c×X¿0È�Ô¯¼ÓÈ¯¼#¿0ÚOÆ´¼

f Û u ßÎ/à Ù�¿0Ú ß Ï
æ?ç�è#éEêËëgìÐí´égî
ï�ðåñAòZó�ô�õËöó

∂u

∂x
= 3α3x2 − α − 3αy2 ∂u

∂y
= −6αxy

∂2u

∂x2
= 6α3x

∂2u

∂y2
= −6αx

÷Xø�ù�ø
u ú!û ôªüeý ûÐþ�ÿ�� ø�� ü��(ô�� þ	��
 üeó�ô R2

öó§ó!ö��Aöó
6α3x−6αx = 6αx(α2 −1) = 0 �� ø ���(ü þ � ø α = 0, 1ø û −1 ï��Oñ � ü��/ü α = 1

�(ó�ô�õËöó
∂v

∂y
=

∂u

∂x
= 3x2 − 1 − 3y2

� ø ���(ü þ � ø v(x, y) = 3x2y − y − y3 + φ(x) �� ø ô ø
∂v

∂x
= −∂u

∂y
= 6xy

öó ù û ó¯õ�ö�ó�� û ó φ(x) ú,û ôªü 
 ø þ ö��(ü þ �ó���ó
f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y)

= x3 − x − 3xy2 + i
(

3x2y − y − y3 + c
)

f(1) = u(1, 0) + iv(1, 0)

0 = 0 + i(c).

÷Xø�ù�ø
f(x + iy) = x3 − x − 3xy2 + i

(

3x2y − y − y3
) ø û öó���ü f(z) = z3 − z 

��� ��m��Ko! ânKu�t�u#"%$�s&�('*)½m f : C\{1, 2} → C n+"ån+" wmpt
f(z) = cos z +

1

(z − 1)(z − 2)
.



� "����_u�x�u0t��  �Ku "?o��0t! âu nKu_y "½sKt�u �´xªn+" $�s(�&'*)½m f � sKu~r0m���	½u0t�
½u �Km%"�gu0t�x&m {z : 1 < |z| <
2} �Î/à À�� Ù�¿0Ú ß Ï � ��� ��"�âr�s��âu~m% �³x�u�
pt "�Î/à Ù�¿0Ú ß Ï

∫

|z|=3/2

z2f(z) dz

u�� � sKu " r  t�r0s&�&$�u0t�� �Kr  "��~wu�t�r0m½t�t  n+" s�� "�	½u��#�Km o�u �³x  ânKm n( t�u0r�x&m �
������� �"!$#&%��('
ï�ðåñ � ø ô�ó ÿ ü�ô ø ö*) ø � ø,+ ö�ó!�"-'ü�� � û ó*üÓý ûÐþ�ÿ!� ø f

�ó�ô ü.)½ó þ ü�ö(/ û ü�ö!ö � ô ù û10 ü�� � /Ðü2/Ðó�ö435) � 0 ø ö6ö � ô6) 0 ó�ö87Mó�ô
z = 1

ó
z = 2

�&/�ó9- � / ø ü ø /�ó þ ø ô ��þ ü2/ ø �:/Ðüqöó ù ûÐþ /Ðüªý ûÐþ�ÿ�� ø ö ø ôªü2/�ü  � ø ô ø �/ü 0 �&)�ü��/ü 
 ø þ ö�ó ù û	� � û ô/�ó�ö�ó þ - ø 0 - � ôÓó þ � ø ó�ô�ö ú � � ó(/�ó ÷ ü û �ó þ � þ ü��ó ù ��� ø ü þ�û;0 ü�� 1 < |z| < 2
��ü*ö ú � � ó��ó!�=< þ ó 
 ó�öö(ü�� � ü#ôÓó þ �ó � û óöó��(/�ó�ö�ó þ - ø 0 - � /�ü*ó�ô � ø � þ ø /�ó z = 0 ò��(ü��(ü�ô ø öMö�ó�)�ü��/ü2/Ðü�ôÓó þ �óAü�ö*/ û ü�ö>)�ü�� 
 ó 0 ü�ö>/ÐüÓö ø ôªü � û ó?/�ó9@ þ ó4ü%ý ûÐþ�ÿ!� ø f A ý ûÐþ�ÿ�� ø cos z ú � þ �(ó � �(ü � ø û ö�ó���üªü þ ü 0CB � ��
 üªó�ô � ø / øqø

C
��óD) ø � � öö ø üqö û üªö ú � � óD/�ó ÷ ü û �ó þ � �(ó�/ û;E õ�ö�óü û ôªücö ú � � óF/�ó%òEüHG 0 ø �!�&/�ó �/ü � ø /�ó 
 ø þ -�ó�� ù2I þ 
 � ü ��þ @ þ	� � ø � � û ü 0 � û ó!� � û ó�ö�ó���ü ø ) ø þ � ø ó�ö 
 ø 0 � � / ø )�ü��/ü
 ó þ ���/ü�� ø /�ó�öó þ - ø 0 - � ôÓó þ � ø KJ ôL)�ü���� � 
�û;0 ü�� � 
 ó þ ���/ü þ / ø ó�ô z = 0

�(ó�ô�õ�ö�ó,ü 
 ø þ � ó 
 � /Ðü4ý � �ô û;0 ü
cos z =

∞
∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
.

M û ü þ � øON ý ûÐþ�ÿ�� ø 1
(z−1)(z−2)

��ý ü E ó�ô ø ö�ü6/�ó 
 ø ôF) ø ö � ÿ�� ø
1

(z − 1)(z − 2)
=

A

z − 1
+

B

z − 2
,


 ø ô A = −1
ó

B = 1 A �ó ù ��� ø )åó�/ � /Ðü ú ü � þ �ó!�(öó 
�ÿ�� ø /Ðü�ö / û ü�ö �(ó ù �CP ó�ö |z| > 1
ó
|z| < 2 �J ö��ó�ý ü 
 � ø 0 ó9-'ü'õ þ ø ögü?/�ó�öó þ - ø 0 -�ó��üAý �/ü 
�ÿ�� ø 
 ø ôQ/�ó þ ø ô ��þ ü2/ ø � z−1

ó�ô
|z| > 1

��ó6üAý �(ü 
�ÿ!� ø 
 ø ôQ/�ó þ ø ô � þ ü2/ ø � z−2
ó�ô

|z| < 2  A ö(ö � ô

− 1

z − 1
= −1

z

(

1

1 − 1/z

)

= −1

z

∞
∑

n=0

(

1

z

)n

= −
∞
∑

n=0

(

1

z

)n+1

,

-R< 0 � / ø )�ü��/ü |1/z| < 1 ⇔ |z| > 1 SJ ü ø û ���/ü*ý �/ü 
�ÿ�� ø
1

z − 2
= −1

2

(

1

1 − z/2

)

= −1

2

∞
∑

n=0

zn

2n
= −

∞
∑

n=0

zn

2n+1
,

-R< 0 � / ø )�ü��/ü |z/2| < 1 ⇔ |z| < 2 T ø ôªü þ / ø ó�ö��/ü�ö���� I ö§ö ú � � ó�ö ø2+ � � /�ü�ö!� 
 � ó ù ü#ô ø ö N ö ú � � ó4/�ó ÷ ü û �(ó þ �>/�ü*ý û�þ�ÿ�� ø f
)½ó�/ � /Ðü

f(z) = cos z +
1

(z − 1)(z − 2)
=

=

(

1 − z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+ · · ·

)

+

(

−1

z
− 1

z2
− 1

z3
+ · · ·

)

+

(

−1

2
− z

22
− z2

23
+ · · ·

)

= · · · − 1

z3
− 1

z2
− 1

z
+

1

2
− z

22
−
(

1

23
+

1

2!

)

z2 − z3

24
−
(

1

25
− 1

4!

)

z4 − · · ·

� û ó ú -H< 0 � /Ðü þ ü ��þ �(ó��/ö�ó 
�ÿ�� ø /Ðü�ö � � I ö��ó ù �UP ó�ö ø þ /�ó 
 ü,/Ðü û ôÓüF/�ó�ö��/ü�ö ��� I öMö ú � � ó�ö 
 ø þ -�ó!� ù ó�� ø û ö�ó���ü	��ó�ô
1 < |z| < 2 

V



ï��Oñ�� ø �ó ø �(ó�ôªüÓö ø,+ �ó ø /�ó�ö�ó þ - ø 0 - � ôÓó þ � ø ó�ô ö ú � � ó4/�ó ÷ ü û �(ó þ �(/�óAý ûÐþ�ÿ9P ó�ö 
 ø ô6) 0 ó��Ðü�ö!��ö(ü + ó�ô ø ö � û óø ö 
 ø ó @ 
�� ó þ �ó�ö*/Ðó
f(z) =

∞
∑

n=−∞

cn(z − z0)
n,

ö � ø /Ðü,/ ø ö ) ø �
cn =

1

2πi

∮

γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz

ø þ /�ó γ úMû ôªü � û ü 0 � û ó!� 
¯û �=-'ü�ýÇó 
 � ü2/Ðü � þ ü �ó ù ��� ø ü þ�û;0 ü�� ø þ /�ó ø /�ó�öó þ - ø 0 - � ôÓó þ � ø ó�ô�ö ú � � ó>/�ó ÷ ü û �ó þ �ú -R< 0 � / ø � )½ó�� 
 ø ��� � /�ü û ôªüF-�ó EAþ ø ö�ó þ � � / ø ) ø ö � � � - ø � ��þ �ó ù �/ü 0 )½ó�/ � / ø ú )	�(ó 
�� ö(ü#ôÓó þ �(ó û ô /�ó�ö��ó�ö 
 ø ó9@ 
 � ó þ �ó�ö��
∮

|z|=3/2

z2f(z) dz = 2πi c−3.

� + öó��=-�ó�� û ó þ ø þ ø ö(ö ø 
 ü�ö ø z0 = 0
ó � û ó4ü 
 � � 
¯ûÐþ ýÇó!� I þ 
 � ü6/�ó��/ü � ø � ù û ü 0 ü 3/2

ó þ 
 ø þ ���/ü'õ�ö�ó þ ü��(ó ù � � ø/ ø /Ðó�öó þ - ø 0 - � ô�ó þ � ø ó�ô°ö ú � � ó �;/ÐüÓü 0UB�þ ó�ü 3 ü�7 � 1 < |z| < 2 � 
 ø ó @ 
 � ó þ �ó c−3 ú ø /Ðü6) ø � I þ 
 � ü 1/z3
�/Ðüªü 0UB þ ó�ü 3 ü�7  � + ö�ó!�"-'ü þ / ø ó þ � � ø üªö ø 0 û�ÿ!� ø @ þ ü 0 �1/�üªü 0UB�þ ó�üü þ �(ó�� � ø �!� �(ó�ô�õËöó c−3 = −1

ó ) ø ���(ü þ � ø
∮

|z|=3/2

z2f(z) dz = −2πi.

��� ��m��Ko! ânKu�t�u#" t�u�
� )½m r0m� w�� u�v&"
UR = {z = reiθ : 0 ≤ r ≤ R u 0 ≤ θ ≤ 2π

5
}

u�� � sKu R > 1 �
� "����_u�x�u0t��  �KuÎ/à À�� Ù�¿0Ú ß Ï

∮

γR

1

z5 + 1
dz

u�� � sKu γR � "#$�t�m��´x&u  ât " nKu UR } � R > 1 ��}Ewgu0t�r0mpt�t  n+" s�� " 	½u�� �Km o�u �´x  nKmÒn& ât�u�r�x�m �� �����cx  �  �0u � "���w+"½t " nKu�x�u0t��  �("½tÓm�	 " �âmptÓnEm  �´x&u�
½t "�Î/à À�� Ù�¿0Ú ß Ï
∫ ∞

0

dx

x5 + 1
.

�
	 !������� % �$'�� "½t "� u�x�t  �0u r�s( ân+"ånKmpo " � u �³x�u~x&mXnKmpo mpoªx&t�m�'�mpoqnKu γR � �������� �"!$#&%��('
ï�ðåñ A ý ûÐþ�ÿ!� ø f(z) = (z5 +1)−1

) � 0 ø ö�ö � ô6) 0 ó�ö þ ø ö ) ø þ � ø ö zk = exp(i · π
5 + i · k 2π

5 )
)�ü��(ü

k = 0, 1, 2, 3ó
4  � ø ô ø z0 ∈ UR

ó
{z1, z2, z3, z4} ⊂ C \ UR

��öó ù û ó¯õ�ö�ó�� û ó
∮

γR

dz

z5 + 1
= 2πi · ����� z=z0

1

z5 + 1

= 2πi · lim
z→z0

z − z0

z5 + 1

= 2πi · 1

5z4
0

=
2π

5
ie−i4π/5 =

2π

5
e−i3π/10.

�



ï��Oñ T ó���ü
R > 1 SJ�þ � � ø �(ó�ô�õ�ö�ó

∮

γR

dz

z5 + 1
=

∫ R

0

dx

x5 + 1
+

∫ 2π/5

0

iReiθ

R5ei5θ + 1
dθ +

∫ 0

R

ei2π/5

r5 + 1
dr

=
(

1 − ei2π/5
)

∫ R

0

dx

x5 + 1
+

∫ 2π/5

0

iReiθ

R5ei5θ + 1
dθ

=
2π

5
e−i3π/10

÷Xø�ù�ø
lim

R→∞

∫ R

0

dx

x5 + 1
=

1

1 − ei2π/5
·
(

2π

5
e−i3π/10 − lim

R→∞

∫ 2π/5

0

iReiθ

R5ei5θ + 1
dθ

)

� ø ô ø ∣∣
∣

iReiθ

R5ei5θ+1

∣

∣

∣
≤ R

R5−1

)�ü��(ü
R > 1

��öó ù û ó¯õ�ö�ó�� û ó limR→∞

∫ 2π/5

0
iReiθ

R5ei5θ+1
dθ = 0 +� ø ���(ü þ � ø

∫ ∞

0

dx

x5 + 1
=

2π

5
· 1

1 − ei2π/5
· 1

ei3π/10
=

2π

5
· 1

ei3π/10 − ei7π/10

=
2π

5
· 1

ei3π/10 + ei(−π+ 7π

10
)

=
π

5 cos(3π/10)
.

� � �_u�x�u0t��  �Ku#" o�m&�âs&'*)½m n+" u � s+" '*)½m n( $�u�t�u �Kr  "�Mmpt�n( ���åt  "Î V Ù�¿0Ú ß Ï
dy

dt
=

t2 + 3y2

2ty
t > 0 u y < 0,

� sKu~o "åx  âo�$�"� "Òr0m �Kn( ' )½m  �( âr  "� y(1) = −1 }Ku  �Kn( � sEu m  �´x�u0t�	 "� m ����v� � m?nKu nEu��+�( '*)½mn+" o�m&� s('*)½m ��
	 !������� % �$' ��m��Eo  ânEu0t�u#"��ÒsKn(" �('*" nKu 	 "½t  �� 	pu�� v = y/t � �������� �"!$#&%��('
� � �U0 �UE ü þ / ø ü�ö û ù ó�ö�� � ø � � �ó�ô ø ö!ý ü E ó!�,üqô û /Ðü þ	�ü /�óF-'ü�� � <H-�ó 0 y = tv  � ø ô ø �(ü 0 y′ = (tv)′ = v + tv′

�)½ó 0 ø � û ó,ö û + ö�� � � û	��þ / ø þ ü�ó!� û ü ÿ�� ø / � ýÇó��(ó þ 
�� ü 0 ø2+ �(ó�ô�õ�ö�ó
v + tv′ =

t2 + 3t2v2

2t2v
=

1 + 3v2

2v� û ó ú ó!� û	� -'ü 0 ó þ �ó,ü
2v

1 + v2
v′ =

1

t

J ö��(ü úAû ôªüÓó � û ü ÿ�� ø öó9)åü��8<H-�ó 0 ��)åó 0 ø � û ó
d

dt
(log(1 + v2)) =

1

tó � þ �ó ù �(ü þ / ø ó�ô t
log(1 + v2) = log t + cø û öó���ü

1 + v2 = kt

 � þ ü 0 ôÓó þ �ó �1/�ó�ö�ý ü E ó þ / ø ü�ô û /Ðü þåÿ ü6/�ó -'ü�� � <H-�ó 0 �0ó��(ó�ö ø 0 -�ó þ / ø ó�ô ø �=/Ðó�ô ü

y
ø,+ �ó�ô%õ�öó

y(t) = ±|t|
√

kt − 1

�



ó û ö(ü þ / ø ü 
 ø þ / � ÿ!� ø ��þ	��
 � ü 0 � y(1) = −1
� 
 ø þ 
 0 û	� õËöó�� û ó4ü�ö ø 0 û�ÿ!� ø / ø �����Mú

y(t) = −t
√

2t − 1

� ü��/ü6/�ó �(ó��(ô ��þ ü�� ø � þ �ó!�"-'ü 0 ø ôO< � � ô ø /�ó4ö ø 0 û�ÿ�� ø I
� � <�� û ó -�ó!� � @ 
 ü�� � û ó 1 ∈ I

�
0 6∈ I

� � ø ô B þ	� ø /�ó y
 ø þ �ó�ô I
ó

y(t) < 0
)åü��/ü

t ∈ I  A �(ó þ /Ðó þ / ø ü � û ó ø / ø ô B þ	� ø /�ó y ú [1/2,∞[
ó � û ó þ ó�ö(ö�ó � þ �ó��=-'ü 0 ø

y(t) ≤ 0
�*�ó þ / ø õËöó y(t) = 0

ööó
t = 1/2

� ) ø /�ó�ô ø ö 
 ø þ 
 0 û	� � � û ó I =]1/2,∞[ 
��� �_u�x�u0t��  �Ku#" o�m&�âs&'*)½m�
pu�t "�Mn(" u � s(" '*)½m n( $�u0t�u �Kr  "�Î V À�� Ù�¿0Ú ß Ï

ÿ + y =
1

cos t
, 0 < t <

π

2
.

������� �"!$#&%��('
A ó � û ü ÿ�� ø ��ø ô ø�ù ú�þ ó�ü�ü�öö ø 
 � ü2/Ðü ú y′′ + y = 0, 
¯û � ø ) ø 0 � þ ��ô � ø 
 ü��/ü 
 �ó�� B ö�� � 
 ø ú λ2 + 1 = 0 OJ ö��ó) ø 0 ��þ ��ô � ø �(ó�ô 
 ø ô ø �(ü BCE ó�ö λ = ±i,

ó4) ø ���(ü þ � ø ��üªö ø 0 û�ÿ�� ø*ù ó��/ü 0 �(ó�ü 0 /ÐüÓó � û ü ÿ!� ø ��ø ô ø�ù ú�þ ó�ü ú
yh (t) = c1 cos t + c2 sen t, 
 ø ô c1, c2 ∈ R.

� ü��/üÓó þ 
 ø þ � �(ü�� û ôªüqö ø 0�ûåÿ�� ø )�ü���� � 
�û;0 ü��$/ÐüÓó � û ü ÿ!� ø þ � ø �Ðø ô ø�ù ú�þ ó�ü	� -'ü#ô ø ö ���/ü þ ö�ý ø �ôªü��§üªó � û ü ÿ!� øþ�û ô ö � ö��ó�ôªü /�ó6/ û ü�ö!ó � û ü ÿ P ó�ö$/�ó ø �8/�ó�ô�� � � ö�� ø ú �½ý ü E ó!�eü�ö�ó ù û	� þ �ó%ô û /Ðü þ�ÿ ü /�óF-&ü�� � <H-�ó � ö x1 = y,
x2 = y′.

A ó!� û ü ÿ�� ø /Ðü,/Ðü ú ó þ � � ø ó � û � -'ü 0 ó þ �(óAü ø ö � ö��(ó�ôªü
[

x′
1

x′
2

]

=

[

0 1
−1 0

] [

x1

x2

]

+

[

0
1

cos t

]

.
3��H7

� ø ô ø y1(t) = cos t
ó

y2(t) = sen t,
ö � ø ö ø 0 û�ÿ P ó�ö 0 ��þ ó�ü��(ôÓó þ �ó ��þ /�ó9)½ó þ /Ðó þ �ó�ö /�ü4ó!� û ü ÿ�� ø �Ðø ô ø�ù ú�þ ó�ü	�ø ö6-�ó 
 � ø �ó�ö [ y1

y′
1

]

=

[

cos t
− sen t

] ó [ y2

y′
2

]

=

[

sen t
cos t

] ö � ø -�ó 
 � ø �(ó�öÓö ø 0 û�ÿ�� ø � 0 ��þ ó�ü��(ôÓó þ �ó � þ /�ó¯õ)½ó þ /Ðó þ �ó�ö��&/Ðüªó � û ü ÿ�� ø��Ðø ô ø�ù ú�þ ó�üÓü�ö(ö ø 
 � ü2/�ü�ü ø ö � ö��ó�ôªü 3���7 ��ó?) ø ���(ü þ � ø � û ôªüªôªü ��� �UE ý ûÐþ /Ðü�ô�ó þ �(ü 0ú
X(t) =

[

cos t sen t
− sen t cos t

]

.

J ö��(üÓôªü���� �CE �ó�ôL/�ó��ó!�ô � þ ü þ �ó � ù û ü 0 ü	����ó4) ø ���(ü þ � ø üªö û ü ��þ -�ó��/öü ú
X(t)−1 =

[

cos t − sen t
sen t cos t

]

.

A ) 0 ��
 ü þ / ø ü ù�ø �/ü�ü�ý ���(ô û;0 ü*/Ðü>-'ü�� � ü ÿ�� ø /Ðü�ö 
 ø þ ö��/ü þ �ó�ö�� 
 ø ô x(t) = [x1(t) x2(t)]
T

, h(t) =
[

0 1
cos t

]T
,ó

c û ô -�ó 
 � ø � 
 ø þ ö��(ü þ �ó�� ø,+ �ó�ô ø ö��
x(t) = X(t)

(

c +

∫ t

t0

X(s)−1h(s)ds

)

=

= X(t)

(

c +

∫ t

t0

[

cos s − sen s
sen s cos s

] [

0
1

cos s

]

ds

)

=

= X(t)

(

c +

∫ t

t0

[

− sen s
cos s
1

]

ds

)

=

= X(t)

[

c̃1 +
∫ t

t0
− sen s
cos s ds

c̃2 +
∫ t

t0
1ds

]

=

=

[

cos t sen t
− sen t cos t

] [

c1 + log(| cos t|)
c2 + t

]

=

=

[

c1 cos t + (cos t) log(| cos t|) + c2 sen t + t sen t
−c1 sen t − (sen t) log(| cos t|) + c2 cos t + t cos t

]

,

�




 � þ ü 0 ôÓó þ �ó � 
 ø ô ø y = x1,
ü_ö ø 0�û�ÿ!� ø�ù ó��/ü 0Eú /Ðü2/Ðü )½ó 0 ü )	� � ô�ó � �/ü 
 ø ô6) ø þ ó þ �ó6/ ø -�ó 
 � ø �Aü 
�� ôªü � ø ûöó���ü

y(t) = c1 cos t + c2 sen t + (cos t) log(| cos t|) + t sen t.

����� u�� " f : R → R nKu �+�( ân(" wgmpt
f(x) =

{

0 −π < x < 0

1 0 ≤ x ≤ π,

w+"½t " −π < x ≤ π u~x " � � sKu f(x + 2π) = f(x) � s+"� � sKu�t � sEuÞo�u�� " x ∈ R �
� "����_u�x�u0t��  �Ku#" o��0t! âu-nKuÞ|OmpsKt  u0tÓn(" $�s&�('*)½m f �Î/à Ù�¿0Ú ß Ï � �����cx  �  �*" �EnKm " o��0t! âu~m&�Zx  ân("%�³s��Rwm��´x�m "½nEu � s+"½nKmE} "½wKt�m 	½u  x�u-w+"½t " r "�âr�s�� "½tÎ/à Ù�¿0Ú ß Ï

∑

n≥0

(−1)n

2n + 1
.

������� �"!$#&%��('
3 ü,7 A ö ú � � ó4/�ó 
Ðø û � � ó!�(/Ðü%ý ûÐþ�ÿ�� ø 2π−

)åó!� � � / ��
 ü f
� ú /Ðü2/ÐüF) ø �?3 þ ø �(ó � û ó þ ó�ö��ó 
 ü�ö ø L = π

7
a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos(nx) + bn sen(nx),


 ø ô ø ö 
 ø ó @ 
�� ó þ �ó�ö*/�ü2/ ø ö>)åó 0 ø ö ��þ �ó ù �/ü � ö
an =

1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx) dx n ≥ 0

ó
bn =

1

π

∫ π

−π

f(x) sen(nx) dx n > 0.

� ü��/üÓü%ý ûÐþ�ÿ�� ø /Ðü2/Ðü �*�ó�ô ø ö§ü.)½ó þ ü�ö � û ó 
 ü 0�
¯û10 ü��§ó�ö��ó�ö � þ �ó ù �/ü � ö��
a0 =

1

π

∫ π

0

1 dx = 1,

an =
1

π

∫ π

0

cos(nx) dx =
1

nπ
sen(nx)

∣

∣

∣

π

0
= 0 n > 0,

bn =
1

π

∫ π

0

sen(nx) dx = − 1

nπ
cos(nx)

∣

∣

∣

π

0
=

1

nπ
(1 − cos(nπ))

=
1

nπ
(1 − (−1)n) n > 0.

� ö 
 ø ó @ 
�� ó þ �ó�ö bn 
 0 ü��/ü#ôÓó þ �(ó�ü þ�û;0 ü#ô�õ�ö�ó � û ü þ / ø n ú )�ü�� ��ó:) ø ���/ü þ � ø ü%ö ú � � ó$/�ó 
�ø û � � ó�� /Ðó f ú ü�ö(ö � ô/Ðü,/ÐüF) ø �
1

2
+

2

π

∞
∑

n=0

1

2n + 1
sen((2n + 1)x).

3 + 7 T ó @ E ó��(ô ø ö x = π/2
� þ üªö ú � � ó?/�ó 
�ø û � � ó!� ø2+ � � /Ðü þ üªü 0UB þ ó�üªü þ �(ó�� � ø �!��ý ü 
 �U0 ôÓó þ �(ó ø2+ öó��=-'ü#ô ø ö�� û óø ü�� ù û ô�ó þ � ø / ø ö�ó þ ø ö�ó!� � ø ü2)åó þ ü�öMô�� 0 � � ) 0 ø ö B ô6)�ü��ó�ö>/�ó π/2

�

sen
(

(2n + 1)
π

2

)

= (−1)n.

�



A ö ú � � ó4/�ó 
�ø û � � ó�� @ 
 üÓü�öö � ô
1

2
+

2

π

∞
∑

n=0

(−1)n

2n + 1
,

� û ó ��ü.)�ü����(ó / ø ý ü 
 � ø � 2/π
ó?/ ø

1/2 ú ó���ü 
 �/ü#ôÓó þ �ó ø � û ó ú )åó�/ � / ø þ ü6)åó!� ù ûÐþ �(ü 
� ó 0 ø �ó ø �(ó�ôªü /Ðü 
 ø þ -�ó�� ù2I þ 
 � ü /�óªö ú � � ó�ö:/Ðó 
�ø û � � ó�� )�ü��/üªý ûÐþåÿ P ó�ö,öó 
!
 � ø þ ü 0 ôÓó þ �(ó C1

�Xöü + ó�ô ø ö � û óó�ô 
 ü2/�ü?) ø þ � ø x ∈ R
ø þ /�ó f

ö�ó���ü 
 ø þ � B þ�û ü	��ü*ö ú � � ó 
 ø þ -�ó�� ù ó*)�ü��(ü f(x)  A ý ûÐþåÿ�� ø f
/�ó�ö��/ü?)½ó�� ù ûÐþ �(üú �1/�óAý ü 
 � ø �Ðö�ó 
�
 � ø þ ü 0 ô�ó þ �ó C1

) ø � � û ó ú 
 ø þ ö��(ü þ �(óAó�ô ] − π, 0[
ó,ó�ô

]0, π[
�;)åó 0 ø � û ó ú�� þ @ þ �(ü�ôÓó þ �ó/ � ýÇó��(ó þ 
 � <H-�ó 0Xþ ó�ö��ó�ö � þ �(ó��=-'ü 0 ø öMó �(ó�ô 0 � ô � �(ó�ö 3 � + - � ø ö87 @ þ	� � ø ö þ ø ö§ó �*���(ó�ô ø ö �� �(ü�ô + ú ô 
 ø þ � B�þ�û ü þ ø) ø þ � ø x = π/2

ø þ /�ó -&ü 0 ó f(π/2) = 1 +� ó 0 ø � û ó4öó �ó�ô
1

2
+

2

π

∞
∑

n=0

(−1)n

2n + 1
= 1 ⇒

∞
∑

n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4
.

� � ��m��Ko! ânKu�t�u#" o�u�
ps& �´x&u-u � s+" '*)½m n( $�u�t�u �Kr  "�Mw+"½t�r  "�Î � Ù�¿0Ú ß Ï
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− ∂4u

∂x2∂t2
= 0.

� u�r0mpt�t�u �KnKm%"½m � ��x&mXnKm nEu o�u�w+"½t " '*)½mÒnEu 	 "½t  �� 	pu  o0}Xt�u�o�m&� 	 "ÞmÒwKt�m&���âu,� "-nKu 	 " �âmpt  �& âr  "�u $�t�m��´x&u  ât "E}Kw+"½t "%" u � s+" '*)åm n+"ån+"E}Or0m� "½oªr0m �Kn( '��Zu�o














u(t, 0) = 0 t ≥ 0,
u(t, 1) = 0 t ≥ 0,
u(0, x) = 2 sen(πx) 0 ≤ x ≤ 1,

∂u
∂t

(0, x) = sen(4πx) 0 ≤ x ≤ 1.

������� �"!$#&%��('
� ô ú � ø / ø /�ó�öó9)åü��/ü ÿ�� ø /�óF-&ü�� � <H-�ó � ö 
 ø þ ö � ö��ó�ó�ô )	� ø 
¯û �/ü��eö ø 0�û�ÿ9P ó�ö þ � ø þ0û10 ü�ö���/Ðücý ø �(ôªü u(t, x) =
T (t)X(x)  �6ó�� � -&ü þ / ø ó�ô ø �8/�ó�ô°ü

t
ó4ü

x
ó4ö û + ö�� � � û ��þ / ø þ ü�ó!� û ü ÿ!� ø�ø2+ �(ó�ô�õ�ö�ó

T ′′(t)X(x) − T (t)X ′′(x) − T ′′(t)X ′′(x) = 0

� û ó ú ó!� û	� -'ü 0 ó þ �ó,ü
T ′′(t)X(x) − X ′′(x)(T (t) + T ′′(t)) = 0

� � - � / � þ / ø ) ø � X(T + T ′′)
� ø2+ �ó�ô�õ�ö�ó

T ′′(t)

T (t) + T ′′(t)
=

X ′′(x)

X(x)

A �(ó þ /�ó þ / ø ü�� û ó ø )	� � ô�ó � � ø ôÓó�ô + � ø úMû ôªü6ý ûÐþ�ÿ!� ø /�ó t
�#ó ø öó ù ûÐþ / ø úMû ôªü6ý ûÐþ�ÿ�� ø /Ðó x

��ü � ù û ü 0 /Ðü,/�óö��ªö�ó -�ó!� � @ 
 ü��8<%öóAó � � ö�� � � û ôªü 
 ø þ ö��/ü þ �ó λ
)åü��/ü%ü � û ü 0

T ′′(t)

T (t) + T ′′(t)
= λ e

X ′′(x)

X(x)
= λ

� ø � ø û ��� ø 0 ü2/ ø � )åó 0 ü�ö 
 ø þ / � ÿ P ó�ö /Ðó!ý � ø þ �ó � �/ü u(t, 0) = u(t, 1) = 0
��óAü �(ó þ /�ó þ / ø ü � û ó T (t) þ � ø ) ø /�óöó��eü�ý ûÐþ�ÿ�� ø � /�ó þ � ��
 ü�ôÓó þ �ó þ�û;0 ü	� ø2+ �(ó�ô�õ�ö�ó X(0) = X(0) = 0  òXó�ô�õËöó,ó þ � � ø � û ó X ú üqö ø 0 û�ÿ!� ø / ø)	� ø2+ 0 ó�ôÓü6/�ó -'ü 0 ø �(ó�ö þ ü�ý � ø þ �(ó � �(ü

{

X ′′ − λX = 0

X(0) = X(1) = 0

�



� ü��/ü�� û ó X þ � ø ö�ó���ü � /�ó þ � � 
 ü#ôÓó þ �(ó þ�û;0 ü	�*�(ó��(ó�ô ø ö � û ó 
 ø þ ö � /�ó��/ü�� λ < 0 �� ó�ööó 
 ü�ö ø
X(x) = A cos(

√
−λx) + B sin(

√
−λx)ó4)�ü��(ü � û ó4ü�ö 
 ø þ / � ÿ P ó�ö*/�óAý � ø þ �ó � �/ü%öó���ü�ô -�ó!� � @ 
 ü,/Ðü�ö

A = 0 e B sin(
√
−λ) = 0

� ü � ö û ôªüO-�ó E )�ü��/ü � û ó X(x) 6≡ 0
� � < � û ó?-�ó�� � @ 
 ü��õËöó λ = −n2π2

�
n ∈ N  T ó þ / ø ü�öö � ô � )�ü��/ü 
 ü2/�ü

n ∈ N
� ø,+ �ó�ô�õËöó

Xn(x) = Bn sin(nπx)ó
Tn(t)

öó��8<%üÓö ø 0 û�ÿ�� ø /�ü%ó � û ü ÿ!� ø / � ýÇó!�ó þ 
 � ü 0
T ′′(t) +

n2π2

1 + n2π2
Tn(t) = 0

� ) ø 0 � þ ��ô � ø 
 ü��/ü 
 �ó!� B ö�� � 
 ø ü�öö ø 
 � ü2/ ø ú
R2 +

n2π2

1 + n2π2

� û ó4ü,/�ô � �(óAü�ö*/ û ü�ö��(ü BCE ó�ö ±i
√

n2π2

n2π2+1 ≡ ±iαn

�Ðó 
 ø þ ö�ó � û ó þ �ó�ôÓó þ �ó
Tn(t) = Cn cos(αnt) + Dn sin(αnt)òZó�ô�õ�ö�óAó þ � � ø �	� û ó )�ü��(ü 
 ü2/Ðü n ∈ N

un(t, x) = Tn(t)Xn(x) = (An cos(αnt) + Bn sin(αnt)) sin(nπx)

ú ö ø 0�ûåÿ�� ø / ø )	� ø,+ 0 ó�ôªü /�ó -'ü 0 ø �(ó�ö þ üÞý � ø þ �(ó � �(ü �Oó_ü��ó þ /�ó þ / ø N 0 ��þ ó�ü�� � /�ü2/�ó /Ðü /Ðó�� � -'ü2/�ü	�(�(ü�ô + ó�ô� û ü 0 � û ó!� 
 ø ô + � þ ü ÿ!� ø 0 � þ ó�ü�� ø öó��8<	� )½ó 0 ø � û ó
u(t, x) =

∞
∑

n=1

(An cos(αnt) + Bn sin(αnt)) sin(nπx)

-�ó�� � @ 
 ücü�ó!� û ü ÿ�� ø / � ýÇó��(ó þ 
�� ü 0 )åü�� 
 � ü 0 ó�ü�ö 
 ø þ / � ÿ9P ó�ö /�ó*ý � ø þ �(ó � �(ü �� ü��(ü /�ó �(ó��(ô ��þ ü�� ø ö 
 ø ó @ 
 � ó þ �ó�ö
An

ó
Bn

�(ó��(ó�ô ø ö�� û ó û � �C0 �UE ü���ü�ö 
 ø þ / � ÿ P ó�ö � þ	��
 � ü � ö
2 sin(πx) = u(0, x) e sin(4πx) =

∂u

∂t
(0, x)

� ó 0 ü6)	� � ôÓó � �/ü 
 ø þ / � ÿ!� ø
2 sin(πx) =

∞
∑

n=1

An sin(nπx)

)½ó 0 ø � û ó,ö�ó 
 ø þ 
90�û	� � ôÓó�/ � ü �/ü#ôÓó þ �(ó�� û ó
A1 = 2 e An = 0 para n > 1

�(ó þ / ø õËöóAó þ � � ø � û ó
u(t, x) = 2 cos(

√

π2

1 + π2
t) sin(πx) +

∞
∑

n=1

Bn sin(αnt) sin(nπx)

� ó 0 üªöó ù û�þ /Ðü 
 ø þ / � ÿ!� ø 3 /�ó!� � -'ü þ / ø üªö ú � � ó6ó�ô ø �8/�ó�ô ü
t
�(ó��(ô ø ü �ó!�ô ø 7

sin(4πx) =

∞
∑

n=1

Bnαn sin(nπx)

�



/ ø þ /�ó4öó 
 ø þ 
 0 û	� � û ó
B4α4 = 1 e Bnαn = 0 para n 6= 4ø û öó���ü

B4 =

√

1 + 16π2

16π2
e Bn = 0 para n 6= 4

�(ó þ / ø õËöó @ þ ü 0 ôÓó þ �(ó � û ó
u(t, x) = 2 cos(

√

π2

1 + π2
t) sin(πx) +

√

1 + 16π2

16π2
sin(

√

16π2

1 + 16π2
t) sin(4πx)

����� u�� " n s��  �´x&u  ât�m �+)½m�� �Ku,
 "åx  	pmK}~u²r0m��Eo  ânEu0t�u z1, z2, . . . , zn ∈ C wgm��´x&m½o¡n( âo�x  �³x�mpo �
�_u0o! 
��EuÞwgmptÎ � Ù�¿0Ú ß Ï

f(z) = (z − z1)
−1(z − z2)

−1 · · · (z − zn)−1 =
n
∏

j=1

(z − zj)
−1.

��mpo�x&t�u � sKu
f(z) =

n
∑

j=1

�����
(f, zj)

z − zj

.

æ?ç�è#éEêâëìÐí´égîA ý ûÐþåÿ�� ø �/ü 
�� ø þ ü 0
f(z) =

1

(z − z1) . . . (z − zn)
,

ú / � ýÇó!�ó þ 
 � <H-�ó 0 ó�ô C,
ó � 
 ó�) � ø þ ø ö E ó�� ø ö / ø /Ðó þ ø ô � þ ü,/ ø � � þ ø ö ) ø þ � ø ö z1, . . . , zn. J ö��(ü�öeö � þ ù û;0 ü�� � /Ðü2/�ó�öþ � ø ö � ø �(ó�ô ø - B -�ó � ö ) ø � � û ó
lim

z→zi

f(z) = lim
z→zi

1

(z − z1) . . . (z − zn)
= ∞, i = 1, . . . , n.

� ü 0�
¯û10 ó�ô ø ö§ü ù�ø �/ü
lim

z→zi

(z − zi)f(z) = lim
z→zi

(z − zi)

(z − z1) . . . (z − zn)
= lim

z→zi

1

Πi(z)
=

1

Πi(zi)
,

ø þ /�ó Πi(z)
/�ó�ö � ù þ ü ø ) ø 0 � þ ��ô � ø /Ðó ù �(ü û n − 1

ø2+ � � / ø ô û;0 � � ) 0 ��
 ü þ / ø � ø / ø ö ø ö �ó!�ô ø ö (z − zj), 
 ø ô j/ � ö�� ��þ � ø /Ðó i. � ø ô ø
Πi(zi) = (zi − z1) . . . (zi − zi−1)(zi − zi+1) . . . (zi − zn),ó�� ø / ø ö ø ö ) ø þ � ø ö zj

ö � ø / � ö�� ��þ � ø ö��K-�ó�ô ø ö�� û ó Πi(zi) 6= 0,
óO) ø ���/ü þ � ø f(z)

�ó�ô û ô ) ø 0 ø ö � ô6) 0 ó�ö,ó�ô
 ü,/ÐüF) ø þ � ø zi.
A öö � ô �

� � � (f, zi) =
1

Πi(zi)
.

� ü�ô ø ö§ü ù�ø �/ü �(ó�/ û;E!� ��ü ø ô�ó�ö�ô ø /�ó þ ø ô � þ ü2/ ø �§ü�ö ø ôªü
n
∑

i=1

����� (f, zi)

z − zi
=

1
Π1(z1)

z − z1
+ . . . +

1
Πn(zn)

z − zn
=

=

1
Π1(z1)

Π1(z)

(z − z1) . . . (z − zn)
+ . . . +

1
Πn(zn)Πn(z)

(z − z1) . . . (z − zn)
=

=

Π1(z)
Π1(z1)

+ . . . + Πn(z)
Πn(zn)

(z − z1) . . . (z − zn)
.

�



� þ�û ôÓó!�(ü,/ ø �*/�ó�ö��/ü�� 0 � � ôªü�ý �/ü 
�ÿ!� ø ú � +� ü��/ü*ô ø ö�� �=<#õ 0 ø � 
 ø þ ö � /�ó!�ó�ô ø ö ø ) ø 0 � þ ��ô � ø
p(z) =

Π1(z)

Π1(z1)
+ . . . +

Πn(z)

Πn(zn)
− 1.

T ó þ / ø ü,ö ø ôªü4/�ó() ø 0 � þ ��ô � ø ö /Ðó ù �/ü û n−1, p(z) ú�û ô ) ø 0 ��þ ��ô � ø /�ó ù �/ü û ≤ n−1. � ø � ø û � � ø 0 ü2/ ø � 
 ø ô ø
Πi(zj) = 0,

)�ü��(ü
i 6= j,

�ó�ô ø ö
p(zi) = 0,

)åü��/ü � ø / ø
i = 1, ..., n,

ø � û ó � ô6) 0 � 
 ü � û ó?) ø /�ó�ô ø ö!ó�ö 
 �ó�-�ó�� p(z) = (z − z1) . . . (z − zn)q(z)
�´öó þ / ø q(z) û ô ø û � � ø ) ø 0 � þ ��ô � ø � ü�ö 
 ø ô ø p(z)

�ó�ô ù �(ü û n − 1
�Ðö��6) ø /Ðó�ô ø ö��(ó��

q(z) ≡ p(z) ≡ 0
ó4) ø ���(ü þ � ø

n
∑

i=1

����� (f, zi)

z − zi
=

1

(z − z1) . . . (z − zn)
.

à��


