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1. Sejam «, 6 : R — R, fun¢des diferencidveis, e f : C — C a fungdo definida por

fla +iy) = a(x) = 3zy” +i(32°y + B(y))
para x,y € R. Decida se pode ou n3o escolher «,  de modo a que f seja uma fun¢do
analitica. Em caso afirmativo, determine «, 3 de maneira a f(1) = 1.
Resolucao:

A funcido f é analitica em C se e s6 se é diferencidvel, como aplicacdo de R2 para R?, e as suas parte
real e imagindria,

u(z,y) = Re(f)(z,y) = a(x) = 3zy®  w(z,y) = Im(f)(z,y) = 3z%y + B(y),

satisfazem as equagbes de Cauchy-Riemann,

Su(x,y) = Ge(z,y)
g_Z(‘r7y) = _%(-T,y)

Para que f satisfaca estas equagdes é necessario, entdo, que o e J satisfacam

ou , 9 9 , ov

—(x,y) =a'(x) — 3y~ =3z~ + = —(x,

5 (LY) = (z) =3y B (y) 8y( y)

(note que a outra equagdo de Cauchy-Riemann é sempre satisfeita, independentemente de « e f3).
Tem-se, portanto, passando todas as fungbes de = para a esquerda, e as de y para a direita,

o/ (z) = 3% = 3y* + 3'(y).

Agora, uma fun¢io que depende apenas de x sé pode ser igual a uma outra que depende apenas de y,
se ambas forem constantes (visto que como as varidveis = e y podem variar independentemente uma da
outra, as duas funcdes tomariam valores independentes, se ndo fossem constantes). Conclui-se, ent3o,
que

) —3x°=c e 3y *+F(y)=c com ccR.

Primitivando estas duas equagdes, obtém-se finalmente

a(m):x3+cm+k1 e ﬁ(y):—y?’—i—cy—i—kg, com ¢, ki,ky €R.

Estas fungdes sao infinitamente diferencidveis em R o que implica que, substituindo em u e v, resultam
funcdes também infinitamente diferencidveis em R?, que satisfazem o sistema de Cauchy-Riemann. A
resultante fungdo f é, portanto, analitica em todo o C.



Finalmente, de modo a satisfazer a condi¢do f(1) = i, basta substituir (z,y) = (1,0) nas fung¢Ges
obtidas, e determinar as constantes de modo a que u(1,0) =0 e v(1,0) = 1. Assim,

u(1,0)=a(l)=14+c+k1 =0 e v(1,0)=6(0) =ky =0,

donde se conclui que as constantes ¢ e k; podem ser escolhidas livremente, satisfazendo apenas a
relacao
c=—-1-— kl.

Por exemplo, c = =2, k1 = 1.

2. Seja f: C\ {-3,0,3} — C dada por

1

f2) = g e

22-9
(2 val.) a) Obtenha a série de Laurent de f que é convergente em |z| > 3.
(2 val.) b) Classifique a(s) singularidade(s) de f e determine os respectivos residuos.
Resolucao:

a) Se |z| > 3, entdo 3/|z| < 1 e 9/|z|*> < 1. Portanto, tem-se

F(2) = g + M
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onde bop_1 = 1/(2k — 1)! e by, = 32%=2 4+ 1/(2k)! para k > 0. Também, tem-se
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Logo no aberto U = {z : |z| > 3}, tem-se
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b) As singularidades de f s3o nos pontos z = 0,3 e —3. No plano complexo excepto a origem a func¢do
e!/# & holomorfa e a fungdo g(z) = 22 — 9 = (z — 3)(z + 3) tem zeros de ordem 1 nos pontos z = 3
e —3. Logo as singularidades de f nos pontos z = 3 e —3 sdo simples ou seja de ordem 1. Em
V ={z:0<|z| < 3} afungdo g(z) # 0. Segue-se que 1/g(z) é holomorfa em V e a série de Laurent
de f em V tem a forma

f(z)= ZE . Z_n+Zanz".
n=1 n=0

Portanto a singularidade na origem é essencial.

O residuo no ponto z =3 é

: . 1 1 1
Zngf = llgzls(zf?))f(z) = lim(z — 3) (m +ez> =

z—3



(2 val.)

(2 val.)

(2 val.)

O residuo no ponto z = —3 é

Resf = lm (= +3)f(:) = lim (= +3) (m te ) _ _%

w =

Para determinar o residuo na origem pode-se utilizar a alinea a) na forma seguinte. Os coeficientes da
série de Laurent de f(z) no aberto U sdo

onde y(t) = Re" com R>3e0<t<2me f(z) =),y Cnz". Paran=—1tem-se
1= C1
1

d
g Ol
=R/ ARy Reyd
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= Res

. Considere a funcio f: C\ {—i,i} — C, definida por
eiz
a) Determine
f(z)dz
Cr

emque R>1e _
Cpr={2=x:2€[-R,R}U{z=Re"? : §c|0,7]}

percorrida uma vez no sentido directo.

b) Obtenha um majorante para |va f(2) dz| em que
yr={z=Re" : c|0,n]}

c) Aproveite as alineas anteriores, para calcular o integral real
oo cosx
—dx

a) Como f é o quociente de duas fun¢des inteiras, as singularidades de f(z) sdo os pontos onde o
denominador se anula, isto é

Resolucao:

2241=0 & z=i.
Dado que Cr é uma curva simples e fechada (percorrida no sentido directo) e sé a singularidade z = ¢

se encontra no seu interior, temos pelo teorema dos residuos

(2)dz = 2miRes(f, ).
Cr



Finalmente, como

eiz 6_1
lim(z — %) f(z) = lim = —
z—»i( )f( ) z—i 2 +1 23

1

é um niimero complexo n3o nulo, podemos concluir que z = i é um polo simples e que Res(f,i) = 5.
Assim
™
f(z)dz=—.

Cr €

b) Como Vr(t) = Re™ e vj(t) = iRe™, para t € [0, 7] temos, pela definicdo,

/ f(Re“)z’Re“dt’
0

™ eiRe“iReit
< ————|dt
o |(Re)” +1

/ﬂ' e—RsentR

= —————dt

0 |R2e2zt+1|

</w B g= 17
~Jo R2—-1 R2-1’

onde se usam as desigualdades ]RQeQ“ + 1] >R?—1lesent>0,parate[0,7]e R>1.

f(z)dz

TR

c) Pela primeira alinea, e decompondo Cr em dois caminhos,

T_ 3 f(2)dz = /Zf(z)dw/m f(z)dz.

e

Fazendo o limite quando R — oo, de ambos os membros da equag3o anterior, obtemos, pela alinea b)

T oo
T _ d
- [mf(x) x
o el *° cosz + isenz
/_OO$2+1$ /_oo x?2 +1 v

> cosx . senx
= ———dr +i ———du.
o T4+1 feo TP 41

oo o
™ :/ (;osa: dz, / senx d =0,
e oo T2+ 1 oo 241

Assim,

€95 ¢ uma fungdo par (note-se também que é integravel), conclui-se que

e dado que 27T
> cosx T
——dr = —.
/0 21177 2

(4 val.) 4. Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

dy 241
dt — y2t2?
y(1) =1

indicando o intervalo maximo de definicdo da sua solucdo



Resolucao:

Trata-se de uma equacdo separdvel, pelo que, para y(t) # 0, tem-se que

t?+1 d 1
2. 2
= &S — d)—l—i——
] 2 dt(/y Yy 2

Efectuando as integracdes, obtem-se a solu¢ido na forma implicita

3
Y 1
—=t—=-4C
3 t+

y(t) = {/3t — % +3C

Pela condi¢Zo inicial y(1) = 1, conclui-se que 3C' = 1, e a solu¢do do problema de valor inicial é dada

por
. 3
y(t) = {3t = 5 +1

definida para t € I, em que I C R é o maior intervalo verificando o seguinte:

e resolvendo em ordem a y

l1el,
dominio de y contem I, e
y(t) # 0 para todo t € I.

Como o dominio de y é R\ {0} e y(t) = 0 para t = _HEG‘/ﬁ, o intervalo méximo de definicdo da
solugdo é I :]_HT‘/?, +o0l.

(3val.) 5. Sejam g, h : C — C fungdes inteiras, verificando g(a) = 0, g'(a) # 0, h(a) = h'(a) =0 e
h"(a) # 0, para certo a € C. Mostre que

Res(f,a) = ig/ll((s))

em que f é a fungdo definida por f(z) =

Resolucao:

Como g e h s3o fun¢des inteiras, ambas tém desenvolvimento em série de Taylor centrada em qualquer
ponto, com raio de convergéncia infinito. Em particular, em torno do ponto z¢p = a tem-se

> (n)a "(a
0= Lo @)+ g @)=+ Lo 4o
n=0 ' :
) > pn)
h@)ZE:hnﬁ%Z—@”zh@)+H@ﬂzf@+hiwgfaf+uw

n=0
vélidas para todo o z € C.
Usando agora as hipéteses indicadas, que g(a) = 0 e que h(a) = h/(a) = 0, podemos simplificar as

séries acima,

g"(a)
2!

g"(a)
2!

(z=a)’+- =(z—a)|d(a)+

9(z) = ¢'(a)(z — a) + (z—a)+-



h(z) h’;(!a) (z —a)* + h”;’(!a) (z—a)® + (z — a)? h”2(!a) + h”;(!a)
Escrevendo .
02 =@ + L a1
hll a hlll a
pe) =D Dy
tem-se entao,
9(z) =(z—a)p(z) e  h(z) = (z—a)*¥(2),

com

o) =g @40 e ola)=""

A func3o f pode, portanto, ser escrita como

g0 -ade) | é)
I =0 = o)~ Gl

Visto que as fun¢les ¢ e 1) ndo se anulam em a, escrita nesta forma é agora evidente que a fun¢do f

tem ai um pdlo simples (isto é, de ordem 1), com residuo dado por

Res(f,a) = lim(z — a) f(z) = lim ¢(2)  ¢la) 2g'(a)

z—a

=—atp(z)  wla)  W'(a)’



