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(1) Calcule Vi, Vievie represente estes nimeros geometricamente.

Resolugcdo: As coordenadas polares de i so |i| = 1 e argi = 7, logo, em termos da

. . ; - . . e
exponencial complexa, i = e2'. O simbolo /i representa o conjunto dos nimeros da

forma
(1tdk)m .
e comk=0,1,...,n—1.

Deduz-se que \/i simboliza

= V2 V2, sy V2 V2
e’ = — + —1 e et =——— —1,
2 2 2 2
i simboliza
egzzg—l—ii, 671:_%4-—2 e 63722—1,
e Vi simboliza
est ¢S , st e e

e ) 3/ A4/ A . S . . ~ .
Os niimeros \/i, V/i e Vi tém o seguinte aspecto geométrico, onde a circunferéncia trace-
jada tem raio 1.
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(2) Esboce os seguintes conjuntos e diga quais deles sdo regides:
a) [z —2+1i| <1;

|2z + 3| > 4;

Imz > 1;

b)
<)
d) Imz =1;
)
)

(
(
é
() 0<argz<T (2#£0);

e
(f) |z —4| > |7 .
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Resolugdo: Os conjuntos (b) e (c) sdo regibes (i.e., sdo abertos conexos e ndo-vazios).

(a) (b) (c)

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

S T LT T y=1
,,,,,, . et S =2
(d) (e) (f)
]
(3) Resolva a seguinte equagdo
14324322+ 20 = 3V3 (7" + VI )
Resolucao: Simplificando a equacdo, obtém-se
ou seja,
(1+2)° = (V3% .
As solucbes da equacdo sdo da forma z = —1 + \/§ei3ﬂ+64h, com k € {0,1,2}, ou seja,
sao
5 3 1 3
z=—1+3i ou z:—i—gi ou z:i—gi.
]

(4) Seja u: R? — R a func3o definida por u(z,y) = 23 — 3zy%
(a) Mostre que u é harménica.
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(b) Exiba uma fun¢do v : R? — R tal que a fungdo f : C — C definida por

flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

seja analitica e satisfaca f(0) = 0.

Resolucao:
(a)
Pu  O%u
@+8—y2:6m_6x20'
(b) Para que f seja analitica em C, a funcdo v tem que ser tal que o par u,v satisfaca
as equagbes de Cauchy-Riemann:

v _ u _
9 = oy = 6xy
v __ ou __ 2 9,2

Primitivando cada uma das duas equagdes, obtém-se

v(z,y) = [(6zy) dz = 322y + F(y) e

v(z,y) = [(Bz?—3y*)dy = 32’y—y*+G(2),

onde F, G sdo fungbes correspondentes as constantes de integracdo. Compatibilizando
as duas condigbes, conclui-se que,

v(z,y) = 3x2y — y3 +c

s

onde ¢ é uma constante complexa arbitrdria. Escolhe-se ¢ = 0, de maneira que
v(0,0) = 0. Conclui-se que, se se tomar v(x,y) = 3x%y — y3, a funcdo definida
por f(x + iy) = u(z,y) + iv(x,y) € analitica (porque u e v tém derivadas parciais
continuas e satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann em C) e além disso f(0) = 0.

0

(5) Estude a analiticidade de f(z) = |y| — iz para z = v + iy € C e calcule f’(e'5).

—ix sey >0
Resolugdo: Para z = x+iy, tem-se f(z) = u(x,y)+iv(x,y) = Y , ="
—y—ix, sey<0
A parte real ndo € diferencidvel em y = 0. As equagbes de Cauchy-Riemann s3o satisfeitas
sey > 0 pois af

e violadas se y < 0 onde

o(— o(—x
(151707 5

J(—x o(—
(8:1:):_1#1:_ (8yy)'

Logo, f € analitica exactamente no aberto {z € C : Im z > 0}.
Como f(z) = —iz para Im z > 0, tem-se f'(z) = —i para Im z > 0 e em particular

fI(e%) = —i. O
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Comentario: Para calcular f'(2), com zg = xg + iyp um ponto onde f € diferencidvel,
poder-se-ia ter usado uma das férmulas alternativas

15} 0 )
I'(20) = a—Z(xo7yo) + 18—2(9607%) ou f'(z0) = a—y(xmyo) — Za—Z(xmyo) etc.

¢
(6) Exprima cos 3¢p e sin4p em termos de cos ¢ e sin .
Resolucao: Para um angulo ¢ real, temos
(cos 3 + isin3p) = €37 = (') = (cos p +ising)> .
Como
(cosp + isingp)?’ = cos® P+ 3i cos? psing — 3cosgpsin2 P — isin® Y,
extraindo as partes imagindrias, obtém-se
sin3p = 3 cos? psing — sin® P .
Temos (cos 4y + isindp) = ¥ = (e)* = (cos p + isin p)*. Como
(cos ¢ + isin @)4 = cos? p 4 4icos? psin @
—6 cos? psin? ¢ — 4icos @sin® ¢ +sin? ¢ |
extraindo as partes reais, obtém-se
cosdyp = cos? p—6 cos? %) sin? p+ sin? Y.
U

(7) Mostre que, para z = x + yi, se tem

| cos z|* = sinh® y 4 cos? 2 = cosh® y — sin® .
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Resolucao: Para z = x + yi, tem-se

el® + e~ 1% 6712 + ezE
2 2

|cosz|? = cosz-cosz =

e’i(Z—E) +ei(z+§) +6—i(Z+E) +6—i(Z—E)

4
_ 6—2y + 62ia: + e—ZiJ: + 62y
N 4
—y\ 2 2 -2
ey —e™Y eV +e V-2
= (557) -
e — it 4 it 2 B e2iT 4 o—2iz 4 9
N 2 N 4
12 eV + e Y\? e 4 e W 42
cos =
Y 2 4
Sin2 . <6ix _ e—zx>2 - _621'90 + 6—2i1‘ 9
N 2 4
donde se verifica o resultado. ]

(8) Escreva todos os valores de i na forma a + bi.

Resolucdo: O simbolo i representa o conjunto dos niimeros complexos s que tém
logaritmo da forma i«, para algum logaritmo o dei. Os logaritmos de i sdo as solugcdes da
equagdo e =i, ou seja, sdo os nimeros da forma a = In |i| + (arg: + 2km)i para algum
k € Z, ou seja, sdo

™ .

a:(§+2k7r)z, keZ.

Conclui-se que os niimeros e'“ que formam o conjunto i* sdo os seguintes niimeros reais

_r

e 2tk keZ.

0

(9) Para cada um dos seguintes conjuntos Z C C, esboce o conjunto
W={weC:e" ez}
dos seus logaritmos.
(a) Z={z€C:Re(z) >0, Im(z) > 0};

a
(b) Z =TRR;
() Z={2€C:|z]=¢, T<argz < ¥}
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Resolucdo: Como, para z # 0, os logaritmos de z sdo dados por
Logz =In|z| +i(argz +2km), ke€Z,
os conjuntos W sdo da forma
W ={ln|z|+i(argz+2km): k€ Zezec Z\{0}}.
(a)

W = {ln|z|+i(argz+2kn):k€Z, Rez>0Imz>0}
{ln|z| +i(argz +2km) : k€ Z, |z| >0, argz €]0,7/2[ }
{r+i(0+2kr):ke€Z,zeR, 0€]0,7/2] }.

y
Portanto o esboco do conjunto W é:

"]
Y =mw2+Am

(b) Tendo em conta que 0 ndo pertence a imagem da exponencial,
W = {ln|z|+i(argz+2km):k€Z, e R\ {0} }
= {ln|z|+i(argz +2km) k€ Z, |z| >0, argz=0o0u argz =7 }
= {z+i(2km):k€eZ, xR }.
——
Y
Portanto o esbogo do conjunto W é:
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y

y= 41

y= 31

y= 21

y=T

= 1 +i(0+2kn):keZ,
{_+i( )

r Yy

Portanto o esbogo do conjunto W é:

y

' (1,19174)

(1,17104)

(1,11774)

(1,914)

(1,314)
| (1,774)

(1,-514)

(1,~7ri4)

(1,-13r74)

(1,-15174)
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(10) Calcule pela definigdo

2
/z+ dz ,
y

onde ~v é a semicircunferéncia ou circunferéncia parametrizada por:

(a) z=2¢", 0<0 <,
(b) z =2¢¥", 7 <6 < 2m;
(c) z=2¢", 0<6<2m.

Resolucao:

(a) A parametrizacio z(0) = 2¢ tem derivada 2'(6) = 2ie?. Logo, pela definicio de
integral tem-se

2 2
/Z+ dz = /<1+—>dz
~ z o z
" 2 . 0
= ; 1+ 300 2ie" df
- / <2iei0 ¥ 2i> 0
0

™

+ 2w
0

= 2%

= —2-—-242m
= —4+42mi.

(b) Analogamente a alinea anterior,

/Z+2dz = /<1+g>dz
y Z . z
27 9 . 0
= /7r <1+@>2ze do
27 )
- / <2i620+2i) a0

27
+ 2m1

2 —(-2)+2m
= 442w .

= 2%

(c) Pela aditividade do integral em relagdo ao caminho de integracdo, o integral desta
alinea € igual 3 soma dos integrais das alineas (a) e (b):

z

2
/Z+ dz = (—4+2mi)+ (4+2mi)
g

= 4m .
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(11) Seja v a circunferéncia de raio 1 centrada na origem percorrida uma vez no sentido
positivo. Usando o teorema de Cauchy e as férmulas integrais de Cauchy, calcule os
seguintes integrais:

()

(b)

/1dz;
.
/e—dz;
y 2
coSs 2z
d .
/7(2—22')7 °

sin z
——dz.
/7(22—2')6 ©

Resolucao:

(@)

(b)

A fungdo constante f(z) = 1 é analitica em todo o plano C, o qual é uma regido
simplesmente conexa. Logo, pelo teorema de Cauchy, o integral de f(z) ao longo de
qualquer caminho fechado em C é 0. Em particular ,

/1dz:0.
.

A funcdo f(z) = e* € analitica em C e v é um caminho fechado simples contendo a
origem e orientado no sentido positivo. Portanto, pela férmula integral de Cauchy,

/e—dz = (2) dz
v % ,YZ—O

= 2mif(0)
= 2mi.

A fungdo
CoS z

f(Z)Zm

é analitica em C\ {2i}. Como 2i ndo pertence ao interior do contorno =y, a fungio é
analitica numa regido que contém o interior do contorno v e portanto, pelo teorema

de Cauchy,
Ccos z
%dz:/f(z) dz=0.
A (z —24)7 .

Pode-se escrever o integral pedido na forma

sin z 1 sin z
——dz = —/7 dz
ety Ao

A fungdo f(z) = sinz € analitica em C e, portanto, numa regido que contém o
interior do caminho ~y. Aplicando a f(z) = sin z a férmula integral de Cauchy para a
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derivada de ordem 5, obtém-se

/L%dz = L2 el
.

(22 — 1) 26 5! 2
™
= %0 )
. g 67%—|—6%
T 2815 2
(I H4e)mi
2915/’

(12) Determine a série de Taylor em torno da origem de cada uma das seguintes fun¢des,
indicando o raio de convergéncia.
(@) f(z) =4
(b) f(z) = e
cosz se Rez<1
(c) /(=) { caso contrario.

N

Resolucao:
(a) Para |z| < 1, a fungdo [ € a soma da série geométrica de razdo z. Por unicidade do
desenvolvimento em série de poténcias, conclui-se que o desenvolvimento de Taylor é

+o00
k
OEDIE
k=0
vdlido para |z| < 1. O raio de convergéncia desta série € 1.

(b) Tem-se

+00 zk
€Z+2:626226225, vVzeC.
k=0 "

Pelo resultado de unicidade no teorema da série de Taylor, conclui-se que o desen-
volvimento de Taylor de e**2 em torno da origem é

~+00 2
) =) e
k=0

k

com raio de convergéncia +oo (porque esta série converge para todo o z € C).

(c) A série de Taylor de uma fungdo num ponto depende apenas dos valores que a fungdo
toma numa vizinhanga desse ponto. Logo, o desenvolvimento de Taylor de f(z) em
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torno da origem € o mesmo que o de cos z. Ora

eiz+e—iz
cosz = ———
2
oo /. \k —+o0 - \k
1 (iz) (—iz)
(S5
k=0 k=0
+oo
- v
|
poare (2k)!

onde a ultima igualdade se deve ao cancelamento das poténcias impares de z. Este
desenvolvimento € valido para qualquer z € C, porque o desenvolvimento da expo-
nencial € vdlido para todo o z € C. Assim, a série de Taylor de f(z) em torno da

origem ¢é
oo 2k

50 = '

e o raio de convergéncia desta série de poténcias € +oc.

O

Comentario: Apesar da série de Taylor da alinea (c) convergir para todo o z € C, ela sé
representa a fun¢do f no disco aberto de raio 1 centrado na origem. &

(13) Determine as séries de Laurent da fungdo

1
f(Z) - Z(l - Z)

vélidas nas seguintes regioes:

(a) 0 < |z < 1;

(b) [z > 1;

() 0<|z—1| < 1;

(d) |z—1|>1

Resolucao:

(a) Tem-se

111
2(1—2) 2z 1—z

+oo
L k
= —Zz para 0 < |z| <1
Zk*O

+oo
= sz para0 < |z| < 1.
k=—1
Pelo resultado de unicidade no teorema da série de Laurent, conclui-se que o desen-
volvimento de Laurent na regido 0 < |z| <1 é

+o0o
fey=> 4",

k=—1
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(b) Tem-se

—_

z2(1—2)

wi— |

ISR SO

2 1
~+00 k
1 1
= —? E (;) para
k=0
+o0

1
= Z_Z_k para |z| > 1.
k=2

1
—‘ <1 (ouseja, |z| >1)
z

Por unicidade, conclui-se que o desenvolvimento de Laurent na regido |z| > 1 €

-2

k=—o00
(c) Tem-se
11
z2(1—-2) z-1 z
1 1
o z—1 14+(2-1)
1 R
= —Z_lz(—l)k(z—l)k para0 < |z—1] <1
k=0
+o00
= Z(—l)k(z—l)k para0 < |z—1] < 1.
k=-1

Por unicidade, conclui-se que a série de Laurent na regido 0 < |z — 1| <1 é

+oo
k k
f) =) (V-1
k=—1
(d) Tem-se
11
2(1—2)  z—-1 =z
! 1
o z—1 14+ (2-1)
1
I S |
z—1 1—1—%
+00 k
1 1
= = N (-1 <1
2—1)2k_0( ) (z—l) para z—l‘<
+ _
= mﬂ para|z—1|>1.
(z — 1"
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Portanto a série de Laurent para |z —1| > 1 €
—2

D DN R

z2(1 —2) =
O
(14) Seja f a fun¢3o definida por
e —1 1
z) = .
fle) = ——+5—

(a) Determine e classifique as singularidades de f.
(b) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent vélido para |z| > 2.
Resolucao:
(a) A funcio f(z) tem uma singularidade removivel em z = 0 e tem um pdlo simples em

z =2 porque lim, o f(2) = 3 existe e lim,_o [(z — 2) f(z)] = —1 existe ndo nulo.
(b) Tem-se

-1 _ Yah o A
= ~ s :Z(k’+1)! para todo o z € C\ {0}
e
1 11 >, on —
i kra e Zn+1:—22k1zk para |z| > 2 .
z n=0 k=—o00
O desenvolvimento pedido € a soma destes dois:
[es) 1
T k>0
_ k _ ) GrDl ser =
z) = apz onde aj =
/@) kz g g {—le, sek < —1.
=—00
0

(15) Seja f a fungdo definida por

f(2)

1 sin z 1

242 22 z

(a) Determine e classifique as singularidades de f.

(b) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent valido para 0 < |z| < 2.

(c) Calcule o integral de f ao longo da circunferéncia de raio 1 centrada na origem
e percorrida uma vez no sentido positivo.

(d) Determine o raio de convergéncia do desenvolvimento de f em série de poténcias
de z 4 3, sem calcular os coeficientes desse desenvolvimento. Justifique!
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Resolucao:
(a) A fungdo f(z) tem singularidades nos pontos z = 0 e z = —2. No ponto 0 tem-se
lim< 1 _'_sinz_l) _ l_i_hmsinz—z
20\ 2+ 2 22 z 2 250 22
_ 1 4 lim cosz — 1
2 z—0 2z
_ 1 lim — sin z
=t T3
1
= 5 +0

onde na segunda e terceira igualdades se aplicou a regra de I'Hospital (também co-
nhecida por regra de I'Hépital ou regra de Cauchy) para resolver a indeterminagcdo do
limite. Uma vez que f(z) tem limite quando z — 0, conclui-se que o ponto z =0 é
uma singularidade removivel.
Quanto ao ponto z = —2, tem-se

lim f(2) =00,

z——2

logo o ponto ndo é uma singularidade removivel. Como

1 si 1
lim [(z+2)( —— + 22— =) =140-0=1,
P z2+2 22 z

conclui-se que o ponto z = —2 é um pdlo simples.
(b) Tem-se
: +oo  ont1
1 sinz 1 1 1 1 z 1
—t———— = —- — —_— — - ara z € C\ {-2,0
2—i—z+ 22z 2 1+§+22n:0(2n+1)! . Paes \ }
too oo on—1
1 Z\k z" z
= 3 (—§> +27(2n+1)! paraO<‘§‘<1
k=0 n=1
oo N Sk I L1
= Z(—l) 1S +Zm para 0 < |z| <2
k=0 n=1 ’
+00
= Zakzk para 0 < |z| <2
k=0
onde
(2;—121]6 se k € par
a =
—_1)k ¢ .
(2,€—+)1+ﬁ se k é impar .

(c) Seja v a circunferéncia de raio 1 percorrida uma vez no sentido positivo. A tnica
singularidade de f(z) no interior de v é o ponto z = 0. Uma vez que esta é uma
singularidade removivel, pode-se prolongar f(z) por continuidade ao ponto 0 obtendo
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uma fungdo analitica no interior do contorno 7. Entdo, pelo teorema de Cauchy,

conclui-se que
jé f(z)dz=0.
.

(d) Seja R o raio de convergéncia do desenvolvimento em série de Taylor de f(z) em torno
de z = —3. Pelo teorema da série de Taylor, sabe-se que R € maior ou igual ao raio
do maior disco centrado em z = —3 no qual f € analitica. Isto é, R € maior ou igual
a distancia de z = —3 a(s) singularidade(s) mais préxima(s). Como a singularidade
mais proxima de z = —3 € z = —2 (a qual estd a distdncia | — 3+ 2| = 1), conclui-se
que R > 1.

Por outro lado, a série de Taylor converge para uma fungdo analitica no interior do
seu disco de convergéncia; essa funcdo analitica coincide com f(z) para |z| < 1. Ora
viu-se na alinea (a) que f(z) — oo quando z — —2. Portanto z = —2 ndo pode
pertencer ao disco de convergéncia da série, de modo que R < 1.
Conclui-se que o raio de convergéncia do desenvolvimento de f(z) em série de
poténcias de (z +3) é R = 1.

0

Comentario: Para classificar a singularidade z = 0 na alinea (a), poder-se-ia ter utilizado

o desenvolvimento de Laurent da funcdo SIZ% — % em torno de z =0
sinz 1 1 23 n 20 1
- = Ss|lz—-—=4+=—-...)—=-
22 z 22 3! 5l z
B z 23
378
Uma vez que o desenvolvimento de Laurent em torno de z = 0 n3o tem termos com
poténcias negativas de z, conclui-se novamente que a singularidade é removivel. &
(16) Seja f a fungdo definida por
1
Z)=—F——"-.

(a) Determine e classifique as singularidades de f.
(b) Utilize o teorema dos residuos para calcular

1
$ e,
21

onde g é a fronteira do semicirculo
Dr={2€C: |z| <R, Imz >0},

de raio R > 1 percorrida uma vez no sentido positivo.
Rm

(c) Mostre que
1
dz| < ———
/FRZ4+1 IR

onde I'g é a por¢ao de v correspondente a semicircunferéncia
{z€eC:|z| =R, Imz >0} .
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(d) Utilize os resultados das alineas anteriores para calcular

+o00 1
——dzx .
/_oo EES

Resolucao:
(a) As singularidades de f sdo os zeros de z* + 1:

Ar1=0 = z=+-1=eir

42k 2k 2k
= z:€Z+T2k:cos77T+4 7T—i—isinL—i_4 W,k::O,l,Z,?)
&< z=ed4d=—+1— ou z=¢ 4 S
2 2 2 2
Z'5l \/i 2 Z77r \/5 \/5
ou 2:64:—7—2— ou z = :7_17

Cada uma destas quatro singularidades é um pdlo simples porque o seguinte limite
existe e é ndo nulo (k =0,1,2,3):

. - m+2km 1 . 1 _q:m+2km
lim (z—e"1 )= = lim — = —e %3
7;‘1r-0»2k’7\' z + ]_ i7r+2k7r 4Z3 4
zZ—e 4 z—e 4
onde na primeira igualdade se empregou a regra de I'Hospital para resolver a indeter-
minag3o (9).

Comentario: Estas quatro singularidades sdo pdlos simples porque cada uma cor-
responde a um zero simples do denominador:

z4+1:<z—§—i§> <z+§—z§> (z+§+z§> (z—@ﬂ@)
¢

Pelo teorema dos residuos, o integral pedido € igual a 2mi vezes a soma dos residuos
nas singularidades de f situadas na regido limitada pelo caminho. Os pdlos
21 d:efei% —Q—i—iﬁ e 29 d:efei%r :—Q—Fiﬁ
2 2 2 2
sdo as tnicas singularidades de f na regido limitada pelo caminho vgr. Usa-se a
formula para o cdlculo de residuos em pdlos simples e a regra de I'Hospital para
resolver a indeterminacdo:

. 1
Resaf =l |(: =2
1 1
= lim — = —
z—z1 423 423
_ lmm V2 V2
4 8 8
. 1
Res,,f = 215122 (z—ZQ)ZA—_H
1 1
= lim — = —
z—22 423 423

1 ,-9= \/5 .\/5

= —_ = — — 17—

4 8 8
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Conclui-se que

1 2
7{ —— dz = 27i (Res,, f + Res,, f) = \/——77 .
7

L1 2
(c) Tem-se a estimativa
fG)dz| < [ 171 < M- L,
T'r '

onde Mg é um majorante do mddulo da fun¢do integranda f(z) = Z4—1+1 sobre o

caminhoT'r e Lr = mR € o comprimento do caminho T'g (i.e., o comprimento duma
semicircunferéncia de raio R). Para majorar ﬁ minora-se o denominador. Pela

desigualdade triangular, tem-se que
|24 +1] > 24 1.
Sobre 'y, tem-se |z| = R. Logo, como R > 1, tem-se
1 1 1
pu— < .
2241 |22 +1] T R -1

Tomando Mp = ﬁ, fica

1 TR
dz| < R>1.
/FRz4+1 Z‘_R‘l—l para

(d) Os integrais de f sobre yr e sobre I'r estdo relacionados por:

1 L | 1
dz = dx + —dz
4 4 4
'YRZ —|—1 7R‘T —|—1 FRZ —|—1

onde o integral em dx representa um integral sobre um segmento do eixo real em

C. Pela alinea (b), o termo da esquerda € igual a gw para qualquer R > 1. Pela
alinea (c), o segundo termo da direita tende para zero quando R tende para infinito.
Portanto, fazendo R — —+o00, obtém-se

/JrOO 1 R 1 \/5

d = l' - — .
o 1 R e _prt+1 T

(17) Seja vg a curva fechada simples dada pela fronteira do semicirculo,
DR:{z:pewEC:OSpgR, 0<6<m},

de raio R > 1, percorrida no sentido positivo.

(a) Calcule o integral
22 p
——dz.
[m (22 +1)?

—+00 1,2
—dx .
/0 @+12 "

(b) Calcule o integral real



18 AMIV — LEEC — ANALISE COMPLEXA

Resolucao:
. . 2 2 ~ . . s
(a) As singularidades de (2211)2 = (Z_Z.)E(zﬂ.)g sdo z = +i, ambas pdlos duplos. A tnica

singularidade na regido limitada por vg € z = 1. Tem-se
2 2 2 -
z d z d =z i
Res,—j—5——5 = lim — - =lim—— = ——.
=i T <(Z ) (z2—|—1)2> alidz (z 4402 4
Pelo teorema dos residuos,

2 .
z —1 T
/7R 212 @7 T

(b) Como a fungdo integranda é par, tem-se
+o00 2 1 +o00 2 1 R 2
/ xidm:—/ — LT dr=_lm | ———dx. (%)
o (x241)? 2 ) o (2241)2 2 R—oo J_p (22 4+ 1)2

Seja T'r o troco de yr parametrizado por z(f) = Re'® com 0 < 6 < 7. Usando a
alinea anterior tem-se

T 2:2 /R x2 22
Z — _dz= 7dx+/ ——dz . ok
2 /W (22+1)2 _p (22 +1)2 ry (224 1)2 ()

Observa-se que

/ 272dz </ $|dz|<ﬂ7R3
rp (22 +1)° = Jrg (122 = 1) T (R2-1)?

tende para 0 quando R — +o0. Logo, as equagdes (%) e (xx) dd

oo x? 1 = =
ﬁdx:—-—:—.
o (@2+1) 2271

(18) (a) Determine o desenvolvimento em série de Laurent na regido C\ {0} da fun¢do

9(z) = (2 — 2%) e: .
(b) Calcule o residuo no ponto z = 0 da fungdo
1

f(z) = 1 (z — 2% e: .

£<2i4+(2—z3) ei) dz

onde v é a curva {z € C: |z| = 3} percorrida uma vez no sentido positivo.
(d) Quais sdo os possiveis valores do integral

é(zi4+(z—z3) e%) dz

onde C' é uma curva fechada simples contida em C\ {0,4}7?

(c) Calcule
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Resolucao:

()

A partir da série de Taylor da exponencial, deduz-se que o seguinte desenvolvimento
é vdlido em C\ {0}:

“+o0
1 1 1
=D
k=0
Logo, em C\ {0}, tem-se
—+o0
3) o2 _ 3 11
(Z—Z)@Z = (Z—Z) y;
k=0
“+o0
1
- Zkv ok 1_Zﬁ'zk 3
k=0
+1 +3
1 k 1 k
= —z = —Z
D o) D o ny
R (1—k)! R (3—k)!
+3
k=—o00
onde
-1 sek=2ou3
ar = 1 1
m ooy sek<T.

Pela unicidade do desenvolvimento de uma funcdo analitica numa coroa circular em
série de poténcias positivas ou negativas (cf. teorema da série de Laurent), conclui-se
que o desenvolvimento em série de Laurent na regido C\ {0} da funcdo g(z) é

1 3
+ 1 +

2 (1—k)!zk_ 2. B—k)! k Z arzt

k=—o00 =—00 k=—o00

onde os coeficientes ay, estdo definidos acima.

O residuo de f(z) no ponto z = 0 € o coeficiente a_; da poténcia L no desen-
volvimento de f(z) em série de Laurent em poténcias de z vilido num disco fu-
rado, 0 < |z| < r, onde f(z) é analitica.® Como a série de Laurent da soma
L+ (2 -2 e* é a soma das séries de Laurent de L ede (2 —2%) ez, tem-se
que

1

Resg ( 1 + (2 — z3) Z> Reso

1

+ Resg ((z - z3) e%)

Uma vez que ——; € analitica em z = 0, a série de Laurent de —4 em torno de z =0
€ uma série de Taylor, pelo que s6 tem poténcias positivas e consequentemente
1
Resg =0.
z—4

1 .. A .
O residuo de g(z) = (z —2%) e no ponto z = 0 é o coeficiente da poténcia 1

no desenvolvimento de g(z) valido em C\ {0}, o qual foi calculado na alinea (a).

IPode tomar-se 7 €]0, 4] porque 4 é a distancia de z = 0 2 singularidade mais préxima z = 4.
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(c)
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Conclui-se que

Resgf = Resy <(z — 23) e%)

B 1
=) B D)
11

T2 2

1

- -

O caminho ~y € fechado simples, orientado positivamente e envolve apenas uma sin-
gularidade da funcdo integranda f(z), nomeadamente o ponto z = 0. Pelo teorema
dos residuos , o integral pedido é

1 11
ﬁ(z_4+(2—23) e%> dz :27riResof:m'E .

Pelo teorema dos residuos, cada integral

}1§<214+(z—z3) e%> dz

€ 2mi vezes a soma dos residuos nas singularidades envolvidas pelo caminho C, se
o caminho for percorrido no sentido positivo, e é —2mi vezes a soma dos residuos
nas singularidades envolvidas pelo caminho C', se o caminho for percorrido no sentido
negativo.

A fungdo integranda f(z) tem apenas duas singularidades, z = 0 e z = 4. O ponto
z =4 um pdlo simples de f(z) porque o limite

iiﬂ{(z—zl) (ﬁ—k(z—zg)e%)] —1.

existe e ndo € nulo. O residuo de f(z) em z =4, é

. 1 1
Res,4f:ll£r}1 [(2—4) <m+(z_23)62>] =1.

Conclui-se que os possiveis valores do integral indicado sdo:
%, se C envolver apenas a singularidade z = 0 no sentido positivo,
—%, se C envolver apenas a singularidade z = 0 no sentido negativo,
1, se C' envolver apenas a singularidade z = 4 no sentido positivo,
—1, se C envolver apenas a singularidade z = 4 no sentido negativo,
%, se C envolver ambas as singularidades z = 0 e z = 4 no sentido positivo,
35
247
ou

e 0, se C ndo envolver nenhuma das singularidades.

se C' envolver ambas as singularidades z = 0 e z = 4 no sentido negativo,

0

Comentario: Tratando-se C' de um caminho simples (i.e., que ndo se auto-intersecta),
ndo € possivel que dé mais do que uma volta a cada singularidade. &



