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Semana 7. Equacoes Separaveis, Exactas, e Lineares

7.1 Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais:

d
(a) d_?;_ 2=1+1t+ ty?
dy . tan = + tan y
b) (1+t*)— =1+4vy? tao: t = :
(b) A +¢°) - =1+4y>  (sugestdo: tan (z+y) 1_tanxtany)

7.2 Determine a solugao geral das seguintes equacoes diferenciais, indicando os intervalos de
definicao das solugoes.

(a) gy _ 1
dt 142

d
(b) d—gt/+costy:0.

7.3 Determine a solucao dos problemas de valor inicial e o intervalo de existéncia de cada

solugao.
dy —tseny s
_-=—" 1) =—.
(8) cosy o =——p » vl)=7
dy 2t
b) — = —— 2)=3.
(b) — e y(2)

7.4 Resolva o seguinte problema de valor inicial, com o € R

{ y(t)y'(t) =t

y(1) =«
e diga para que valores de a é que a solucao esta definida em todo R.

7.5 Determine o de modo a que as equacoes seguintes sejam exactas e resolva-as:

() tyly + 0c™™) + 2(y + )% =0,

dy t+ay
a‘t—uy
7.6 Determine a solucao dos seguintes problemas de valor inicial

d .

(a) d—? —sent y=e y(g) =,
di , .

(b) L@ + Ri = Vsent, i(0) =0,

dy e~ (t=1) se 0<t<1
c) —+y=g(t), 0) =0, onde g(t) =
(c) o ty=9), (0 g(t) {1 o to1

d
7.7 Dada uma equagao diferencial da forma d_gz{+a(t) y = f(t) com a(t) e f(t) continuasem R,
a(t) =2 c¢>0e tlim f(t) = 0, mostre que todas as solugoes tendem para zero quando t

tende para infinito.
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8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

Semana 8. Equacoes redutiveis a exactas; teorema de Picard

Resolva os seguintes problemas de valor inicial e determine o intervalo de definicao das
solucoes:

d
() yeost +2(y> +sent) =0 =0, y(0) = V2,

d
(b) 4yt + 2t + 2t3 + 2tseny + (2 + cos y>d_g; =0, y(0) = 0.

Determine a solugao dos seguintes problemas de valor inicial, indicando o intervalo maximo
onde essa solucao esta definida.

(a) ty* + 1+ 2%y =0, y(1) =2,
(b) y — 2t* + [2ty + tlog ()] v’ = 0, y(1) = 2.

A equacao diferencial

d
coshy + (e7" + ey)—y =0
dt
admite um factor de integragao da forma pu = p(t +y). Determine-o e indique a solucao da
equagao com y(0) = 0.

Resolvas as equagoes usando as mudancas de variavel indicadas:

(a) ¥ +y =€y’ (y = 1/u),
(b) ty' = (1 +t)y + 9 (y = tv).

Yy

Mostre que mediante a mudanca de variavel v = ;

, as equacoes segiuntes sao separaveis e

resolva-as
2

dy y Yy
“Z_9Z 4 (Z) .
(@) 2 t+<t)
dy
b) 2ty— = 3¢y — t2.
(b) v =3Y

dy _t+y

Ol

Para cada uma das seguintes equagoes diferenciais, esboce o campo de direcgoes e trace os
respectivos tipos de solugoes .

(@z/z%, )y =y(l-y*),
() =sen(y— 1), @y =2

y—t-
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8.7 Mostre que existe uma solucao de classe C! para o problema de valor inicial

d

_y — 6t 3/y2
dt

y(0) =0,

diferente da solucao trivial y(t) = 0, Vt € R. Explique porque é que isto nao contradiz o
teorema de Picard.

8.8 Considere a equagao diferencial

{ y = —yg(t,y)+e?
y(0) = o > 0,

onde g : R? — [1, 00| tem derivadas parciais continuas para todo o (¢,y) € R?. Mostre
que a solucao da equacao dada estd definida para todo o ¢ positivo. O que pode dizer
quanto ao limite de y quando t — +o0?
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Semana 9. Equacoes vectoriais lineares de ordem 1

9.1 Para cada uma das seguintes matrizes A, calcule e e resolva o problema de valor inicial,
w=Au, u(0)=[1,1,1]7.

2 =2 2 2 1 —1
(a) A=]10 0 1 (by A=]0 3 -1
0 0 1 00 2
9.2 Para cada uma das matrizes A acima indicadas, calcule e*.
[ 2 1.0 00 0
: 1o o ) si800 0
(a) A= 0 20 (b A=|0 3 -1 (c) A=
-1 0 3 01 1 0 00201
0 000 3 -1
| 0 000 1 1 |
9.3 Seja
5 =1 0
A=|1 3 0
0 0 4
Determine €4 e resolva o problema de valor inicial X' = Ax, x(1)=[1 0 0 }T.
9.4 Seja
-2 0 0
A= 0 -2 1
0 -1 =2

A T

Determine ¢! e resolva o problema de valor inicial x' = Ax, x(7/2)=[1 1 0]

9.5 Determine a solucao geral do seguinte sistema de equacoes diferenciais:

' =14x — 10y + 1
y =10z — 2y + 2

(Sugestao: Determine primeiro uma solugao particular constante.)

9.6 Resolva o seguinte problema de valor inicial:

v = —2r+ 4y + 8
Y =—x+2y+t>

9.7 Determine uma matriz 2 x 2, A, tal que uma das solucoes de x’' = A x seja
x(t) = (e* —2e7", e +4e7") .

A solucao encontrada ¢é unica?
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Semana 10. Transformada de Laplace.

10.1 Calcule a transformada de Laplace de

10.2 Calcule a transformada de Laplace inversa de

(a) 3s+1
5244’
s2—5
b) —° 2
(b) s34 452 4+ 3s’
(c) 8(s*+10s*> +9)71,
(d) (s*=1)72
2s
© G arrt

10.3 Resolva os seguinte problemas de valor inicial:

(a) y" — 4my” + 37%y = 10m3cos (7t), y(0) =4, y/(0) = 4r, " (0) = 772,
(b) " =3my' +2r%y = 7%e™,  y(0) =1, y'(0) = .

10.4 Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais:
(a) " +vy — 2y = €' + cos (1),
(b) v -2y +y=t,
(c) " +y=-cos(t).

10.5 Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais:
(a) y/// _ y//_|_y/ _ 1 — O,

(b) vy — 4y’ = 8t — 16sen (2t),
(c) " — 3y + 2y = te?.
10.6 Utilizando a transformada de Laplace resolva os seguintes problemas de valor inicial (onde

H e por ¢ designam respectivamente, a funcao de Heaviside e a “funcao” delta de Dirac
com suporte na origem)
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1, 7 <t<2r

(a) " +2y +2y = h(t), y(0) = 0, y'(0) = 1 MﬂZ{Q O<t<met>om
(b) y" +2y' +2y=0(t — ), y(0) = 1,4/(0) = 0,
(c) y"+4y=H(t—m)— H(t —2m), y(0) =0, y'(0) =0,

1

(d) ¥"+y =0t —m)cost, y(0) =0, y'(0) =

10.7 Os polinémios de Laguerre sao definidos por
t d n
de—e( )(ﬂf% n=01,2,....

Conl \dt

Mostre que L [L,(t)] = (s — 1)"/s"*! e que

2

d d
—L 1—t)—L L,=0.
tﬁ2"+( t%t”+”" 0
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Semana 11. Equacoes de ordem superior

11.1 Resolva os sistemas
%= 3 =2 - et
L1 0 0

. (3 -1 + 0
*“\o 2 J*T e )
reduzindo-os a equacgoes escalares em apenas uma variavel.
11.2 Determine uma equagao diferencial de 2* ordem que tenha como solucoes a familia dada:
(a) y(t) = At + B2,
() y(t) = (A+ Bt)e
(c) y(y) = At + Bsen (2t).
11.3 Considere a seguinte equagao diferencial linear:
o2t

et +1

(e"+1)y" —y — y = 2¢ .

: _ it _
(a) Verifique que y = e’ +1ley = 55 +1 sao duas solucoes linearmente independentes da

equacao homogénea associada.
(b) Resolva a equacdo (ndo homogénea) com as condigoes iniciais: y(0) = ¢/(0) = 0

(Sugestao: Divida a equagao por e’ + 1.)
11.4 Determine a solucao geral de:

(a) ¥ +t(y)* =0.
(b) 262" + ()" = 2ty’.
(c) yy" + (y)* =0.
(d) yy" =2(y)"

11.5 Resolva o seguinte problema de valor inicial

a2y dy\*
Y _ () ¢
at? (dt) s

(Sugestao: Determine primeiro uma fungao v(y), tal que % =0(y)).



