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ANALISE MATEMATICA IV — LEEC
TESTE 3 — VERSAO A - 6/JUNHO/2003 — RESOLUCAO

Instrucoes

e Nao abra este caderno de teste antes de ser anunciado o inicio da prova.

e Preencha os seus dados na parte de baixo desta folha.

e Cada uma das cinco alineas vale 4 pontos.

e Apresente e justifique todos os calculos.

e N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de maquinas
calculadoras.

e A revisao de provas é na 4? feira, 11 de Junho, 11h-12h, na sala de dividas.

e Boa sortel!

Férmulas para Transformadas de Laplace

Sendo F'(s) = L{f()}, L{e“f(t)} =F(s—a), L{-tf(t)} = LF(s)
L{f(t)} = sF(s) = f(0) , L{H()f(t =)} = e F(s) .
L{e"} = L, L{cosht} = 525 , L{sinbt} = 2 , L{o(t)} = e~ .

Férmulas para Séries de Fourier

2 S (an cosnz + by sinnz) |, a, = 2 fo% f(x)cosnxdx , b, = %foﬁ f(x)sinnxdx .

2 4+ 5 (an cos 22 + b, sin 222 ,an:%ffo(a:)cosmdaz by —Lf f(z)sin 272 d

Para a correccao

| pergunta | classificaggo ||
1(a)
1(b)
2(a)
2(b)
3
Ne:
total
Sala:

Nome:
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(1) (a) Calcule a transformada de Laplace de

f(t):{t’ se0<t<1,

1, set>1.

Resolugdo: Como se pode escrever f(t) =t— (t —1)H,(t), a
sua transformada de Laplace é

1 _

? —e 83_2 .
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(b) Resolva o seguinte problema de valor inicial:
y@ +y = f(t)
y(0) =1, y(0)=1,

onde f(t) é a fungdo da alinea anterior.

Resolugdo: Seja Y(s) = L{y(t)}, onde y(t) € a solucdo do
PVI. Aplica-se a transformada de Laplace a ambos os membros
da equac3o e usa-se o resultado da alinea anterior:

(5 + )Y () — 59/(0) ~5(0) = 5 — e~

S
S 1 1 1
— Y(s)= —e®
() s2+1 +32+1 +32(32+1) ¢ s2(s2+1)
S 1 1 1
= Y(s§)= — 4+ — —e S| ———— ).
(s) 211 e € <32 32+1>
A fungdo continua com esta transformada de Laplace e definida
parat >0 é

y(t) =cost+t— Hi(t)(t—1—sin(t — 1)) .
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(2) (a) Ache o desenvolvimento em série senos da fungdo ¢ : [0, 1] — R definida por
g(x)=1,Vz €10,1].

Resolucao: A série de senos de g é a restricdo ao intervalo
[0, 1] da série de Fourier da sua extensdo impar g : [—1,1] — R
definida por g(x) = 1 para z € [0,1] e g(z) = —1 para = €
[—1,0[. Essa série é dada por

—+00
E by, sinnmx
n=1

by, = f_llg(x)sinmm:dm

com

= 2f01 sinnwx dr
2) [7cosn7ra:]$:1

nm =0
4 .
_ P n impar
0, n par .

Logo, a série de senos de g é

4 = sinnmx
— Z , xel0,1].
n

n=1,n impar
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(b) Determine a solugdo (satisfazendo a equagio diferencial parat > 0e 0 < z < 1)
do seguinte problema para a equacgado do calor:

du _ d*u
— 922 >

(£, 0 )—u(tl) 5,
u(0,z) =

Resolugdo: Para u(t,x) = T(t)X (x) # 0, a equacio diferen-

cial fica
u— Py e T(H)X(z) =TH)XP(2)

— T; k= X;()g), comkeR.

Para que haja solugées X (x) ndo identicamente nulas satis-
fazendo a condicdo homogénea na fronteira X (0) = X (1) =0,
tem que ser k < 0, e nesse caso as solugdes sdo X(x) =
cosiny/—kx com ey € R ev/—k =nm, n=1,2,.... Entdo
para k = —n27% n = 1,2,..., escolhe-se Tp(t) = e '™t
e X, (z) = sinnmx. Notando que a equacdo diferencial e a
condicdo na fronteira admitem uma solugdo estaciondria cons-
tante v(x) = 5, conclui-se que a solugcdo geral da equagido dife-
rencial e da condi¢do na fronteira é

+oo
u(t,x) = Z cne W b sinnar 45
n=1
Ao impbr a condigcdo incial,
+00 +00
u(0,x) = chsinmra:+ 5b=7T= chsinmra: =2,
n=1 n=1

verifica-se que se deve escolher ¢, = 2b, onde b, sdo os coe-
ficientes da série de senos de 1 calculada na alinea anterior.
Assim, a solucdo do problema é
400
8 1 2 2, .
u(t,x) = — E —e " lsinnrr +5 .
™ n

n=1,n impar
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(3) Calcule a transformada de Laplace da fun¢do
e t—1
t b
Sugestdo: Use as propriedades da transformada de Laplace.

t>0.

Resolugdo: Seja f(t) = 671_1, t>0. Comotf(t)=et—1
tem transformada de Laplace L{tf(t)} = —%F(s) = Fll — %

a transformada de f(t) serd F(s) = — [ <;11 - l) ds+c para

1

S

alguma constante c. Escolhendo a primitiva In |%1‘ deve-se

tomar ¢ = 0 pois lims_,,~ F'(s) = 0. Conclui-se que

S
F(s)=1
(3) nS"—l

, paras>0.



