Métodos iterativos para Sistemas Lineares
Introducao

Num método iterativo para resolver um sistema de equacoes lineares Ax = b, comeca-
se com uma aproximacao inicial x(9 da solucéo x e é gerada uma sucessao de aproximacoes
{x®)}2 | Os métodos iterativos sio em geral usados para sistemas de grande dimensio
(por exemplo, se A é da ordem de 10000) onde A tem uma grande percentagem de
elementos nulos (matriz esparsa). Sistemas deste tipo surgem por exemplo depois da
aplicacao de métodos numéricos a problemas de valores na fronteira e equagoes com
derivadas parciais.

Relembremos que, no capitulo 2, para as equagoes da forma f(z) = 0, obtiveram-se
métodos iterativos do ponto fixo xr 1 = g(x), depois de se reescrever a equagao dada
f(z) =0 na forma = = g(z).

No caso dum sistema linear Ax = b, que é uma equacao da forma

Ax —b =0, (1)
——
F(z)
também comegamos por obter uma equivaléncia x = G(x). Como veremos na secgao
seguinte, em geral isso pode ser feito através duma decomposicao da matriz A, a qual

permite reescrever o sistema numa forma equivalente
Ax =b <= x=Cx+d, (2)
——
G(x)

onde C' é uma certa matriz apropriada e d um vector. O método iterativo associado a GG
sera entao:

(k1) — G(x(k)), k=0,1,2, .. (3)
ou,usando (2),
<+ — ox®) 4 d £=0,1,2,.. (4)
Seja
O _ [xgm :réo) xéo) ‘qu(IO)]T

um vector aproximagao inicial para
T
X =[] Ty x3...T,],

onde .
xg )¢ aprox. para i,

0)
:Ué )¢ aprox. para s,

2(0¢ aprox. para m,



Entao construimos aproximagoes:

xM = [xgl) 2 xél) x0T
A = o o D T

aplicando sucessivamente a férmula (4), ou seja, fazendo:

x® — oxM 1 d

O objectivo é determinar aproximagoes (iteradas) até se chegar suficientemente préximo de
x. Por outras palavras, interessa-nos que a sucessao de aproximagoes xM x@ x®)
seja convergente para X:

lim x® = x (5)

k—o00

Ou, doutro modo, interessa-nos que as ”distancias” (medidas por intermédio duma norma)
de x &s sucessivas iteradas x®) tenda para zero:

lim ||x*® —x| =0 (6)

k—oo

Concluimos esta introducao relembrando que, para as equagoes f(z) = 0, diferentes
fungbes g geravam métodos do ponto fixo (ou sucessoes) diferentes. No caso dum sis-
tema, também ha diferentes maneiras de reescrevé-lo na forma (2), ou seja, sao possiveis
diferentes escolhas da matriz C' (e consequentemente do vector d), por forma a que (1)
seja equivalente a (2). Essas diferentes escolhas conduzem a métodos diferentes para a
equacao matricial dada. Neste capitulo estudaremos, em particular, os métodos de Jacobi
e Gauss-Seidel.



Os Métodos de Jacobi e Gauss-Seidel

Vamos comegar por apresentar dois métodos iterativos, utilizando um exemplo con-
creto.

Exemplo 1

Seja o sistema

10 2 1 1 7 que tem solucao exacta:
1 5 1 To | = | =8 r1=1, 9 = -2
2 3 10 T3 6 e x3 = 1.
Em forma explicita, temos:
10$1 + 2$2 +x3 = 7
T+ 51’2 + x3 = -8 (7)
201+ 315+ 1023 = 6

O Método de Jacobi

Resolvendo a primeira equagao de (7) em ordem a x, a segunda em ordem a x5 e a
terceira em ordem a x3, obtém-se o sistema equivalente

ry = (7 — 2$2 - .I'g)/lo
To = (—8 — I — 1'3)/5 (8)
rs = (6 — 2111 — 31‘2)/10

Sendo x = [z1 3 23]" e designando por g(x1, ©2, 23), ga(21, T2, 23), gs(21, T2, 23), respec-
tivamente, as expressoes do lado direito de (8), temos, equivalentemente,

T =g1($1,$2;$3)

Ty = go(21, 22, 73) <= x=G(x) 9)
x5 = g3(x1, 2, 3)
Em seguida associamos a G' o método do ponto fixo x*+1) = G(x®). Isto é, no lado
(k+1)

esquerdo das equagoes substitui-se cada x; por z; e, no lado direito, por ng). Obtém-

se assim o chamado método de Jacobi, definido por

xgk:—&—l) -7 - ngk) _ xé’“))/lo :0,7—0.2x§k)—0.1x§,k)
= (28— ZW — aWys — 16— 0.200 — 0.22% (10)
A = 6 — 22— 32{")/10 =0.6- 020 — 032",



com k =0,1,2, ... Suponhamos que se comeca com uma aproximacao inicial x(© =
(0.7 — 1.6 0.6]7. Para obter as iteradas seguintes, utiliza-se (10), dando-se sucessivos
valores a k:

k =0 (calculo de x)

2V =0.7- 0.2z = 0.12{” = —0.2 x (=1.6) — 0.1 x (0.6) + 0.7 = 0.9600
2 =-1.6 - 022" — 022 = —0.20 x (0.7) — 0.2 x (0.6) — 1.6 = —1.8600
2 =0.6— 022" — 032" = —0.20 x (0.7) — 0.3 x (—=1.6) + 0.6 = 0.9400

k =1 (célculo de x?))

2P =07-0220 - 012" = —0.2 x (=1.86) — 0.1 x (0.94) + 0.7 = 0.9780
2 = —1.6-0.22Y —0.225” = —0.20 x (0.96) — 0.2 x (0.94) — 1.6 = —1.9800
2P =0.6 — 022" — 0.325” = —0.20 x (0.96) — 0.3 x (—1.86) + 0.6 = 0.9660

k =2 (calculo de x®))

2P =07-02:P - 012 = —0.2 x (=1.98) — 0.1 x (0.966) + 0.7 = 0.9994
2P =16 — 0.2z — 022 = —0.20 x (0.978) — 0.2 x (0.966) — 1.6 = —1.9988
28 =0.6 - 0227 — 0.3z = —0.20 x (0.978) — 0.3 x (—1.98) + 0.6 = 0.9984

O Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel pode ser considerado como uma modificagao do método de
Jacobi. No exemplo que estamos a tratar, observemos o seguinte.

E dada a aproximacao inicial x(© = [xgo) xéo) xéo)]T. No calculo da iterada seguinte,

x| pelo método de Jacobi, comeca-se por obter a primeira componente ajgl). Em seguida,

para determinar a componente xél), sao usados xgo), xgo). Ora, no método de Gauss-Seidel,

substitui-se a:§°) por azgl), que ja se conhece nesta altura. Também no calculo de xél), 0

, . . - . 1 1 0 0
método de Gauss-Seidel usa as aproximagoes mais recentes x§ ), xé ), em vez de xg ), xé ),

respectivamente. Assim, para o método de Gauss-seidel, viria
(expressdo de x(V)

2V =07-02: - 012 = —0.2 x (=1.6) — 0.1 x (0.6) + 0.7 = 0.9600
2 =—1.6-022Y —0.220 = —0.20 x (0.9600) — 0.2 x (0.6) — 1.6 = —1.912
2 = 0.6 —0.22Y — 0.328" = —0.20 x (0.9600) — 0.3 x (—1.912) + 0.6 = 0.9816

Passemos a deduzir a férmula geral para obtencdo de x* 1) a partir da expressio



(10) do método de Jacobi. O método de Gauss-Seidel resulta de se fazerem algumas
modificagoes:

A expressao da componente xng) fica como no método de Jacobi. Na expressao

da componente xékﬂ), substitui-se xgk) por xgkﬂ). Na expressao da componente :L’gkﬂ)
o (k) (k+1) (k) (k+1)
substitui-se z;’ por z; e Ty por Ty .

Com base nessas observacoes, o método de Gauss-Seidel para o exemplo dado é o
método iterativo definido por:

A= = 2P = 210 =07 - 0228 —0.128
25 = (=8 — 2V = 2Pys = 16— 0220 — 0.2z (11)
2= 6 — 22V = 32y 10 = 0.6 — 0.22) — 0.3,

com k=0,1,2, ...

Vemos que o método de Gauss-Seidel se distingue do método de Jacobi no facto de
utilizar os novos elementos a medida que eles vao sendo calculados. Embora pareca
natural pensar que, no caso de ambos convergirem, o método de Gauss-Seidel é "mais
rapido” do que o método de Jacobi (no sentido de ”chegar préximo” da solugao exacta
num menor nimero de iteragoes), isso nem sempre acontece. H4 mesmo casos em que o
método de Jacobi converge e o de Gauss-Seidel diverge.

Comecamos por apresentar os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel duma maneira directa
e bastante simples. Contudo, para o estudo da convergéncia desses métodos, é conveniente

recorrer a sua formulagao matricial. Isso é o que faremos na sec¢ao seguinte, mas para ja
ilustramos com um exemplo.

Exemplo 2

Consideremos de novo o exemplo 1 e mostremos que o método de Jacobi (10) é da forma
xF) = ¢, x®) 4 q.

Com efeito, reescrevendo a igualdade (10) na forma matricial, vem:

A 0 -02 —017/[a" 0.7
=1 =02 0 —02 || |+]-16|=xt=0,xP+d
24D 02 —03 0 o 0.6

A matriz C; acima chamamos matriz de iteracao do método de Jacobi.



Exemplo 3

Verifique que também é possivel expressar o método de Gauss-Seidel (11) numa forma
xF D) = Cng x*) 4+ d, onde Crg é uma matriz e d um vector adequado.

Veremos que as matrizes C; e Cgs tém um papel importante na convergéncia dos
métodos.

Obtencao de Métodos Iterativos.

Dado o sistema linear Ax = b, vamos agora descrever uma maneira de se obterem

métodos iterativos da forma
xD = ¢ x® 4 d

e, em particular, os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel. Comegamos por decompor a matriz
A na soma de outras duas:

A= M+ N, onde M é uma matriz invertivel, (12)

donde resulta
Ax=b <= (M+N)x=b (13)

Desenvolvendo a igualdade da direita obtém-se sucessivamente

Ax=b < Mx=b-Nx<=x=-M"'N x+M'b (14)
d
c

Quer dizer, obteve-se a equivaléncia

Ax=b <<= x=Cx+d (15)

e somos naturalmente conduzidos a métodos iterativos da forma

xD = 0 x® 4 d, (16)
ou seja,
xF+D = N x® 4 M (17)
—_———
C
k=0,1,2,... , onde x(® é um vector dado (aproximacdo inicial).

Diferentes escolhas das matrizes M, N resultam em diferentes ”rearranjos” do sistema
na forma x = C' x + d, que, por sua vez, conduzem a diferentes métodos iterativos.
A matriz C' é chamada matriz de iteragdo. Designaremos as matrizes de iteragao dos
métodos de Jacobi e Gauss-Seidel por C'y e Cqg, respectivamente.



O que sao as matrizes M, N no caso dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel?
A decomposicao A=L+D+U

Nos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel a escolha das matrizes M e N é baseada na
igualdade A = L + D + U, que a seguir descrevemos.

Ao sistema linear Ax = b, da forma:

a1 Q2 ... Qip 1 by
Q21 Q22 ... Aoy To ba
T3 — bg

L Qn1 Qp2 ... Qnpn 1 L Ln i L bn d

associamos as matrizes L, U, D definidas do seguinte modo:

0 0 . 0 _0 a2 ... ... An ajl 0 0
a1 0 0 0 0 0 a3 ... aon 0 a9 0 0
L= S s 0 |sU=110 o T : D=1 0
: ' 0 : - An—1n E .0
| n1 Qn2 ... Gpp—1 O | L0 0 ... 0 0 ] | 0 0 ... 0 apn
Entao, tem-se:
A=L+D+U (18)

Formulacao matricial dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel
Método de Jacobi

Com base na igualdade (18), vem:

Ax=bx <= (D +L+U)x=b (19)
M N

Substituindo M = D e N = L + U em (17) resulta o método de Jacobi:

x"D = _DHL+U)x® + Db,  x© dado.
—_— —
Cy
Ou seja, o método de Jacobi é um método iterativo da forma (17) com: M = D e
N = L+ U e, consequentemente, matriz de iteragao C; = —D~'(L + U). Estamos a
supor que os elementos da diagonal de D sao diferentes de zero.
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Exemplo 4

10 2 1 1 7
Seja o exemplo 1 ja considerado: 1 5 1 o | = | —8
2 3 10 x3 6
Vem
10 0 21
10 2 30
e a matriz de iteracao do método de Jacobi é:
1/10 0o -2 -1 0 —-02 —-0.1
C;j=-D N L+U)= 1/5 -1 0 —-1|=]-02 0 -02
1/10 -2 =3 0 -02 —-03 0

que é de facto a matriz ja obtida no exemplo 2.
Deducao da expressao geral do método de Jacobi

E ttil deduzir a expressao geral do método de Jacobi, para efeitos de implementacao
do método no computador.

Da igualdade Dx®* 1) = —(L + U)x™*) 4- b obtemos as equagoes

anxgkﬂ) = — a12$§k) + a13$§k) + a14$4(1k) + +  apad + b
azﬂékﬂ) = — a21$gk) + azgﬂigk) + a24$4(1k) + + gz + by
aggxngrl) _ aglxgk) 4 a32x§k) + a34a:51k) + + agnxgﬂ) + b3
: : + : + : + + +
Ay ™ = = (amx(lk) + a4 apr) + + a”"—lx’(lk—)l) + bn
e portanto,
xgkﬂ) = |b — a12$gk) + a13x:(2,k) + a14x4(1k) + o al”xglk)) /o
xékﬂ) = |by— a21$§k) + a23$§k) + a24$4(1k) + o+ agall)| Jag
0 — Ty~ (ane®  + oape® 4 oase® £+ age®)] Jag
= b= (ome® 4 awrd + oawe® + 4 aunl)] o
Em geral, :cng) pode ser obtido pela férmula:
x§k+1) = | b; — Zaijxg'k) fai, i=1,2,....n (20)
j=1

J#i



Exemplo 5

Se aplicarmos a expressao acima ao exemplo 1, resultam as equacoes ja obtidas anterior-
mente:

A= - 22+ xék))} /10
o= 8 - @+ )]/
A = 6 — 2 + 38| /10

Na pratica, é mais facil utlizar o processo descrito para o exemplo 1, usando (8) e (10),
para obter a expressao da iterada genérica.

Método de Gauss-Seidel

Com base na igualdade (18), associamos as matrizes do seguinte modo:

Ax:bx<:>(D+L+\q_/)X:b (21)
M N

O método de Gauss-Seidel é um método iterativo da forma (17), com M = D+Le N =U
e, consequentemente, matriz de iteragao dada por Cgg = —M N = —(D + L)"'U. Ou
seja, é o método definido por

x®D = —(D+ L) 'Ux® +(D+L)'b (22)
N———
Ccs

A férmula geral para o célculo de x*t1 pode ser obtida de maneira analoga a utilizada
para o método de Jacobi, usando a igualdade (equivalente a (22)):

(D + L)x*+Y = —_yx® 4 b, (23)

donde se obtém
D xtD) — 1 xk+D) x4 p, (24)

[gualando componente a componente, chega-se a

2D ( Za” (1) g aijm§k>+bi) Jag, i=1,2,....n (25)

j=i+1

Note-se que a expressao acima também pode ser deduzida a partir da expressao geral
(20) do método de Jacobi, fazendo as modificagoes seguintes. No método de Gauss-Seidel

o k+1) . . . . - .
utilizam-se os valores x§ * ), j =1,2,...,4 — 1, que sao aproximagoes actualizadas de

x5, =1,2,...,1—1, em vez dos valores xék),j: 1,2,...,0—1.



Convergéncia dos Métodos Iterativos

Teorema 1 (Condi¢do suficiente de convergéncia) Seja o sistema linear Ax = b e supon-
hamos que o mesmo tenha sido transformado no sistema equivalente

x=0Cx+d (26)
onde C' € uma matriz quadrada e d € um vector, e consideremos o método iterativo
xFD = ox® 4+ d (27)

com x© um vector qualquer do R™. Se existe alguma norma induzida (ou natural) de
matrizes tal que |C|| < 1, entdo o método iterativo (27) converge para a solugdo x do
sistema (26) qualquer que seja o vector x0) dado. E tém-se as formulas de erro

(1) fx =" <[C] x —xP| (28)

(I1) fx = x| < o x = x| (29)
ICI|

(][]) ||X N X(k-l—l)” < 1_7HC’HHX(1€+1) . X(k)H (30)

Dem. Seja x a solugao de (26) e portanto de Ax = b e seja

k) k)

e = x — xf

o erro da iterada x®.
Subtraindo (26) de (27) vem:
x —x*) = 0x — 0x® = C(x —x¥), k= 0,1,2, ...

ou seja,

et = Ce® (31)
Dando sucessivos valores a k£ obtém-se
e = (e
e® = Ce = C(Ce) = 2%
e® = Ce® = (C?%®) = 30
e, em geral,
e(k+1) — C(k—‘rl)e(O) (32)
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Seja || || uma norma de vector e consideremos a norma de matriz associada. A férmula
(I), ou seja,(28), resulta de se aplicarem normas a igualdade (31):

le™ V]| = [|Ce®@| < [|C|l]|e™] () (33)

Por outro lado, aplicando normas a igualdade (32), obtém-se:
le™ V] = [[C*FVe@] < C*HV|fle@
e, notando que:
||C§|| = cc] < licilc) = lic|® \
IC I = lCCll < ICHIC I = IO
I = lec? < lICllies] = ICl

obtém-se, em geral, para k > 0: ||[C*+D|| < ||C||**+Y. Substituindo acima, resulta a

formulas
[e® V] < [|o)* e (ID)

As férmulas (I) e (IT) s@o validas para qualquer norma vectorial e correspondente norma
matricial induzida.

Convergéncia

A férmula (II), juntamente com a hipdtese de que existe uma norma tal que ||C|| < 1,
pode ser utilizada para provar convergéncia. Com efeito, sendo ||C]| < 1, entao

lim (|04 = 0 = [+ =¥
—00

ou seja, ||x — x| =% 0 = x*+D "= x qualquer que seja x©.

Portanto, provamos que o método converge para x qualquer que seja x© € R”®

Para finalizar a demonstragao do teorema, falta provar a férmula de erro (III), ou seja,
a desigualdade (30), que é vélida sob a hipétese de que existe uma norma tal que ||C|| < 1.

Da equacio e**1) = Ce® temos:

x — x* ) = O(x — x*))
— X — X(k+1) e O(X — X(k+1) + X(k+1) — X(k))

Aplicando a norma || - || vem:
= D] = O x5 1)~ B)| < O e — xEH) 4 x4 — 0
< [[C1 (Ihe = xED ]| 4 [[xE+D — x @) = [[C]]x = xE+D ] + [|O]f [+ — xB|
=[x = xEV — [ C]f||lx — xEV] < || CJ[f]"D — xB]

= (L= [CIDllx —xED] < O] x*D — x V]

11



Finalmente, atendendo a que ||C]||| < 1, vem

1]l
Ix — x| < 1——||C||”X(k+1) - x| (I1I)

Corolario 1 O método iterativo (27) converge para a solu¢ao x do sistema (26) qualquer
que seja o vector X0 dado, se alguma das condicées se verificar:

1) ¢l <1 (34)
@) ¢l <1 (35)

Observagao: Pode nao se dar (1) nem (2) e o método ser convergente.

Exemplo 6
10 2 1 T 7
Seja de novo o exemplo | 1 5 1 x9 | = | =8 |, cuja solucao exacta é x =
2 3 10 T3 6
1
—2 |. Mostre que o método de Jacobi converge para a solugao exacta do sistema e
1

obtenha um majorante para [|x — x|,

Ja obtivémos a matriz de iteracao do método de Jacobi:

0 -02 —0.1
Cy=-DYL+U)=| -02 0 —0.2
-0.2 -03 0

Entao facilmente vemos que:
ICslloe = max{0.3,0.4,0.5} =0.5 < 1

e a convergéncia fica provada. Dado que x") = [0.960 —1.86 0.940]” e x® =[0.978 —
1.98 0.966]" temos o seguinte majorante para o erro:

1C]loo
e — x® o <
151G

x — x|, < 0 5||0.018 —0.12 0.026|oo = 1.0 x (0.12) = 0.12

%2 = x|

12



Teorema 2 (Critério de Conv. Mét. Jacobi) Considere o sistema linear Ax = b. Se
A € uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas entdo o

método de Jacobi converge para a solugao de Ax = b qualquer que seja o vector inicial
(0)
x\Y),

Dem. Vamos supor primeiramente que A é de diagonal estritamente dominante por
linhas. Neste caso, a convergéncia resulta como corolario do teorema 1. A matriz de
iteragao do método Cy=—D"1(L 4 U) é dada por

_ 0 CL12/G11 a13/a11 . aln/an |
ag/ass 0 g3/ e Aon /22
o, = — . .
L anl/ann anQ/ann se e anfln/ann 0 i

Como A é de diagonal estritamente dominante por linhas

n n |ai ) | n
\aii|>2]aij\Vz<:>Z <1<:>Z’Cij’<1v2
j=1 j=1 |a“’ j=1
J#i J# J#i
Acima designdmos por c;; os elementos da matriz C; e a relacao anterior significa que
|Cyllo < 1. Ou seja, a condigao de A ser de diagonal estritamente dominante por linhas
é equivalente a ter-se ||C||« < 1. E estamos nas condigoes do teorema (1). Consequente-
mente, podemos concluir que o método de Jacobi converge, qualquer que seja o vector
inicial x(©.

Passando agora a condigao de A ser de diagonal estritamente dominante por colunas,
é interessante notar que ela nao implica que ||Cy||; < 1. Basta considerar o exemplo:

4 4 =2
A=]1 -8 1
1 1 5

A é de diagonal estritamente dominante por colunas mas facilmente se verifica que para
a matriz Cy vem ||Cy|l; > 1.

Voltando a demonstracao do teorema, sendo A de diagonal estritamente dominante
por colunas, é possivel mostrar que existe uma norma (nao necessariamente a norma ||.||;)
tal que ||C]| < 1 e, do teorema 1, de novo se conclui a convergéncia do método de Jacobi,
qualquer que seja o vector inicial x(©. O

Também ¢ valido um resultado andlogo ao teorema (2) para o método de Gauss-Seidel,
mas cuja demonstracao é mais trabalhosa.
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Teorema 3 (Critério de Conv. Mét. Gauss-Seidel) Considere o sistema linear Ax = b.
Se A ¢é uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas entao
0o método de Gauss-Seidel converge para a solu¢ao de Ax = b qualquer que seja o vector
inicial x©).

Exemplo 7
4 -1 1 T 7

Seja o sistema | 4 —8 1 xo | = | —21 |. Conclua sobre a convergéncia ou nao
-2 1 5 T3 15

dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

A matriz A nao é de diagonal estritamente dominante por colunas, pois falha na
primeira coluna: |a;1| =4 < 4 + 2.

Contudo, A é de diagonal estritamente dominante por linhas: |a;;| =4 > 1+ 1 =
2;lagn| =8 >4+ 1 = 5;lazgs| =5 > 2+ 1 = 3. Pelos teoremas anteriores, (2) e (3),
podemos concluir que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solucao
exacta do sistema, Vx(©),

Tem-se ainda o resultado seguinte apenas para o método de Gauss-Seidel:

Teorema 4 (Crit. Conv. Gauss-Seidel) Se A é simétrica e definida positiva entdo o
método de Gauss-Seidel aplicado ao sistema linear Ax = b converge para a solucdo do
mesmo,qualquer que seja o vector inicial x(0),

Concluimos com um resultado geral de convergéncia para qualquer método da forma

(27).

Teorema 5 (condi¢ao necessdria e suficiente de convergéncia) O método iterativo definido
por
XD = ox® 4 .

converge para a solucdo do sistema linear Ax = b, qualquer que seja o vector inicial x©,
se e somente se p(C') < 1.
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Exemplo 8 Considere o sistema

1+ 3x9 = 2
1 +4x9 =3
Mostre que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solucao do sistema,

qualquer que seja a aproximacgao inicial.

Notando que A nao é de diagonal estritamente dominante por linhas nem por colunas,
nada se conclui sobre convergéncia ou divergéncia dos métodos, pelos teoremas (2) e (3).
Calculemos as respectivas matrizes de iteracao.

a) Método de Jacobi

Tem-se C; = —D YL+ U) = [ _?/4 _03 ]

Entdao ||Cy|lee = maz{3,1/4} = 3 > 1, como ja era de esperar, e |Cy|y =
max{1/4,3} =3 > 1. Também nada se conclui pelo teorema 1.

Calculemos o raio espectral de C;. Tem-se p(C;) = max|\;(C})| e vem:

e )

|CJ_”‘:’ —1/4 =\

’:)\2—3/4:O<:>)\:i 3/4

Logo, p(Cy) ~ 0.866025 < 1, pelo que o método converge, vx(0),

b)  Faca o estudo da convergéncia do método de Gauss-Seidel.

Exemplo 9 Considere o sistema de equacoes

2 + y + e€cosz = —1
r 4+ 3y — 3exz = 0 (36)
ex> + y + 3z = 0

onde € é um numero real conhecido. No caso de € = 0 justifique que o método de Jacobi
converge para a solucdo do sistema e, se tomarmos x'°) = 0 (vector nulo), mostre que as
iteradas satisfazem a desigualdade

k+1
||X_X(k+1)||OO < <1>( =
— \2
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Para ¢ = 0, o sistema nao-linear acima, reduz-se ao sistema linear

2v + vy = -1
r + 3y = 0 (37)
y + 3z = 0

Uma condigao suficiente para que o método de Jacobi aplicado ao sistema linear acima
convirja para a solucdo do mesmo, ¥x(©, é que ||Cy| < 1 onde || - || é uma norma de
matrizes. Tem-se

0 —1/2 0
Cy=-DYL+U)=|-1/3 0 0
0 —1/3 0

logo ||Cl|ec = max[1/2,1/3,1/3] = 1/2 < 1. Portanto, podemos concluir que o método

de Jacobi aplicado ao sistema linear converge para a solucao do mesmo, qualquer que seja
0)
x©),

Por outro lado, se tomarmos x(*) = 0, pelo método de Jacobi obtemos x") = C;x(® +

D7'b =[-1/2 00]". Agora, aplicando a seguinte férmula do erro
Ok—l—l
= x4 oy < < — xO
1-Cy
obtemos

(l)kJrl ] kb1
I = x* Do < S22 (1/2-0) = (5)
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