1 Resolucao de equacoes nao lineares

Dada uma funcao f definida num intervalo [a,b], pretendemos determinar as raizes da
equacdo f(x) = 0 (ou os zeros da funcgdo f), isto é, os valores z tais que f(z) = 0. Neste
capitulo estudaremos métodos para a obtencao de valores aproximados de z.

1.1 Localizacao e separacao das raizes

Primeiramente ha que determinar, para cada raiz, um intervalo que a contenha. Isso pode
ser feito recorrendo ao estudo grafico e tedrico de f. Exemplificamos em seguida.

Y
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Analise grafica

Na andlise grafica pode-se esbocar um grafico de f ou, a partir da equagao original
f(z) = 0, obter uma equagao equivalente, para a qual seja mais facil fazer o grafico.

Exemplo 1.1 Pretende-se uma aprorimacao da raiz positiva da equacao

f(z) = (g)Z—Sinxzo. (1.1)



Gréfico da funcdo f(z) = (z/2)? —sinz

Neste caso é possivel ver pelo gréfico de f que a raiz positiva de f(z) = 0 estd no intervalo
[7/2,2.0]. Na verdade, ela parece préxima de 1.9.

Exemplo 1.2 Uma outra maneira de proceder é reescrever a equacdo numa forma equiva-
lente. Tem-se

(g)Q —sinzx =0 < (3)2 =sinx <— { y= (x/2)2

y=sinzx

O grdfico sugere que a equagdo f(x) = 0 tem uma raiz no intervalo [ /2,2.0]; corresponde
a projecgdo, no eiro dos xx, da intersec¢do dos grdficos das funcoes y = (x/2)% e y = sinz.
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Analise tedrica

Na anélise tedrica, sao usados os seguintes Teoremas, que sao corolarios, respectivamente,
do Teorema do valor intermédio para funcoes e do Teorema de Rolle.

Teorema 1.1 Seja f(z) € Cla,b]. Se f(a) x f(b) <0 entdo existe pelo menos um z €]a, b
tal que f(z) = 0.

Teorema 1.2 Seja f(z) € Cla,b]. Se f (z) existe e tem sinal constante em |a, b| entio f
nao pode ter mais de um zero em |a, b.

Para a funcio f(z) = (z/2)? — sinz do exemplo 1.1, tem-se f(7/2) = (7?)/4—1<0e
f(2) =1—sin1 > 0. Logo podemos concluir que f tem pelo menos um zero no intervalo
[7/2,2]. Além disso, f () =z — cosz = 0 <= = = cosz, o que se verifica para z = /4.
Logo f'(z) ndo se anula no intervalo [7/2,2], pelo que a raiz da equacdo nesse intervalo é
unica.

1.2 Métodos iterativos para equacoes nao lineares

Escolhida uma aproximagao ”grosseira” para a raiz z, contida no intervalo obtido em I,
pretende-se melhorar essa aproximagcao utilizando um método iterativo.

Dada a aproximacao inicial xy € [a, b], um método iterativo (convergente) permite obter
sucessivas aproximacoes para z:

L1,T2,X3," ", Ty, "~

onde lim,, ,o %, = 2z O processo para quando uma certa precisao for atingida; sdo exemplo
de critérios de paragem:

1. |z, — 2| <k¢ e dado (i)
ou
2. |flem)l<e (i)

Observacao E importante notar que os dois critérios acima nao sao equivalentes, ou
seja, que nem sempre é possivel satisfazer (i) e (ii) simultaneamente.



1.2.1 Método da bisseccao

O método da bisseccao é um dos métodos numéricos mais antigos, permitindo uma inter-
pretagao geométrica simples.

Seja f(x) continua em [a, b] com f(a)f(b) < 0 e suponhamos que z é a dnica raiz em
[a, b].

Vai-se construir uma sucessdo de intervalos I contendo a raiz z, de modo que I, D
I, DI, DI3 D ...... D LD ...... e tomam-se para sucessivas aproximagoes de z os
pontos médios desses intervalos.

Seja Iy = [ag, bo] = [a, b] o intervalo dado e seja o = a uma aproximagao inicial de z.

Toma-se para aproximacao seguinte o ponto médio do intervalo Iy, isto é, faz-se z; =
(b+ a)/2. Em seguida analisa-se o sinal da fun¢do f nos pontos a,z;, b para decidir de que
lado de z; se encontra z. Suponhamos, como é o caso da figura, que f(z;) X f(a) > 0 e
que f(z1) x f(b) < 0. Entao z € [z1,b] e define-se I = [aq,b;] = [z1,b]. O comprimento
de I, é agora (b — a)/2 e o seu ponto médio é zo = (b + a1)/2. Procedendo como para Iy,
suponhamos que f(a1) X f(z2) < 0eque f(z2) X f(b1) > 0. Entao z € I = [ag, by] = [a1, T2, ]
E o processo continua. Abaixo ilustramos esquematicamente estas ideias.
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Obtiveram-se intervalos, contendo z, de amplitude cada vez mais pequena. Sao validos
os seguintes majorantes para os erros das sucessivas aproximagoes de z.

z, 11 € Iy = leg,| = |z—x1| < (b—a)/2
2, L9 € I => |eg,| = |2 — 22| < (b—a)/2?
2,13 € Ih = |eg,| = |z — 23] < (b—a)/2?

de modo geral

_ k
z2, x € Iy_y => |eg, | = |z —xx| < (b—a)/2
Da relacao
b—a
0 < leg] = |2 — o] < 0
concluimos que
k—o0 . .
X1,To,X3,-..,Tf... — 2. Temos assim o seguinte resultado.

Teorema 1.3 Seja f(z) continua em [a, b] com f(a)f(b) <0 e seja z a Unica raiz de f em
[a, b]. Entdo o método da bissec¢cdo converge e tem-se a sequinte estimativa de erro

b—a
leay| = |2 — 2| < =5 (1.2)




Qual o nimero de iteragoes necessarias para se obter a precisao desejada ?

Dado um ntumero € é possivel estimar o nimero de iteragoes £ de modo a garantir que
|z — x| <€

b—a b—a b—a

o basta impor o

In2

<2 —

Como |z — x| < <€, ouseja, b—a < 2¥e =

1n<b_—“><k1n2 — k>
€

Tomando para k o inteiro imediatamente a seguir ao valor acima, temos a garantia de
que z; satisfaz a precisao desejada.

Exemplo 1.3

Finalizamos esta seccdo com uma tabela que mostra os resultados numéricos obtidos pelo
método da bisseccao aplicado a equacao

2\ 2
flz) = (§> —sinz =0, z€][l.52].
Comegando com Iy = [1.5,2], foram obtidos os intervalos Iy_; = [ax_1,bk—1], cujo ponto

médio é T = (bk + Clk)/Q.

Tabela 1: Aproximagoes xy para a raiz z, pelo método da bisseccao

k| ay br1 Ty, f ()
1 1.5 2 1.75 <0
2 1.75 2 1.875 <0
3| 1.875 2 1.9375 >0
4| 1.875 |1.9375| 1.90625 | <0
511.90625 | 1.9375 | 1.921875




1.2.2 Método do ponto fixo

Comecaremos por tratar equagoes da forma

g9(z) = =,

(1.3)

ja que, como veremos, os métodos do ponto fixo foram concebidos para equacoes deste
tipo especial. Os resultados obtidos poderao depois ser aplicados a qualquer equacao geral
f(z) =0, depois de esta ser reescrita na forma g(x) = z. Notemos que a construgio de tal

g(x) é sempre possivel mas ndo é unica. Vejamos exemplos.

Exemplo 1.4

A equagao
2 —32z+1=0.

é equivalente a

L 1+28
i) =z

9(z)
Atendendo a que
2 —3r+1=0<= (2> -3)+1=0,

podemos ainda reescrever (1.4) na forma

Exemplo 1.5

A equacao x + Inz = 0 pode ser reescrita como:

i) —lnz =2 ou: i) ¢l =u
g(x) 9(z)

(1.4)



Exemplo 1.6
A equacao f(z) = 0 é equivalente a:

i) =+ f(x) = = e ainda, de modo geral, a: i) x + A(z) f(z) = =z,
(@) R
g(z g(z

onde A(z) é uma fun¢do que nunca se anula.

Definigao 1.1 : As raizes de uma equagao da forma g(x) = x chamam-se pontos fixos
da funcao g. Ou seja, z é ponto fixo de g se o valor de g em z for igual ao prdprio z.

Interpretacao geométrica

Notemos que se tem
_ y = g(z)
z=g(x) <= { Y=z
Ou seja, determinar os pontos fixos de g consiste em determinar as projeccoes, sobre o
eixo dos zz, dos pontos de intersecgao dos graficos de y; = g(z) e yo = x.

N Y(¥) =09(x)
z, |
Z;

21, 2o pontos fixos de g



Exemplo 1.7

Seja g(z) = z2. Entao os pontos fixos de g sdo as solugoes da equagao 2 = z. Trata-se
dos valores t =0 e z = 1.

- o 5 L
Exemplo 1.8

A funcao g(z) = 22 +1 ndo tem pontos fixos, j4 que a equacdo z?+1 = x ndo tem solucdes
reais.

0.5¢

Exemplo 1.9

No caso da fung¢do g(z) = z, todo o niimero real é ponto fixo de g. Ou seja, o conjunto
dos pontos fixos de g é R.



Exemplo 1.10

Finalmente seja a funcao ¢g a que corresponde o grafico abaixo.

Sy=9()

A funcao g tem miiltiplos pontos fixos

Existéncia e unicidade

O nosso primeiro objectivo é deduzir condi¢des que garantam que uma dada funcao g
tenha pelo menos um ponto fixo. Ou seja, quando poderemos concluir que o grafico de g
intersecta o grafico da recta y = x pelo menos uma vez ?

Do exemplo 1.9 concluimos que, para tal, nao basta f ser uma funcao continua. Mas se
juntarmos mais uma condi¢ao, obtemos o seguinte.

Teorema 1.4 (Existéncia) Seja g definida e continua em I = [a,b] e tal que g(I) C I.
Entao g tem pelo menos um ponto fixo z € 1.

Dem: A condicdo g(I) C I significa que o conjunto de valores de g(x), com a < z < b,
estd também entre a e b. Ou seja, o grafico de g estd contido no quadrado a tracejado, como
mostra a figura seguinte.
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Intuitivamente, vemos que para ir de A a B, o grafico de g tem de cortar o darectay =z
pelo menos uma vez. Provemos esta afirmacdo matematicamente.

Se g(a) = a ou g(b) = b, encontrdmos um ponto fixo.

Excluido este caso trivial, seja g(a) # a e g(b) # b. Entao g(a) > a e g(b) < b, donde
g(a) —a > 0 e g(b) —b < 0. Isto implica que a fun¢do h(r) = g(z) — = vai ter sinais
contrdrios em a e b. Sendo h continua, vai existir um z €la, b[ tal que h(z) = 0. Esse z
verifica g(z) — z = 0, ou seja, trata-se de um ponto fixo de g. O

Para garantir que o grafico de g intersecte o da recta y = x uma sé vez, o exemplo 1.10
sugere que se imponha alguma restricao sobre a variacao de g.

Teorema 1.5 (Existéncia e unicidade) Seja g definida e diferencidvel em I = [a, b], tal
que:

gi)c1 (1.5)

(z)=L, 0<L<1.
max |g(z)| =L, 0<L<

Entao g tem exactamente um ponto fixo em I. Ou seja, existe um tnico z € [a, b] tal que
9(z) = z.

Dem: Sejam z; e zy pontos fixos de g distintos. Vem que 23 = g(z1) e 2o = g(22) e,
recorrendo ao teorema de Lagrange, tem-se z; — 2, = g(21) — g(2) = ¢ (€)(21 — 22), com ¢
entre z; e zo. Tomando mddulos
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|21 — 29| < max \g'(x)Hzl — 29| < L|z1 — 23|
€la,b]

Como 0 < L < 1, resulta a relagdo |21 — 29| < 21 — 22|. Assim, a hipGtese 2z; # 2 conduziu
a um absurdo, pelo que s6 podera ter-se z; = 2. O

Estabelecemos condigoes suficientes para que g tenha um tnico ponto fixo em I = [a, b].
Seja z esse ponto fixo, isto é, g(z) = z.

Como determinar uma aproximacgao para z ?

O método que vamos empregar é chamado método (ou iteragdo) do ponto fixo e é dado
pelo seguinte algoritmo:

Comecando com z; escolhido em I, faz-se

Tmi1 = 9(Tm), m=0,1,2,... (1.7)

Obtém-se assim sucessivas aproximacoes xi, Ts, X3, ..., para 2.

Vamos em seguida mostrar que, nas condigoes do Teorema 1.5, a sucessao (1.7) converge
e determinaremos um majorante para o erro ao fim de m passos.

Teorema 1.6 (Teor. do ponto fixo) Seja g definida no intervalo I = [a,b], tal que:

(i) g(z) € C'a, b]
(i) g(I) C I

(iii) m[a}g] g (z)|=L, 0<L<I1.
rcla,

Entao
(a) g tem exactamente um ponto fizo em I. Ou seja, existe um unico z € [a,b] tal que

9(z) = z.

(b) Dada uma qualquer aprozimagdo inicial xy € [a,b], a sucessao Ty = g(z,), m =
0,1,2,... converge para o ponto fizo z.
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Dem: A parte (a) ji foi provada. Vejamos (b). Comecemos por verificar que, escolhida

xo € I, entao todas as iteradas x,,,, m =1,2,... também estao contidas em I. Tem-se
2= Tmy1 = g(2) —g(zm) (porseter: z=g(z), g(Tm) = Tmi1) (1.8)
= g (&) (2 —2m), com &, entre z e T, (1.9
(1.10)

onde se usou o Teorema de Lagrange. Tomando médulos e usando (1.8), vem
|z — Tmi1| < L|z—2m| m=0,1,2,... (1.11)

e, sendo 0 < L < 1, resulta que |z — 1| < |2 — . Isto permite concluir que, se z,,, € T
também x,,.1 € I. Mais ainda, z,,,1 é melhor aproximacao para z do que x,.

Para provar que z,,, — z, ou seja, que z — x,, — 0, apliquemos sucessivamente (1.11).
Vem

|z — 1] < L|z — x|

|z — 33| < L|z— 21| < L* |2 — 3¢

|z —x3| < L|z — 2o < L? |2 — 21| < L |2 — ¢
em geral

|2 = Zp| < L™z —x9] m=0,1,2,...

Fazendo m — oo, da relagao anterior obtém-se 0 < |z — x,,| < L™ |z — 2| — 0, j& que
0<L<l=L"™—0. Entao |z — 2| — 0= 2, — 2. O

Exemplo 1.11

Seja a fungao g(x) = (22 —1)/3. Se g tiver pontos fixos eles sdo dados resolvendo % = .
Tem-se
7’ -1 3+ V13

5 = r<=1’-1-3r=0<1 = 5
Da equagdo anterior concluimos que g tem exactamente 2 pontos fixos. Como /13 € [3, 4],
entdo v/13/2 € [1.5,2] e uma estimativa grosseira para os pontos fixos de g (ou seja, os zeros
de f(z) = > —1—3x) serd a seguinte: existird um ponto fixo z; € [~1,0] e um outro positivo
29 € [3,4]
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Consideremos z;. Verificam-se as condi¢oes do Teorema do ponto fixo para o intervalo
I =[-1,0]? Em caso afirmativo, além de confirmarmos a localizac¢ao de z;, poderemos usar
a iteragao do ponto fixo para obter um valor aproximado de z;.

(i) Tem-se g (z) = 2x/3. Entdo g € C'[—1,0], j4 que g e ¢ sdo fungdes continuas.
(i) g(I)cI7?

Para, verificar se g(I) C I, notemos que, sendo ¢ (z) < 0 para = € I, entdo g é uma funcio
decrescente em I. Como além disso g(—1) =0 € I e g(0) = —1/3 € I, a monotonicidade de
g permite concluir que g(x) € I, para qualquer x € I.

(iii) max,epup |9 (z)| =L, 0< L <17
Tem-se |g'(x)| = 2|z|/3 e, para 0 < z < 1, vem |g'(z)| < 2/3 < 1. Assim a condigio (1.8)
é verificada com L = 2/3.

Fica assim confirmada a existéncia de um tnico ponto fixo z; € [—1,0] para a fungio
g. Além disso, a sucessdo T, = ¢(r,) = (x2, — 1)/3 converge para z,, qualquer que

seja a aproximacao inicial gy € [—1,0]. Escolhendo, por exemplo, zo = 0, obtém-se
02 -1 1
1 = g(zo) = 5 = 3~ —0.3333333
-1/3)2 -1
2
-1
23 = g(ws) = 22~ ~ —0.304069
2
-1
24 = g(x3) = ““"33 ~ —0.302514
2
-1
25 = g(rs) = A" ~ —0.302828
x = g(z5) ~ —0.302765
x7 = g(z) = —0.302778
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Observagoes: Obs I) o Teorema do ponto fixo fornece apenas condigoes suficientes para
existéncia de um tnico ponto fixo.

Exemplo 1.12

Como ilustracao da Obs I, consideremos de novo a funcao g do exemplo anterior, mas agora
o intervalo I = [3,4]. E f4cil de provar que a funcdo f (r) = 2? — 1 — 3z tem um tnico zero
nesse intervalo. Com efeito, tem-se f(3)f(4) <0e f'(z) =22 —3 > 0 em [. Entdo g tem
um unico ponto fixo em I. Contudo, se tentarmos aplicar o Teorema do ponto fixo a fun¢ao
g no intervalo I, vemos que falham as condigoes (ii) e (iii):

(ii) ¢(3) = 2.666, g(4) = 5, donde g(I) nao estd contido em 1.
(iii) Sendo ¢'(x) = 2x/3 crescente e ¢'(3) = 2 > 1, tem-se ¢'(x) > 1 para todo o x € I.

Obs II) o Teorema do ponto fixo fornece condigbes suficientes para convergéncia do
método iterativo do ponto fixo. Se uma das condi¢oes nao se verificar nao se pode concluir
que o método nao converge para Z.

Apresentamos ainda um teorema com um caracter diferente do Teorema 1.6.

Teorema 1.7 : (Convergéncia local) Seja g(z) diferencidvel num intervalo aberto con-
tendo o ponto fixo z de g. Se |g ()| < 1, entdo existe um € > 0 tal que a iteracao do ponto
fixo Tpmy1 = g(Tm), m = 0,1,2,... converge para z qualquer que seja a aproximag¢ao inicial
xy que verifica |z — xy| < €.

Dem: Por hipétese |g' (z)| < 1. Sendo ¢ (z) continua num intervalo aberto que contém
z, entao existe € > 0 tal que

zel=[z—6z+e=g()<K<1.

Tem-se ainda, usando o Teorema do valor médio,

l9(z) — 2| = |g(x) — g(2)| = |9 ()|lz— 2|
< Ke<e com € entre x e z.

Mas a desigualdade anterior significa que ¢g(I.) C I.. Estao assim verificadas as hipGteses
do Teorema 3 para o intervalo I, pelo que o resultado fica demonstrado. O
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Observacgao: no Teorema 1.6, conclui-se convergéncia do método do ponto fixo para
xo pertencente a um dado intervalo I. Ja o Teorema 1.7 apenas nos diz que existe uma
vizinhanga de z onde a iteracao do ponto fixo converge (nao indica qual o valor de ¢).
Usando uma linguagem imprecisa: se xy estiver "muito préximo” de z entdo o método
converge, desde que |¢'(z)| < 1 num intervalo contendo z. Diz-se que é um resultado de
caracter ”local”.

Se tomarmos para aproximacao de z o valor z,,, precisamos estimar o erro |z — z,|.
Vamos supor que sao verificadas as condigoes do Teorema 3.

I. Erro na iterada z,,, m > 0, em fungao do erro em z

Na demonstracao do Teorema 1.6, obtivémos a férmula:

|2 — Zp| < L™ |2 — g). (1.12)

Trata-se de uma férmula que permite estimar o erro numa certa iterada x,,, d priori, isto
é, sem ter de se calcular z,,. E preciso aqui uma (boa) estimativa para o erro na iterada
inicial.

II. Erro na iterada z,,.1, m > 0, em funcao da distancia entre as iteradas z,,,; e z,,

E vilida a seguinte férmula:

L
|Z - .T/'m_|_1| S ﬁ |.f13m+1 — .Tm|, m 2 0. (113)

Trata-se de uma férmula de majoracao a posteriori, isto é, pressupoe termos ja calculado
Tm € Typy1-

Dem: Tem-se, aplicando (1.11) e depois somando e subtraindo ;1

|2 = Tmy1| < Lz — o
= L|(z = 2zm1) + (@mi1 — Tm)|

< L (|z - $m+1| + |5Em+1 - $m|)

Entdo |z — Zmy1|(1 = L) < |Zyy1 — | €, sendo 0 < L < 1, 1 — L > 0. Dividindo ambos
os membros da desigualdade acima por 1 — L, obtém-se (1.13). O

A férmula (1.13) pode ser generalizada como se segue.
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II1. Erro na iterada z,,,1, m > 0, em funcao da distancia entre as iteradas z; e z

Lm+1
1—-L

|2 — Tt | < |z1 — xo], m>0. (1.14)

Dem: basta usar (1.11) e (1.13) do seguinte modo
|z — 1| < L™z — 21| por (1.11)

< L™ ( |z, — xo\) por (1.13),

1—-L
donde o resultado. O

Critério de paragem

Qualquer das férmulas de erro anteriores pode ser usada como teste para se parar o
processo iterativo.

Em geral, dado € > 0 (pequeno), o processo iterativo deve parar quando |z — 11| < €.
Da férmula (1.13) temos:

L
2 = Ty ] < [Tmi1 — T

—1-L
L ~
donde vemos que se ﬁ|xm+1 — Zy| < € entdo teremos |z — x,11| < €. Logo, para que

tenhamos um erro inferior a € na iterada z,,,; € suficiente que

1-L
L

|Tmi1 — Tm| < €

L
Obs: Se L < 1/2 entdo ]

< 1 e nesse caso usa-se o critério de paragem:

|Tmi1 — Tm| < €.

Ilustragcao Geométrica da Convergéncia do Método do Ponto Fixo.

e Convergéncia mondtona: 0 < ¢'(z) < 1.
e Convergéncia alternada: —1 < ¢'(z) < 0.

e Divergéncia: |¢'(z)| > 1.
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gx >0

convergencia monotona

gx) <0

convergencia alternada

T T T
z
Xo XyX4% Xg X1
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9@ >1 .

metodo diverge

'_\__
X
o

X3 X2 X

Defini¢ao 1.2 (ordem de convergéncia): Seja {z,} uma sucessio que converge para z
€ Seja ey = Z — Tp,. Se existirem constantes reais p > 1 e Ko, > 0 tais que

lim (emtl Ko (1.15)

m—00 |em |}’J

entdo dizemos que {x,,} converge para z com ordem de convergéncia p.

K, chama-se coeficiente assimptotico de convergéncia
Sep=1e K, <1, dizemos que a convergéncia € linear
Se p > 1 dizemos que a convergéncia é supralinear
Em particular, se p =2 dizemos que a convergéncia é quadrdtica

Obs: De (1.15), atendendo a defini¢ao de limite, resulta a seguinte igualdade assimptética:

lemi1| = |em|” Ks, m suf. grande

A igualdade anterior permite-nos a seguinte conclusdo. Como a sucessdo {z,,} converge
para z, temos que a sucessao dos erros e, tende para 0 quando m — oo. Para m
suficientemente grande, e, estard muito ”préximo” de zero. Entao, quanto maior for p,
mais pequeno serd o valor |e,|” e, consequentemente, mais pequeno sera o erro da iterada
seguinte: e,11 = Koo |em[F.
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Somos assim conduzidos ao seguinte conceito.

Rapidez de convergéncia: rapidez com que os erros decrescem para zero. Depende de
K, e p. Quanto maior for p e quanto menor for K,, maior é a rapidez de convergéncia.

Exemplo: Sejam {z,,} e {Z,,} duas sucessoes satisfazendo

1) limp, e |‘Tm+|1| =K, >0 (p=1, conv. linear)
€m

IT) limg, o0 % =K,.,>0 (p =2, conv. quadratica)
€m

a) Suponhamos por simplicidade, que para o método I (conv. linear) se tem:
lems1] = lem| Koo, VY.

Entao, paran =0,1,2,... tem-se:
le1| & Kqoleo|
lea] & Kooler]| = Koo (Kooleo|) = K2 leg

les| & Kyolea| & Koo (K2 Jeo]) = K3 |eg]

Em geral obtem-se que: |ep 1|~ K™ Veg|, n>1 (1)

b) Para o método quadritico (método II), suponhamos que: |émi1| ~ Ko lem|>, V.
Entao,

&1] ~ Koleg|?

|ég| ~ I_{oo|él|2 ~ KOO(KOO|E()|2)2 ~ Kg’o|50|4

les| & Koole3| & Koo(K3 leo]*)” & KL |eol®

Em geral obtem-se que: e, 1| & K@™ =gy |™™), n>1 (3)
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Suponhamos agora que Ko, = Ko, = 0.75 e |eg| = |&| = 0.5 e calculemos e3 e &5 utilizando
(2) e (3) respectivamente. Entao, temos:

les| & (0.75)3]0.5] & 0.2109375 (para o método I)
1
les| & (0.75)7(0.5/® ~ ﬁ(0.75 x 0.5)% ~ 5.2 x 10* (para o método II)

donde vemos que o erro no método quadratico é muito menor que o erro obtido pelo
método linear!!

Teorema 1.8 (ordem de conv. mét. ponto fixo) : Seja g(x) uma fungao verificando
as condi¢des do teorema do ponto fizo (teor. 1.6) para o intervalo [a, b], ou seja,

i) g € CYa, 0]

i) g ([a, b)) C [a, b]
iii) nax, g (z)| < L<1

’

Entdo, a sucessdo definida por ;i1 = g(xm), m =0,1,... converge para z, Vro € |a, b]
e tem-se:

lim 2= metl ) (1.16)

Dem:

A convergéncia de z,, ji foi provada (ver teorema do ponto fixo). Mostremos que o limite
acima ¢ valido:

Tem-se
2 — Ty = 9(2) — 9(2m) = §'(Em) (2 — Tm), &n entre z, e z, Vm
onde se usou o teorema do valor médio de Lagrange.

&= Tm+1
Z—Tm

Entao = ¢'(&n), YVm. Tomando médulos e passando ao limite, tem-se:

. r— g . ~
lim [ = Zmia] _ lim [¢'(&m)| = '1¢'( lim &x)| = 2[g'(2)|

m—+00 ‘Z — xm| m—00 m—00

! Continuidade de g’
2Como &, estd entre x,, € z Vm e {z} — 2 = {&€n} — 2
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Portanto, se |¢'(z)| # 0, tem-se uma relagao do tipo (1.15), com com p = 1 e K, =
lg'(2)| > 0. A convergéncia é, pois, linear.

E se

. ‘Z_xm-kl‘ '
lim =T =0 ?
L P 19'(2)]

Vamos mostrar que a ordem de convergéncia deixa de ser linear passando a supralinear.
Teorema 1.9 (conv. supralinear do mét. ponto fixo): Seja z = g(z) com g €

CP?[a, b], p > 2 verificando as condi¢cdes do teorema do ponto fixo em [a, b] e z € [a, b].
Se

gz =g"()=...=¢" (2) =0 e g?(2) £0
E’I’LtdO hm ‘em—kl‘ — |g(p)(z)‘
n—00 |€m|p p!
e portanto a sucessio {x,} tem ordem de convergéncia p e coeficiente assimptdtico de con-
(p)
vergéncia Ko, = 9 '(Z)‘
p!

Dem: Considerando a férmula de Taylor de g em torno de z vem:

" (p-1)
g(x)=g(z) + (z—=2)¢'(2) + (z— 2)292('2) + . 4 (=2 Y g(p — i,)z')
(») ' '
+ (:L'—z)pg '(5) , entre x e 2.
p!
Para z = z,,, temos
9" (2) 1y 9% V(z)
o) =90 + (on = D) + (om— LT o+ (D
(») ' '
+ (zm — 2)P u'ﬁm) , &n entre z,, e z.
p!
Usando as hipéteses Tmi1 = g(zm), 9(2) = ze ¢(2) = ¢"(2) = ... = ¢®V(z) = 0,
obtém-se

p 9P (Em)
p!

Tmr1 =2 + (T — 2) , &n entre z,, e 2.
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Daqui vem

()
Z2—Tme1 = — (T —2)P g (’ﬁm) , & entre x,, e z.
p!
p
= (-1)? (z —z,,)? 97 (&m) , & entre x,, e 2.

Entao

, &m entre x,, e z.

. p
|Z ~’L'm+1‘ _ |g (é-m)‘ , gm entre x,, € z.
‘Z - xm|p P!

Passando ao limite e usando a continuidade de ¢, vem:

o lemnl 1926 9P (i )| J9®(2)]

donde vemos que a sucessao {x,,} converge para z com ordem de convergéncia p e factor

(p)
assimptotico de convergéncia K, = 9 '(Z)|
p!
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1.2.3 Meétodo de Newton

Seja f € C?[a, b] e suponhamos que f'(x) #0, V= € [a, b], e que existe z € [a, b] tal que
f(z) = 0. Como vimos anteriormente (Teorema 1.9), sendo uma sucessao do ponto fixo
Tmi1 = g(zm) convergente para z, se g'(z) = 0 entdo a convergéncia é supralinear. Ou seja,
nesse caso a ordem é um nimero p > 2 (conv. pelo menos quadrética).

Colocamos agora a questdo: podemos determinar uma fungdo A(z) (dependente de f)
tal que a sucessao do ponto fixo gerada por

9(x) =z + A(z)f(2)

convirja para z com ordem de convergéncia p > 2 7 A resposta é afirmativa. Com efeito,
calculemos ¢'(x) e imponha-se a condigao ¢'(z) = 0. Tem-se

g'(z) =1+ A'(z)f(z) + A(z)f'(z)

logo ¢'(2) = 14+ A'(2)f(2) + A(2) f'(2) = 1+ A(2) f'(2), visto f(z) = 0. Impondo ¢'(z) =0

para se ter convergéncia supralinear, resulta a condigdo A’'(z) = —1/f'(z). Com a escolha
A(z) = —1/f'(x) somos conduzidos ao método
f@m) 01, (1.17)

Tl = T i )
m
a que se chama método de Newton.

Interpretacao Geométrica
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O ponto z,,+1,m > 0 é calculado como sendo o ponto de intersecgao, com o eixo dos zz,
da recta passando por (Z,,, f(2,,)) com declive f'(x,,). Essa recta é a tangente ao grafico de
f no ponto (z,, f(z,)) ) e a sua equacao é dada por

Seja ,,+1 0 ponto de intersec¢ao com o eixo dos xx. Vem

0= f'(Tm) @Tmi1 — Tm) + f(@m)

donde
s — =  f@m)
f,(an)
e obtém-se o método de Newton
f(@m)
m = Lm — 7 2 0
et =

Exemplo 1.13

Calcular v/100 pelo método de Newton.

Solugdo: Seja f(x) = 2®> — 100 = 0 e seja z um zero de f. Entdo, 2* = 100 = z = v/100.
Para calcularmos z, procedemos como segue:
f(4) =64 — 100 = —36
Seja I = [4, 5]. Entao, f(5) =125 100 :Tifrl .
logo, f(4)f(5) <0 = 2z € [4, 5]

3 100
Temos que f'(z) = 3z* e 0 método de Newton é dado por: T, 41 = T, — me Tomando
Im
r 3
23 — 100 36
—mg— 0 Ty D oy,
T To 333‘,‘(2) + 48 750
— 100 7.171875
o= v 3~ 100 4.644044 0158769 4.641590
T3 =29 — ——— = 4. - =4,
T 373 64.701434
x5 — 100 0.0000837
=23 — ——— =4.641590 — ——————— = 4.6415887
| T T T 32 64.633073

Foérmula do erro para o método de Newton:
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Teorema 1.10 Se f € C?[a, b] entdo as iteradas do método de Newton satisfazem:

n
112[%,}‘,,]” ()]

2|f"(@m)|

lemt1] = [2 = Tppya| < |z_xm|2

Dem:

Comecemos por provar a seguinte relacao:

2 /" (&m)]

———= &, entre z e T,

2| f"(xm)]

|Z_$m+1| = |(Z_$m)

Pela férmula de Taylor de f em torno de z,, obtemos:

(x — 2p)?
|

5 " (&n), &n entre z e xp,

Para x = z tem-se:

F(2) = Fem) + (2 — o) () + &

B $M)2 "
" (En), G entre 2 € 2y,

(1.18)

ol 2
= 0= f(zn)+ (z—2n)f'(tm) + Wf"(fm), &y entre z e o,
f(Zm) o [ (ém)
= 0= +2z2—Ty+ (2 — , &n entre z e x,,
T | f")(gj;(m 5
x
= z=21a, — B —(2— 22 M &, entre z e T,
Pan) 7 2w
—_——
Tm+1
1
= Z—Tmy1 = —(2— xm)Qfo’((i;) , &n entre z e x,,
= |Z - xm-l—l' = |(Z - xm)PMa Em entre z e Ty,
2[f'(zm)]
Como em geral nao se conhece &,,, toma-se um majorante de —f”— e resulta finalmente
max | f"(z
2 — Tt < (2 — @ )VM
e 20 f (@)

O

Coroléario 1.1 As iteradas do método de Newton satisfazem

o lf (@)l
|2 =T | < K|z =2 |* onde K = —————
N — 2 min | f'(x)|

ot e z€fa,b)
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Nimero de iteragoes necessirias p/ obter uma precisio ¢ na iterada z,,;.

Fazendo sucessivamente, m = 0,1,2,..., na equacio |e,41| < Kle,|? obtém-se a seguinte
relacao:
"
" " max ()]
m _ m )
lemit| < K@ Deg|? onde €1 =2 — Ty €6 K=—""—71— .
2 min | f'(z)]
z€[a,b]

OBS: conhecendo-se |eg| é possivel prever os erros em zi, o, ..., Ty

Logo, para que o método de Newton forneca um erro inferior a € na iterada z,,,1, é suficiente
que:

K@ D)egP™ < e =K1 (Kle))”"" < e = (Kleg|)?"" < Ke =

In(K¢) " l%] o

n(Kleo)) In(2)

2" In(K|eg|) < In(Ke) = 2™t >
—————
O

Para os resultados que se seguem, é importante relembrar que o método de Newton é um
método do ponto fixo, ou seja, a sucessdo (1.17) é uma sucessdo da forma z,,.1 = g(z,),

f(z)
f'(x)

com g(z) =z —

Teorema 1.11 (Convergéncia local do Mét. Newton): Seja f € C?*(I), [ =|a, b] e
suponhamos que f'(x) #0, Vz € [a, bl eT 2z € [a, b] tal que f(z) = 0. Entao, existe r > 0
tg. Vg € I, =[z—r, z4+ 71| C I 0o método de Newton converge para z e a convergéncia é
pelo menos quadrdtica.

Dem:

Convergéncia

Sabendo que o método de Newton é um método do ponto fixo, vamos mostrar que 37 > 0
tq. g(x) satisfaz as condic¢des do teorema do ponto fixo em I, = [z —r, z+ 7] C I. Isso vai
permitir concluir que a sucessao z, 11 = ¢(zn), ou seja, o método de Newton, converge para
z ,Vxg € I,.
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i) 9(z) = z — JJ:,((Z) =zege C'(I). (desde que f € C?(I)) = z é ponto fixo de g.

/LZ , 7) = _ 1 , 2 — . f/l(m) _ B B . f/l(a,/.) _ . f/l(l,)
V4@ =1- 7@ f()(f’(w))2> ! (1 f()(f’(x))2> @) Gy

Portanto, ¢'(z) = & (f'I,(S))Z =0

=0

(Note-se que o resultado ¢'(z) = 0 ja se sabia ser vélido. Porqué ?)

i17) Como ¢'(z) = 0 e ¢’ é continua®, g estd nas condigoes do Teorema 4. Logo a sucessao

f(@m)
f'(@m)’

aproximacao inicial zy € I,. Ou seja, o método de Newton converge para a solucao de
f(z)=0em I, Yz, € I,.

definida por z,,41 = zp, — n = 0,1,... converge para z qualquer que seja a

Ordem de convergéncia

Se aplicarmos limites & igualdade (1.18), vem

2 " (&m)|

2| f"(@m)|

Jim |2 = s = i~ )

donde ;
o =l _ 1)

m>00 |(z — )2 2|(2)]

Se f"(z) # 0, resulta da definicio de ordem de convergéncia que a ordem é 2. Se
f"(z) =0, entdo a ordem serd superior a 2. Neste caso, para se determinar a ordem exacta
de convergéncia, investiga-se qual a primeira derivada de g que nao se anula em z, como
exemplificamos a seguir. O

Sobre a ordem de convergéncia do método de Newton

Sendo o método de Newton um método do ponto fixo, pode-se considerar a aplicacao do
Teorema geral da ordem de convergéncia do método do ponto fixo (teor 1.9). Da expressio
de ¢'(x) obtida acima, vem

_ @ /(@) /()
77 @) /7 @) /7 (@)

3f é continua em 7 <= dado € > 0 (arbitrario), 3§ > 0 tq. |f(z) — f(Z)| < ¢, sempre que |z — Z| < §

9" (v)

(@) + f"(x)

—2f(x)
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donde
=0

[ R V6 B i ) B )
g ('Z) - f'Q(Z)f ( )+f ( ) f'Q(Z) 2f( )fIS(Z) f’(Z)

Segue-se a conclusao ja obtida anteriormente de que se f”(z) # 0 entdao a convergéncia é
quadrética. Se f”(z) = 0, a ordem serd superior a 2. A andlise, nesse caso, prosseguiria
calculando ¢”(x), etc, e a ordem seria p tal que g®(z) # 0.

Condicgoes suficientes de convergéncia para o método de Newton.

O teorema da convergéncia local garante convergéncia do método de Newton para z se
escolhermos z( ”suficientemente préximo” de z. Contudo nao diz exactamente onde escolher
Zg-

Por outro lado, apesar de o método de Newton ser um método do ponto fixo, ou seja
uma sucessao da forma x,,.1 = g(z,,), é em geral dificil mostrar que g satisfaz as condigoes
do teorema do ponto fixo.

Apresentamos as seguintes condicoes suficientes para que o método convirja:

Critério 1: Seja f € C?[a, b] satisfazendo:

1. f(a)f(b) <0 (existéncia da raiz)
2. f'(x)#0,Vx € [a, b] (unicidade da raiz)

3. f"(z) >00u f'(z) <0, Vz € [a, b] (f(xr)nao muda o sentido da concavidade em

a, b))
@ _, o lm_,
L@ <t e e <

Entdo o método de Newton converge para a solucdo de f(z) = 0, qualquer que seja zy €
[a, b].

Critério 2: Se as condicoes 1., 2. e 3. do critério 1 sao validas e z( é escolhido de modo
que
f(@o)f"(z) >0, Vze [a, b

Entdo o método de Newton converge para a solugdo de f(xz) = 0 e a convergéncia serd
monotona.
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1.2.4 Método da secante

Um dos inconvenientes do método de Newton é o facto de se calcular f'(x,) a cada iteragao,
0 que pode exigir um grande esforco computacional. Exemplo:

flx)y = ewz_Q‘” sin(3z) cos(z? — 1)
fl(x) =€ (—3cos(3x) cos(a:: — 1) + sin(3z) (sin(x? — 1)2z))
+sin(3z) cos(z? — 1)e* (5zt — 2)

O método da secante, em vez de “rectas tangentes”, utiliza “rectas secantes” evitando
assim o célculo de f'(z).

Comegamos com 2 aproximagoes iniciais: x_1,zo. Considera-se os pontos (z_1, f(z_1))
e (o, f(x0)) e traca-se a recta passando por esses 2 pontos. A interseccdo desta recta com
o eixo x fornece entao o valor de z;. Tem-se

_ flwo) = flz)
(zo — 7-1)

y=0 = rz=2, = 0=

(x — mo) + f(w0)
f(@o) = fz1)

(21 — o) + f(=0)
(2o — 1)

f(xo) — fz_1)

Para o cdlculo de x5, considera-se a recta passando por (xq, f (o)) e (x1, f(z1)). A intersec¢do
desta recta com o eixo z fornece xs:

donde obtem-se x; = zo — f(x0)

(21 — 20)

f(z1) = f(20)

T2 = T1 —f(ﬂﬁl)
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Em geral, x,.1 é o zero da recta secante passando por (z,_1, f(zn_1)) € (Zn, f(2,)) donde
obtem-se a férmula geral do método da secante:

(xn - xn—l)

f(xn) - f(-rn—l)

Tp+1 = Tp — f(xn)

Condigoes Suficientes de Convergéncia para o Método da Secante

Critério Al: Se as condicoes 1., 2., 3. e 4. do critério I do método de Newton forem

verificadas entdo o método da Secante converge para a raiz de f(z) =0V z_1,29 €
[a, b].

Critério A2: Se forem verificadas as condigoes 1., 2. e 3. do critério I do método de
Newton e além disso:

4b) o e x_1 sao tais que
f@o) f"(z) >0
fl@-1)f"(z) 20
entdo o método da Secante converge para a unica raiz de f(z) = 0.

Foérmula do erro do método da Secante

Pode mostrar-se que o erro no método da Secante satisfaz as seguintes férmulas:

fll é‘ ]
Z—Tpy1 = — f/((gnl)) (z—2p 1) (2—2n) & € int(Tp,Tp_1,2) &no entre T, e T, 1.
n2
o |7(a)
|2 — Tpy1| < K|z — 2 1||2 — 24 onde K = ’

2 min |f'(z)]
z€[a, b]
Pode ainda mostrar-se que

o "
i 12— 7nil _ 177
% [ zap |7

1
p:§(1+\/5)z1.618...

1
Entao, se f'(z) #0 e f"(z) # 0, a ordem de convergéncia é p = 5(1 +5) ~ 1.618...,
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Exemplo 1.14

Considere a equacao

2
e —12=0

a) Mostre que essa equagao tem 2 duas raizes, z; e 2o onde z; € [—1, 0] e 2, € [0, 1].

b) Calcule z; pelo método da secante tendo como aproximagoes iniciais x_; = 0 e zo = 1.
Faca iteradas até que |f(z,.1)| < 1074

1a) Temos que

(=1) = f(1) = =1+ e = —0.63212, f(— 1)f()
{f(0)= = 1.0.. :{ FO)£(1) <

Como f é continua, pelo teorema do valor intermediario existe z; € [—1, 0] e 29 € [0, 1]
= = ! = — —z? —_ = — —z? = =
tq. f(z1) = f(z2) = 0. Agora, f'(z) = —2ze 2z 2z(1 +i )=0<= 1z =0.
>
Como f'(z) tem somente 1 zero = f(x) tem no méximo 2 zeros. Portanto, z; e z, sdo os
unicos zeros de f(x).

(xn - xn—l)

f(@n) = f(@n-1)

Tomando z_1 =0

1b) Pelo método da secante temos: 1 = zp, — f(xy)

e o = 1, tem-se:

(zo — 1)

T1 =T — f(xo)f(xo) — f(x
xo = 0.61270 — 0.31161 X%

1-0
=1+ 0.632121 x ( ) = (0.61270

. —0.632121 — 1.0
(0.61270 — 1.0)
1

— 0.74058
IS DR
— 0.74058 — 0.02940 x — 0.75390
3 0.02940 — 0.31161
(075390 — 0.74058)

—0.00191 — 0.02940

z4 = 0.75390 4 0.00191 x = 0.75309

Como f(z4) = 0.0000020 temos que x4 tem a precisao desejada.
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2 Aproximacao de funcoes

2.1 Introducao

Comecamos por rever resultados que mostram a importancia dos polinémios para aproximar
funcoes continuas.

Teorema (Weierstrass): Se f é definida e continua em [a, b] entdo, dado € > 0, existe um
polinémio de grau P, definido em [a, b], tal que

|f(x) — P(x)| <€, Yz € la,d]

Polinémio de Taylor: Seja f(z) uma fungao definida em [a, b] e suponhamos que f(z) €
C™*1[a, b]. Entdo, um polinémio que pode ser usado para aproximar f(z) é o polinémio de
Taylor de grau n em torno de xg:

(LE — .T0)2 (.’L‘ — .’L'())"

Py(z) = f(w0) + f'(z0)(x — 20) + f"(0) 5 + o (o) o (2.1)
e o erro ¢ dado pelo resto de ordem n:
R, (z) = f(z) — Py(z) = fOV(¢ )w & entre Tex (2.2)

Exemplo 2.1 Obtenha o polinémio de Taylor de grau 3 da func¢io f(z) = /1 + x, em torno
de xo = 0, e calcule uma aproximacao para /1.1,

Solucgao:
! " (.’L‘ — .”170)2 mn (33 — x0)3
Ps(2) = f(wo) + (o) (& — o) + f*(wo) ———— + ["(20) —5—
flz) = (% + )42, flzo) = f(0) =1
f'(@) =51 +2)"" f'(zo) = f'(0) =1/2
fra) = =3+ 2) ¥ ) = f1(0) = ~1/4
@) =S4 R ) = £7(0) = 38
Portanto,
Pg(x):1+%x+_7%x2+g%x3 = 1+%x+%1x2+1l6x3

donde obtemos

1 ~1 1
fL1) = VLI~ P(11) =1+ 5(01) + =017 + 0.1 = 1.0488125
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2.2 Interpolacao polinomial
Considere a seguinte tabela de dados sobre a populagao dos EUA:

Ano | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 |
Pop. (milhdes) | 123.203 | 131.669 | 150.697 | 179.323 | 203.212 | 226.505 |

Com base nestes dados, pergunta-se:

i) Pode-se obter uma estimativa para a populacdo em 19657

i) Qual seria a populagdo no ano 20007

Podemos responder a estas duas perguntas utlizando uma fung¢ao interpoladora.

Defini¢ao 2.1 : (fungao interpoladora)

Seja f uma funcdo definida num intervalo [a,b]. Sejam g, x1,- -, T, n+ 1 pontos dis-
tintos de [a,b] e defina-se f; :== f(x;), j=0,1,...,n. Uma funcdo g tal que
g9(z;) = fj, j=0,1,...,n. (2.3)

é chamada funcdo interpoladora. Os pontos x; sdo chamados pontos de interpolag¢do ou nds
e os valores f; os valores interpolados.

Em particular, vao ser do nosso interesse fungoes interpoladoras polinomiais.

Existéncia e unicidade do polinémio interpolador

Teorema 2.1  Sejam xg, 1, - - -, T, n+1 pontos distintos do intervalo [a, b] e sejam fq, f1,- -, fn
os correspondentes valores de uma funcao f nesses pontos. Existe um tinico polinémio p,
de grau < n que interpola f nos pontos z;,j = 0,1,---,n, ou seja, tal que:

pn(xj) :fj, j =O,1,,n (24)

Dem.:

Seja
() = ag + a17 + agx® + - - - + ana”, (2.5)
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onde os coeficientes a; sao constantes a determinar. As condigoes (2.4) traduzem-se nas n+1
equacoes
pn(xj):a0+a1$j+a2x?+"'+anx?7 j:0717"'7n'

Estas constituem um sistema da forma Va = f, onde V é a matriz definida por

1 zy x3 - af
1z 22 - 2%

e onde a = [aga; ---a,]" e £ = [fof1--- fu]7- A matriz V é uma matriz de Vandermonde e
pode verificar-se que o seu determinante é dado por

detV = [ (2 —z)

0<j<i<n

Sendo os z; distintos, serd detV# 0. Entao V é nao singular e o sistema Va = f tem uma
solucao unica a. Fica provada a existéncia dum unico polinémio interpolador de grau < n.
Para se obter os coeficientes ag, a1, -, a, que devem ser inseridos em (2.5), é necessario
resolver o sistema Va = f. Este processo de determinar uma expressao para p, ¢ pouco
conveniente do ponto de vista computacional. OQutros modos de construir p,, serao tratados
neste capitulo. 0O

A férmula de Lagrange
Vamos em seguida obter uma expressao explicita para o polinémio interpolador.

Para cada 0 < j < n, seja [; o poliémio de grau n definido por

(x) = (@ — o) —a1) -+ (& —21) (& — Tj1) -+ (& — Tn)
lj( ) . (xj _xﬂ)(l'j _.’L'l) . (.73] — :rj_l)(xj _xj-l—l) e (l'j _ -Tn)

Os [; sao chamados polindmios base de Lagrange.

Facilmente se verifica que

1 se1=3
i\x;) = . . 2.
b ={ o 213 (2.6
Vamos provar que p, pode ser representado na seguinte forma

pn(z) = i filj().
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Seja ¢(x) a expressao do lado direito, isto é
q(z) = Y filj(=).
=0

Quer-se provar que p,(x) = g(z). Comecemos por notar que a soma de polinémios de grau
n é um polinémio de grau < n. Além disso, atendendo a (2.6) tem-se, para 0 < i < n,

q(zi) = folo(ws) + -+ fuln(zi)
= fili(iﬁi) = fi,
0 que prova tratar-se dum polinémio interpolador de grau < n. Atendendo a unicidade do
polinémio interpolador (teorema 2.1), concluimos a igualdade pretendida.

A férmula N
pa(x) = fili(2), (2.7)
§=0

com

o) = I =2 29)
-

é chamada formula de Lagrange para o polinémio interpolador.

Exemplo 2.2 Determine o polinomio interpolador de grau < 2 duma certa fung¢do f nos
sequintes pontos tabelados

i |1 -1 2
flzi) [0 =3 4
Solucgao
Tem-se
l @+ D)(z-2) 2P-z-2
o(z) = Q+1)(1-2) -2
_ (z-1D(@=-2)  2*—-3z+2
R o T R
l _(-D(+1) 2*-1
(1) = G -hesn T 3

A férmula (2.7) déd-nos entéo

23 2 21
pg(x)=0—3x 6$+ +4$3 :
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Se quisermos representar p, em poténcias de x, basta-nos efectuar os calculos na expressao
obtida. Tem-se, neste caso, pa(x) = %(53:2 + 9z — 14), que estd na forma (2.5). O

E importante distinguir entre a funcdo p, e as varias representacdes de p,. Pelo teorema
anterior, sabemos que p, é Unico, para cada conjunto de n + 1 valores. Contudo, podera
haver muitas maneiras de representar explicitamente p, e cada uma dessas formulas sugere
um dado algoritmo para calcular p,. Mais adiante estudaremos outra representacao para p,.

Erro de interpolagao polinomial

Como pretendemos usar o polinémio interpolador para aproximar a funcao f em pontos
distintos dos pontos de interpolagdo x;, interessa-nos uma estimativa da diferenca f(z) —
Pu(z), para z € [a, b].

Teorema 2.2 Seja p, € P, o polinomio interpolador de f em n + 1 pontos distintos
To,T1, Ty de[a,b]. Se f € C"a,b], entdo para cada x € [a,b] existe um ponto & = &(x)
no intervalo int(xo, . .., Ty, ) := (min{xg, 1, - -, Tn, 2}, max{zg, x1, -, Tpn, x}), tal que
— A9

en(7) = f(2) — pulz) = mW(w), (2.9)

onde
W(z) = (r — xo)(x — 1) - - (x — z4).
Dem.:

Se r = z;, para algum j, o resultado do teorema é trivialmente valido.
Seja z um valor diferente dos z; e considere-se a fun¢ao auxiliar F' definida por

F(t) := f(t) — pu(t) — CW (1), (2.10)
e £(&) = pala)
_ f(x) — palz
¢= Wi(zx)
Tem-se
F(.’L’j)If($j)—pn($j)—CW(.’L'j)=0, j:O,l,---,n,
e também

F(z) = f(x) = pa(z) = CW(z) = 0,

atendendo a defini¢ao de C. A fungao F' tem pelo menos n + 2 zeros distintos em [a, b]. Pelo
teorema de Rolle, a derivada F”' tem pelo menos n+ 1 zeros no intervalo I,(zo, z1, . . ., Tn, T).
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A segunda derivada terd pelo menos n zeros e, por um processo indutivo, concluimos que a
derivada de ordem (n + 1) tem pelo menos um zero. Seja & esse zero. Derivando n + 1 vezes
a equacao (2.10) e fazendo t = &, obtemos

0= F*D(g) = 1) = C(n + 1),
o que, depois de substituir C' pela sua expressao, conduz ao resultado pretendido. O

E evidente que a equagao (2.9) ndo pode ser usada para calcular o valor exacto do erro
en(x), visto que € = £(x) é em geral uma fungao desconhecida. (Uma excep¢ao é o caso em
que a derivada de ordem (n + 1) de f é uma constante).

Porém, sendo f(*1) continua, existird uma constante M, tal que |f (&) < M,
para qualquer £ € [a, b]. Isto, juntamente com a equacdo (2.9), resulta na férmula

Muit 1y (2.11)

eala)] = 11(2) = pale)| <

Foéormula interpoladora de Newton com diferencgas divididas

Uma outra forma de representar o polindmio interpolador é usando diferencas divididas,
que a seguir definiremos. Este método, devido a Isaac Newton (1642-1727), permite passar
dum polinémio interpolador dum certo grau n — 1 para o polinémio de grau superior n, a
partir do polinémio de grau inferior.

Mais precisamente, sejam p,_1 € P,_1 € p, € P, os polindmios interpoladores de f nos
pontos z;, paraz = 0,1,---,n—1e 7 =0,1,---,n, respectivamente. Vamos provar que é
possivel escrever

Pn(2) = pu_i(z) + Cp(x), (2.12)

onde C,, é uma func¢ao que a seguir caracterizamos.

Como C,, € P, e Cy(z;) =0,i=0,1,---,n — 1, entdo C,, é da forma
Cun(z) = Apn(x — zo)(x — 1) -+ (2 — Tp—1)
com A, constante real. Substituindo em (2.12), vem

Pn(2) = pnoi(z) + Ap(x — z0)(x — 1) - -+ (T — p1)- (2.13)

Comegando com py(z) = fy, obtém-se desta relacao

pi(z) = fo+ Ai(z — x0) (2.14)
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p2(z) = pi(z) + As(z — 20) (2 — 1)

= fo+ Ai(x — x0) + Aa(x — o) (z — 1) (2.15)
p3(z) = po(x) + As(x — x0)(z — z1)(z — x9)

= fo+Ai(x —x0) + As(x — x0)(z — 21) + As(z — zo)(x — z1)(x — z2)  (2.16)

pa(z) = fo+ Az — x0) + As(x — xo)(x — 1) + As(x — xo)(x — 1) (z — 22) + - - -

+ A(z—x0) - (r— Tpo1) (2.17)
Substituindo z por zi, s, - -, T,, respectivamente nas equagoes (2.14) ..., (2.17), obte-
mos um sistema de equagdes (de matriz triangular) nas incégnitas Aj,---, A,. E facil de

verificar que este sistema tem uma solucao tunica.

Assim, de p;(z1) = f1, sai que

— fl_fO

371—.’1?0’

Ay (2.18)

que, substituido na equagio py(x2) = fo, permite obter Ay. E assim sucessivamente, até
obter A,,.

Podemos concluir de (2.17) que A, é o coeficiente do termo em z™ de p,. Para obtermos
uma expressao para A,, voltemos a formula de Lagrange

@z —m) (@) (@ = zi) - (2 )

oo (@5 —@o)(xj —@1) -+ (2 — 2j-1) (@5 — @jn) -+ (25 — )

que se pode escrever na forma

p(z) = £ (2.19)

Pn(2) = X% [ + ),

n
Jj=
0

fi
(zj — )

n

—

3

£

A
A

~
<

onde p!_, designa um polinémio de grau < n — 1. Entéo

An:znj—f{'

o (2.20)

7=

(=)

Para realcar a dependéncia de A, em relacao aos valores z;, f;,0 < ¢ < n, usa-se a
seguinte notacao para designar o valor A,,

flzo, 21, -+, m0] i = Ay (2.21)
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a que se chama diferenca dividida de ordem n da funcdo f, associada aos pontos xg, 1, -, Tp.

Com a notacao das diferencas divididas, podemos escrever o polinémio interpolador na
forma

pa(z) = flzo] + flzo, 21](z — T0) + flx0, 71, T2)(T — T0) (T — 1) +
o+ flzo, 21, Tal(T — 20) - (T — 1) (2.22)

a que se chama formula de Newton com diferencas divididas. Por uma questao de uni-
formidade, no lugar de f(z;) usa-se f[x;], a que se chama diferenga de ordem zero.

Exemplos

Resulta de (2.20) e (2.21) que
Jo Ji

+
Ty — T1 T1 — To

f[an .’,E]_] =

o que confirma a expressao ja obtida em (2.18). De modo geral, a diferenga dividida de
ordem 2, nos pontos z;, z;11, € dada por
firr — [

flzs, xi1] = m

Como exemplo de diferenca de ordem 3, tem-se

B o h f2
Tl o1, m2] = (o — z1) (20 — 22) i (@1 — 20)(x1 — 22) " (x2 = zo) (2 — 1)

A seguinte propriedade permite relacionar diferencas de uma certa ordem k com diferencas
de ordem k — 1.

fl@ivt, - Tivk] = flZin, s Tigr1]

Titk — Ty

fl@is Tigr, -+, Tig] = (2.23)

Resulta também de (2.20) que f[zo,- -, z,]| é uma fun¢io simétrica de zo, - - -, x,, isto é,
qualquer permutacao dos z; conduz ao mesmo valor da diferenca dividida.

A férmula (2.23) permite calcular as diferengas divididas usando um esquema recursivo
que é em geral apresentado sob a forma duma tabela. Na 1¢ coluna escrevem-se os pontos
z;,0 < i < n e na 2% coluna os valores f(z;),0 < i < n. Depois de obter a terceira coluna
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da tabela, ou seja, as diferencas de 1* ordem, por aplicacao de (2.23) podem obter-se as
diferencas de 2* ordem na coluna seguinte, e assim sucessivamente. Por exemplo, depois de
se calcular

f[$0,$1] = M, f[ﬂfl,xQ] = M
T1 — Zo Ty — X1
flaa, 23] = % flas, @] = %ﬁfﬂ
pode-se obter
Flzo, x1, 9] = flz1, 2] — f[xo,xl], Fl1, o, 5] = flza, x3] — flxy, z2]
T2 %o T3 — 1

Table 1: Tabela de diferencas divididas

i flzi] flwi, Tiga] flo0] floo ] o]
Zo flzo]
flmo, z1]
xy - flr] flzo, 71, 7]
flor, 2] flo, 21, 72, 73]
v floa)  flas, a, 73] Flwo, 21, 02, 73, 4]
flomzs] fle, 22, 03, 2]
x3 - flag] flza, T3, 74]
flzs, 74
T4 flz4]

Relacao entre as diferencas divididas e as derivadas de f

Seja f € C™"*1[a,b] e sejam xg, Ty, - -, T, pontos distintos de [a,b]. Usando a férmula de
Newton com diferencas divididas, podemos escrever a igualdade
FrD(E)
f(z) = flzol+ flwo, z1](x—20) + - -+ flT0, 1, -+, Tw) (T —10) -+ - ($—$n—1)+mw($)a
(2.24)
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onde W(z) = (zr — zo)(x — 1) -+ (x — ) e € € int(xg,...,2,,2z). O tdltimo termo do lado
direito da equagao representa o erro de interpolagao (ver eq. (2.9)).

Comparando (2.24) com a férmula de Taylor

£(&) = F(a0) + Fao) o — z0) + -+ fD o) Ty gy

(.I' _ .T())n+1
(n+1)! 7
com 7y entre xy e x, constatamos uma certa semelhanca entre as duas férmulas, sugerindo a

existéncia duma relacao entre as diferencas divididas e as derivadas de f. Com efeito, basta
notar por exemplo que sendo

flzo, 1] = %ﬁ(}(%)’

resulta do Teorema do valor médio de Lagrange que f[zg,z1] coincidird com o valor da
derivada f’ nalgum ponto situado entre zg e x;.

E possivel generalizar este resultado as diferencas divididas de ordem superior.

Teorema 2.3 Seja f € C"[a,b] € xg,x1,- -, T, quaisquer pontos distintos de [a,b]. Entdo
S (e .
flzo, 1, Tn] = n'( ), € €int(zg, ..., Ty, Tn)- (2.25)
Nota

Conclui-se de (2.25) que se f € P,, as diferencas divididas de f de ordem superior a n
Sa0 zZero.

Exemplo 2.3 Considere-se a funcao f dada pela tabela

0] 1] 2
Ll111]2

Obtenha um valor aprozimado de f(1.5) utilizando um polindmio interpolador de grau 2.

Utilizando a férmula de Newton para o polinémio interpolador temos:

Py(z) = f(x0) + flzo, z1](x — x0) + flzo, 21, 22)(x — 20) (z — 1)

onde £y = 0,21 = 1,29 = 2.

Calculo da diferencas divididas:
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Z; f(ﬂfz) f[xi>37i+1] f[l"o,ﬂh,iEQ]
0 1
1-1
= — = 0
f['TOaml] 1 — 0 . .

1 1 , 1 f[xo,l‘l,ﬂ’)g] = m =0.5

|
2 2

Logo, Py(z) =1+ 0.5z(z — 1) e f(1.5) &~ Py(1.5) = 1.375.

2.3 Aproximacao segundo o critério dos minimos quadrados

Nesta sec¢do, consideraremos outros tipos de funcoes aproximadoras para f(z), sem a
exigéncia de que elas interpolem f. Com efeito, em muitas situagoes nao é conveniente
que a funcao aproximadora seja uma funcao interpoladora.

Por exemplo, suponhamos que a funcao f traduz uma relagao entre duas grandezas fisicas,

z e f(x).

Seja um conjunto de dados (xq, fo), (%1, f1),---, (Zn, fn), onde os valores f; i = 0,1,...,n
foram obtidos experimentalmente; ou seja, apenas dispomos dos valores f(z;) + €, i =
0,1,...,n, onde os erros ¢ sao desconhecidos. Neste caso, nao seria razoavel aproximar f
por um polinémio passando por (z;, f(z;) + €), ¢ = 0,1,...,n, a ndo ser que 0s erros ¢;
fossem pequenos. Uma solucao mais adequada serd utilizar uma funcao aproximadora, que
poderd ser polinomial ou nao, com a forma

9(x) = aodo(w) + i (x) + ... + amdm(x) (2.26)

ue se aproxime o ”mais possivel” de f(z), sem contudo a imposicao de passar pelos pontos
q p )

(i, fi)-
Os parametros «ag, aq, - - -, @, sa0 determinados de modo que os desvios
di=fi—g, 1=01---n
onde g; = g(z;), sejam tdo pequenos quanto possivel, segundo algum critério. Se impusermos
di=0

caimos no caso da interpolagido (o que ndo queremos).
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Designando por d, f e § os vectores de IR"™' com componentes d;, f; e g; e escolhendo em
IR™*! uma norma vectorial ||.||, os parAmetros ag,ay,- -, a, podem ser determinados de
modo que

ldll = 1If -3l

seja minima. Como exemplos de normas de IR"*! tem-se:
_ n _ B n 1/2
=3[ [l = gua al, = (3 107)

De entre essas normas, a norma euclidiana ||.||> é a que conduz a uma técnica mais simples.
Entao no método dos minimos quadrados, os parametros «y, . .., &, sao determinados
de modo a minimizar

n 1/2 n 1/2
fal = (r) = (- ar)
i=0 =0
Isso equivale a minimizar simplesmente a quantidade

n

D=z =>_(fi— 9)’

=0
Exemplo 2.4

Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f

z |2 4 6 8
flz) |2 11 28 40

Determine a recta g(z) = oy + a1z que melhor se aproxima de f segundo o critério dos
minimos quadrados. Considerando-se

3

D =Y "(fi — ap — yz;)?

i=0
como uma funcao das varidveis g e «y, pretende-se os valores de oy e «; que tornam D
minima. O sistema de estacionaridade para D é o seguinte

oD 0 oD

gos " dan 0 (2.27)
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Depois de calculadas as derivadas parciais e substituidos os valores dos z; e dos f;, em (2.27),
obtém-se o sistema

40[0 + 200[1 =81
20ag + 120c;; = 536, cuja solugao é ag = —12.5, a3 = 6.55. (2.28)

Caso tedrico geral; equacgoes normais

Consideremos agora o caso geral de obter uma fungao da forma (2.26), onde os valores
dos parametros ay, ..., a, pretendidos sao os que tornam minima a funcao

D(ag,...,am) = Z(fZ —g)?

Pela teoria das funcgoes reais em IR"™, impomos agora as seguintes condic¢oes sobre D:

oD

—~ =0, j=0,1,...,
6aj J mn

Fazendo como no exemplo acima, obtém-se o sistema:

gf - 0@22[]2 — 090 (#3) — - .- G ()] (—B0(2:)) = 0
gf 22[12 — a060(®i) — -+ O ()] (1 (1)) = 0
%ﬂ —0e ﬁ;am — a06o(:) = - - Cmbm (@) (~m(w:) = 0

que se pode reescrever na forma

ap i%(ﬂci)aﬁo(xi) + i%(a:i)(bl(a:i) +...+am Z% ;)b () Z fido(z
=0 i=0

c0> 61(2)00(x:) + n S b (@e)bi (1) + - . + Z 61(2:)bun(3) Z fin(a
=0

1=0
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n

a02¢ (x1)¢0 Ly +alz¢m ¢1 xz) +amz¢m T ¢m -rz Zfz¢m xz

=0

Trata-se de um sistema linear de m + 1 equacoes nas m + 1 incégnitas «y, . . ., Quy, & que se
chama sistema de equagoes normais ou sistema normal.

Sejam os vectores de IR™ "

@y = [d0(0), - -, do(zn)]", 61 = [d1(20), .., b1 (@a)]", .., Oy = [Di(0), - - - ()]

Com o produto interno usual em IR™*:

o sistema de equacoes normais toma a forma

<@g > <0 b > <> <y Py > Qp <[ d >
<O 00> < Pud > <G> o0 <Py d, > ar | < f,dy >
<Py b > <Oy 01> <Py by > < by > | L Oy <f, m >
(2.29)
Trata-se de um sistema nao homogéneo de n 4+ 1 equagoes lineares nas n + 1 incdgnitas
o,k =0,1,...,n. Note-se que a matriz do sistema é simétrica. Prova-se que se as fungoes
oo(z), d1(x), ..., ¢m(x) forem linearmente independentes entdo o sistema tem uma solugao
unica, a qual é ponto de minimo de D.
Exercicio
Defina os vectores f, Ej, j = 0,1 e obtenha o sistema normal (2.29) para resolver o

problema de minimos quadrados do exemplo 2.4. Devera coincidir com o sistema ja obtido
(2.28).
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3 Integracao numérica

Seja f € Cla, b] e considere o integral definido

15)= [ fwys.

Suponha que f(z) é uma ”funcdo complicada” (ndo se conhece uma primitiva) ou que f
é conhecida somente num numero finito de pontos. Uma aproximagao para I(f) pode ser
obtida como segue.

Sejam g = a < 1 < -+ < x, = b, n+ 1 pontos em [a, b] e seja p,(z) o polinémio de
grau < n interpolador de f(z) nesses pontos. As férmulas que consideraremos baseiam-se
na aproximacgao

I(f) = I(ps)

Se f € C"V]q, b], entdo f(x) = pu(z)+e,(z), onde e, (x) é 0 erro de interpolacio, dado
por (2.9). Ou seja,

f(x) =pp(z) + (z —z0)(x —21) -+ (T — xn)‘)m(l%(i(ﬁ)), onde &(z) € [a, b].
Logo,
/ab f(z)dz = /abpn(x)dx + /ab en(x)de, (3.1)
B
e , b £ (E())
Bu(f) = [ enla)da = [z —z0)(z —m) (o - R e AN )

Se desprezarmos o termo E,(f) obtemos a aproximagcio

/ " f(2)da ~ / ' o (@) dz: (3.3)

o termo E,(f) é o erro cometido ao fazer-se essa aproximagao (é um erro de truncatura),
também chamado erro de integra¢do. Vemos de (3.2) que o erro de integragdo é o integral
do erro de interpolacao associado a p,.

Vamos em seguida obter uma expressao para ff pn(z)dz. Utilizando a férmula de La-
grange do polinémio interpolador, vem:

[misis = [ ($1e0)
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k=0 k=0
Ap,
Substituindo em (3.3) obtém-se a aproximagao
b n
/ f@)dz ~ ) Apf(wr) (3.4)
a k=0
Chama-se formula de quadratura a soma no lado direito; os pontos zg, - -+, x, Sa0 0s nds de

integracdo e os
b
Ay = / L (2)dz,0 < k <n,

sao chamados os pesos da formula de quadratura.

3.1 Foérmulas de Newton-Cotes fechadas

As férmulas de Newton-Cotes fechadas sdo obtidas através de (3.4), considerando os pontos
Ty, T1,- -, Tp, igualmente espacados em [a, b], com zo = a e x, = b, ou seja,

b—a
$J:a+]h, h= n jzoa]-a""n

As férmulas de Newton-Cotes fechadas mais conhecidas sao a “Férmula dos Trapézios” e a
“Formula de Simpson”.

Foérmula dos Trapézios

Esta férmula resulta de aproximar f(x) pelo polinémio interpolador em zo = a e x1 = b.
Nesse caso, fazendo n = 1 em (3.4), obtemos:

b
/f(ac)dm ~ Aof(xo) + Ai1f(x1) onde xp=a,z1=beh=um — x9

b b
A():/ l()(.T)d.fE, Al :/ ll(x)dx

Calculo de A e A;



(551 - 330) 2
_ l@-w) LR b
k2 h2 2
Logo, a férmula de quadratura é dada por:
h h h
T(f) = 5/ (o) + 5 f (o) = 5 [ (o) + fo)]

Erro de integracao: ET(f) = I(f) — T(f)

Como vimos, a férmula dos trapézios foi deduzida aproximando I(f) = [° f(z)dz pelo
integral do polinémio interpolador de f(x) nos pontos zq = a e 1 = b. Para obtermos uma
expressao do erro cometido procedemos como segue:

£@) = m(@) + (@~ ao)a - ) G2
logo,
/bf( )dx = / p(z)dz —I—/ x —xo)(x — xl)@daj
:>/ x)dr — bp( )dx—/ (x —xo)(x—ml)@dx
= I(f / x — zo)( :L'—xl)f”(g!(x))dm
Portanto o erro é dado por:
7)) = [ @~ ao)a— )5 (3.5

E claro que poderiamos ter usado directamente (3.2), con n = 1. Para simplificarmos a
equagao acima, faremos uso do seguinte resultado da Analise:

Teorema do valor médio para integrais: Se f € C|a, b] e g é uma funcdo integravel
em [a, b] que ndo muda de sinal em [a, b] entdo existe z € (a, b) tal que

[ f@gtaras= 1) [ gtayis

No caso do integral (3.5), tem-se W (z) = (x — zo)(x —z1) <0V z € [z9, 21]. Aplicando
o teor. valor médio para integrais

/ab(x — o) (x — xl)@dx = %('C) /ab(a: — zo)(x — x1)dz, z € [T9,x1],
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onde

/ab(x—:co)(x—xl)dm = (x—xo)M“—/abde

2 o 2
_ _(I—ml)?’ T _ (wo — 1)’ _ _h_3
6 o 6 6

Obtem-se assim a seguinte férmula para o erro da regra dos Trapézios:
h3
E'(f)=~55"(0) =€ ot

Foérmula de Simpson

A férmula de Simpson é obtida ao aproximarmos I(f) por I(ps), onde ps(z) é o polinémio
interpolador de f(x) nos pontos zy = a,r; = %% e x5 = b. Nesse caso temos:

FP(E(=))
ET

com po(z) = lo(x) f(x0) + Li(2) f(21) + la(z) f(22) -

F(2) = pa() + (2 — 20)(z — 21) (7 — 32) com () € [a, b,

Logo,

b b b G (&(x
[ e = [ pe)da + [ —z0)@ -2 -2 CD onde ew) € o, 8

3!
(3.6)

e, desprezando o segundo termo do lado direito, que representa o erro de integracao,
resulta a seguinte aproximacao para o integral de f

[ i@z~ [ pa(e)da

Calculando [’ py(x)dz vem:

/abp2($)dm = /ab lo(z) f(wo)dz + /ab Li(z)f(z)de + /ab ly(z) f (2)dz
= f(xo) /ab lo(z)dz + f(x1) /ab li(z)dz + f(x) /ab ly(z)dz

Calculo de Ay, Ay, Ay

A, = /ab (z — 21)(z — 2) dx:i/ab(l'—.’tl)(ﬁ—.fg)dx

(xo — z1)(x0 — 22) 2h?

a0



e g =t ‘;”Z)de]
= g |- =) @ ml o o) Ziﬁz]
] ]
A = /ab (if : zz;gl__x;z)dx - % /ab(a: — o) (x — x9)dx
= —% (o — ag) =22 _2:62)2 asy ~ /ab . _2$2)2d$]
- = (a: A ) ‘2"’”2)2 oo (T _6“””2)3 f;zz]
Ay = /ab (Z : zz;g;—ng)daj = —# /ab(x —zo)(z — z1)dz
= @ a O e P ‘;’1)2@]
- el e el
- (el

Portanto, a férmula de Simpson é dada por:

S(F) = ShF(@o) + shf(@) + Shi(z)

= g[f(xo) +4f(z1) + f(22)].

Observamos que esta férmula é da forma (3.4) com
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Erro de integracao

Tal como no caso da férmula dos trapézios, o erro de integracao é dado pelo integral do
erro de interpolagao (compare-se (3.6)). Ou seja, supondo f € C?[a, b],

E3(f) = /abf(x)dac—/abpg(x)dx

b G)(&(x
= /{l(x—xo)(x—xl)(x—xz)w

T onde £(x) € |a, b

Pode contudo mostrar-se que, se f € C*[a,b], é védlida a seguinte férmula para o erro de
integracao:

Um majorante para o erro ¢é entdao dado por:

h5
S < 4
BS(f)] < g5 max |£4(2)|

3.2 Foérmulas de quadraturas compostas

A obtencao de uma férmula de quadratura para um intervalo [a, b] pode ser feita de 2 modos:

1. Tomando um grande ntiimero de nés de integracao de modo a que a férmula
n
Q(f) =>_A;f(x)
§=0

represente o integral do polinémio interpolador em x4, xy,---,z,. Essa técnica nao
convém visto que o polinémio tera grau elevado e a interpolacao pode nao resultar em
uma boa aproximacao para f(z).

2. Dividir o intervalo [a, b] em vdrios subintervalos [z, x;11], aplicar uma férmula com
poucos nos em cada subintervalo e somar os resultados de modo a obter uma aprox-
imagao para I(f). Obtém-se assim uma férmula ou regra de quadratura composta.
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Sejam g, x1,---,2n, N +1 pontos em [a, b] com x5 = a e xy = b. Ento,

/abf(x)dx—/ d:L'—i—/ x)dz + - -I-/:i da&—Z/w]+1

Assim, para obter uma aproximacao para I(f) aplica-se a cada integral f;] i+t f(z)dr uma
férmula de quadratura com poucos pontos e somam-se as contribuigoes.

Formula dos Trapézios composta

Esta férmula é obtida dividindo o intervalo [a, b] em N subintervalos e aproximando cada
integral [;7*! f (z)dx pela regra dos trapézios.

Sejam z; = a+ jh, z=a, :bT, j=0,1,---,N. Entao,
b Nz N [}
/f(:v)da: = Z/ r)dz ~ Zl§ f(z; +ij+1))]
@ J=0"%i J=0
h h h
= [3 U0+ s + 5t +fx2>)]+---+[5<f(xN_1>+f<xN)>
= 2 flao) + 20 (@) + 2 (@) + -+ 2f () + f(on)
h N

) [f(a:o ++f(zn) Zle )| =Tn(f)

j=1

oo |

Erro de integracao:

Comegamos por notar que o erro Ex(f) = I(f) — TY(f) é a soma dos erros cometidos em
cada subintervalo [z, z;:1]. Logo, supondo f € C?[a, b],

ER () = 10) = Tw(7) = X ~15/"(6) (5.7

Majorante para o erro

Um majorante para o erro pode ser facilmente obtido de (3.7). Tomando médulos, vem

N-1
[Ex(f)l = frach®12] 37 f"(&)|

J=0
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(b—a).. .3 "
<
< g Nh zrg[%lf(ﬂ

Formula do erro

Vejamos agora como simplificar a férmula (3.7). Tem-se
N

- N-1 h3 " h3 -1 f”(gj)
En(f) = Jz:% ol &) =N 2N onde & € [z}, Tj41] (3.8)
Como f € C?a, b], entao existe m = mln f” r)e M = m[euéf "(x). Logo,
€
N-1

Pelo teorema do valor intermédio, existe £ € [a, b] tal que

:gf@)

e substituindo em (3.7) obtemos (visto que h = (b— a)/N):

T _ h3 " _ (b_a) 2 e
ER(f) = =N35f"(€) = =5 2h*f"(€) onde ¢ € [a, 8] (3.9)

Foérmula de Simpson composta

Esta formula é obtida aplicando a férmula de Simpson em cada subintervalo da forma

[j, Tji2]. Sejam zg = a,x1,-*+,TN_2,Tn_1,Zny = b onde N é um nimero par. Entao,
b TN N/2 T2;
/ f(z)dz = / z)dz +/ p)de+-+ [ fla)de = 2/ f(z)dz
a rN_2 ]-:1 $2j—2

e, aplicando a formula de Simpson a cada integral, obtemos
b h h
| f@yds ~ Z1F(0) +4f () + fla)] + 5[ (@) + 4 (@) + £(2)]

IS ﬁ[f(xN_g) +4f(zn-1) + f(@n)]

3
N2 N/j2-1
= % lf(xo) + flan) + 4;f($2j—1) +2 Zl Flx2g) | = Sn(f)
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Erro de integragao I(f) — Sy(f)

De maneira analoga como se fez na férmula dos trapézios composta, pode-se mostrar que é
valida a seguinte férmula do erro para a formula de Simpson composta:

h5 N/2

5
P = g 21 €)= 200 € e o b

Majorante para o erro

Um majorante para o erro é dado por:
5

Nh
EX(f)] < oo a1 ()]

3.3 Grau de precisao de uma férmula de quadratura

Seja a igualdade I(f) = Q(f)+E?(f) onde Q(f) é uma férmula de quadratura que aproxima
I(f) e E9(f) é o erro de integragdao. O grau de precisao da férmula Q(f) é um nimero 7 tal

que:
E®(P,) =0 VP, polinémio de grau < r, e EQ(z™) £ 0

Exemplo 1: Ao aproximarmos I(f) pela formula dos trapézios temos:

(b—a)’
12

[ fwyar=" 7O €e o

donde vemos que se f(z) = Pi(z) (um polinémio de grau < 1) entao f"(z) = 0 =
ET(f) = 0 e portanto a férmula dos trapézios d4 o valor exacto para os polinémios de garu
< 1 = grau de precisao de T'(f) é r > 1. Mas para f(r) = z? temos que

(b—a)’
12

(a) + f(0)] -

(b—a)’
12

E'(f) =~ (&) =- 2#0  I(f)#T(f)

e portanto o grau de precisdo de T'(f) é r = 1.

Exemplo2: Pela regra de Simpson tem-se:

[ 1o =" s+ ar (“57) +10) - (b;“)%f(‘*)(s) €< lal].

6 2
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Como f*(z) = 0se f(z) é um polinémio de grau < 3 = E°(f) = 0 para polinémios de
grau < 3 = S(f) é exacta para polinémios de grau < 3 e portanto grau de precisao de
S(f) é r > 3. Porém, para f(z) = z* temos que

5
fO(z)=41V2 = Es(f):—<b;a> g0 #0

e portanto S(f) ndo é exacta para polindmios de grau 4 = grau de precisao de S(f) é
r = 3.

3.4 Meétodos dos coeficientes indeterminados

Sejam xg, T1, - -, Zn, (n+ 1)pontos em [a, b] e suponhamos conhecidos os valores de f nesses
pontos. As férmulas de quadratura que consideramos, do tipo

f) = ioAjf(xj) ~ /abf(x)dx. (3.10)

foram deduzidas integrando o polinémio interpolador. Isto é, por construgio, Q(f) = I(pn),
onde p,, é o polinémio interpolador de grau < n de f. O método dos coeficientes indetermi-
nados é uma maneira alternativa de obter os pesos da férmula de quadratura.

Comecemos por notar que, se f for um polinémio de grau < n, ou seja f(x) = P,(z),
entao a férmula () d6 valor exacto do integral de f. Tem-se assim

I(Pn) :Q(Pn)a VP, (3.11)

A igualdade acima resulta da unicidade do polinémio interpolador: sendo f um polinémio
de grau < n, entao f coincide com o seu polinémio interpolador p,. Ou seja, tem-se f(z) =

Pn(2), donde I(f) = I(pn) = Q(f)-

Veremos posteriormente que, impondo a condigao I(P,) = Q(P,), para qualquer polinémio
de grau < n, resulta num sistema de equagoes lineares nos coeficientes A;.

Comecemos por provar o
Lema: A férmula de quadratura definida por (3.10) é uma aplicacdo linear.
Dem.:

Sejam g, X1, +,Tn, € |a, b], f e g duas fungdes continuas em [a, bl e A\ € IR. Entao

n

Q(f +9) Z [(f+9) x]]—ZA[f x] + g( % ZAf'TJ +AJQ(33J)]

7=0 7=0
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n

= S Af) + Y Ajglas) = QU + Qo)

§=0 §=0
Q) = DAL ()] =AM f (z) —/\ZAfx] = AQ(f)
7=0 7=0 7=0

Obtencao de Ay, Aq,---, A,

Seja Py (x) = ap + aqx + apx? - - -

Q(P) = Qap + auz + az® - - - + az™) = Q(1) + uQ(z) + wQ(z%) + - - - + 2 Q (™)

+ apx™ um polinémio de grau < n. Entao

I(P,) =1(a + oz + asz? -+ anz™) = apl(1) + ayI(x) + a21(x2) + -4 a,l(z")

Entdo, para se ter uma férmula com a propriedade (3.11)

Q(Fn) = I(P,), VP,

, € necessario e suficiente que verifique:

Q(xk)zl(xk)’ k:0717"':n

Ou seja, para que a formula () dé o valor exacto do integral de qualquer polinémio de grau

< n é necessdrio e suficiente que dé o valor exacto dos integrais dos monémios 1, z, z2, ..., 2™

Somos conduzidos ao sistema de equagoes:

n b
Q1) = ZAj(1):1(1)=/ dr=b—a

§=0 @

= Ayt+tAi+---+A,=b—a

n b 22 22
Qz) = ;)Aj(xj):[(l“) :/a xdx:Em: .
= AOxO+A1$1+"'+Anxn=b2;a2
Q@) = iAj('T?) = I(2?) :/bedx= %3“1: b3;a3
j=0 @
= A0$3+A1x3+...+Anxi:b3;7a3
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n b $n+1 bn+1 _ CLn—|—1
Q") = YA =16" = [ ande = b= ==

bn—|—1 _ an—|—1

Pode-se reescrever este sistema numa forma mais compacta

b—a
101 1 - 17 A4 b’ —a?
Top X1 To -+ Tp Al b3 - 0,3
T3 a2 z3 - 12 Ay -
) - 3 (3.12)
L xg 2t oay e xp || A prt1 _ qn
L n+1 |

A matriz acima é conhecida como “Matriz de Vandermonde” e sabe-se que, se os pontos
forem distintos, ela é nao-singular = esse sistema tem solu¢ao dnica A4;, 7=0,1,---,n.
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Exemplo 3.1

Considere-se a funcao f dada pela tabela

a)

b)

Fl112

Pelo método dos coeficientes indeterminados, pretende-se obter uma férmula de quadratura
do tipo

Q(f) = Aof(0) + A f(1) + A2f(2)
que permita aproximar o integral I(f) = [°, f(z)dz.

Obtenha os parametros Ap, A; e Ay de modo que Q(f) tenha grau de precisao r > 2.

Solugao: Utilizando o método dos coeficientes indeterminados, pretende-se que Q(f)
tenha grau de precisao 7 > 2, ou seja, que I(ag + a17 + ax7®) = Q(ap + a1 +
asx?), Vag, a1, ay. Para se ter esta igualdade é necessdrio e suficiente que

Q) = 1(1) :/_31 v, Q) = I(x) :/jxd:v, Q(?) = I(?) :/3 2dz

donde obtemos as equacgoes

AO + A1 + A2 = 4 Ehmln Gauss: 1 1 1 AO 4
A1+2A2:4 m32=1 - 01 2 A1 = 4
A1 + 4A2 = % (Lg - m32L2) — L3 0 0 2 A2 13—6
8 4 8
donde obtemos: Ay = 3 A= —3 e Ay = 3 Logo,

Q) = 5 12(0) - F(1) +2f(2)]

Obtenha o valor aproximado do integral, no caso de f ser a fun¢ao tabelada.

Solugao: Utilizando os valores da tabela dada obtemos:
4
I(f) = Q(f) = 5 [2(1) — 1(1) +2(2)] = 20/3

Seja f um polindémio de grau naosuperior a 3. Prove que o valor obtido pela regra
considerada na alinea a) é o mesmo que se obteria pela regra de Simpson.
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Solugao: A férmula de Simpson é exacta para polinomios de grau < 3 e portanto,
basta mostrarmos que o grau de precisao da férmula obtida é r > 3. Como Q(f) tem
grau de precisao r > 2 é suficiente mostrarmos que Q(z3) = I(z*). De facto, temos

Q(z%) = % [2(0%) — (1%) +2(2%)] =20
I(:c3):/31x3dx=% :#:20

donde vemos que Q(f) tem grau de precisdo r > 3. Logo, se f(z) = Ps(x), temos:

S(P3) :I(P?,) :Q(Ps)

60



Exercicios:

1. Considere a equagao
f(z) = 2% — cos®*(z) = 0. (3.13)

(a) Mostre que a equacao (1) tem (apenas) duas raizes.

(b) Para resolver numericamente a equagao (1) vai-se considerar um método do ponto
fixo associado a uma fun¢ao iteradora da forma g(x) = x+ A(z)(cos(z) —z), onde
A(z) é uma fungao que nunca se anula.

i. Mostre que as raizes da equacao (1) e os pontos fixos de g coincidem para
z > 0.

ii. Fazendo A(x) = 1/2, prove que o método do ponto fixo associado a g converge
para a raiz z pertencente ao intervalo [0, 1], qualquer que seja a aproximagao
inicial xg escolhida nesse intervalo.

iii. Utilizando o método obtido em a) e xy = 1, calcule uma aproximagdo zy;1
da raiz z, parando a iteracdo quando |z, — 7| < 1073. Indique ainda uma
estimativa para o erro |z — 41/

iv. Determine a ordem de convergéncia p do método e uma aproximacao da
constante K, tal que seja verificada a igualdade assimptotica

|z — Tpy1| * Keolz — 2, |P, m suf. grande

2. Considere a equacdo F(z) = 0, onde F(z) = (x — a)™h(x), (m > 1 inteiro), com
h(c) # 0 e tal que h é uma fungao de classe C? num intervalo aberto contendo c.
Prove que o método iterativo z,,11 = g(z,,),m =0,1,..., em que

9(z) =2~ g,((?)

converge para « se a aproximacao inicial xy estiver suficientemente préxima de a.
Determine a ordem de convergéncia do método e o factor assimptoético da convergéncia.

3. Considere a equacao
sin(z) +1—azx =0

onde a é um numero real conhecido.

(a) Diga, justificando, para que valores de a esta equagdotem uma tunica raiz no
. T
intervalo I = [0, 5].

(b) Para os valores de a considerados na alinea anterior, mostre que o método do

- . 1 + sin(x
ponto fixo, com a fungaoiteradora g(z) = 7(), converge para a z, qualquer
a

que seja xy € 1.
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(¢) No caso de a = 2, diga qual o nimero minimo de iteragoes do método do ponto
fixo que devera efectuar para garantir que o erro absoluto da aproximagao obtida
seja inferior a 1073 se zy é qualquer ntimero em 1.

(d) No caso de a = 0, mostre que a equag¢ao tem uma tnica raiz w no intervalo [—, 0].
Mostre que, se xy estiver suficientemente préoximo da raiz, entdo o método de
Newton converge para z, e determine a ordem de convergéncia.

4. Considere a familia de sucessoes da forma

A T+ 1 — sin(z,,
Tmyr = 22 +1+;m(x ) m=01... (3.14)

com \ parametro real.

(a) Faga A =1 e, usando o teorema do ponto fixo, mostre que a sucessao (1) converge
para um certo valor real z, qualquer que seja z, pertencente ao intervalo [0, 1].
Qual a ordem de convergéncia deste método iterativo ?

(b) Conclua, utilizando a questdo anterior, que z é a tnica raiz da equagio
1 — z —sinz = 0 no intervalo [0,1]. Utilizando o método obtido em a) e zq =
1, determine, sem efectuar iteracoes, qual o valor de k£ de modo que se tenha
|z — zg| < 107°.

(¢) Como deveria ser A\ por forma a sucessao (1) convergir para z o mais rdpido
possivel? Qual a ordem de convergéncia nesse caso? [1.0]

. Prove que, com 5 = 1, o método de Newton aplicado a equacao 1 — z — sinx = 0
converge para a Unica raiz z da equagao .

. Considere a familia de fun¢oes da forma

0(2) =§ (a-1)x+$ , (3.15)

onde o é um parametro real.

(a) Mostre que os pontos fixos de g, sao as raizes da equagao 22 — 78.8 = 0, indepen-
dentemente do valor do parametro .

(b) Com o objectivo de aproximar a raiz positiva z dessa equagao, considere a
iteracao do ponto fixo, ;i1 = ga(xm), associada a (3.15). A tabela seguinte
mostra algumas iteradas das sucessdes correspondentes aos valores o = 3/2 e
a = 1/2, com iterada inicial o = 9.

m=20 m=1 m =2 m=3 m =4 m=2>5

>

Tmi1 = g3/2(Tm) | 8.837037 | 8.890356 8.78425 | 8.876441 | 8.877102

Tmi1 = G12(T) | 8.51111 | 10.00586 | 5.74491 | 21.68807 | -14.42104 | 3.49320
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i. No caso de a@ = 3/2, preencha o espago em branco (obtenha z3). Diga o
que indicam os resultados, no que respeita a convergéncia ou divergéncia das
sucessoes para a raiz z acima referida. Confirme teoricamente, em cada
€caso.

ii. No caso de a = 3/2, ob obtenha um majorante para o erro absoluto da iterada
xrs.

iii. Como deveria escolher o de modo a obter convergéncia quadratica, supondo
zo suf. préximo de z 7

7. Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f(x)

€Z; —21-110

2

N[ b= p—t
N |

(a) Utilizando a férmula de Newton com diferengas divididas, determine o polinémio
de grau < 2, po(z), que interpola f(z) nos pontos g = —2, o = 0 e x4 = 2.

(b) Suponha que pretendemos aproximar o valor I(f) = %, f(x)dz por [*, ps(z)dz.
Sabendo que as derivadas de f verificam |f)(z)| < j/2, j = 1,2,3, 4 no intervalo
[—2,2], determine um majorante para o erro de integragao. Justifique.

(c) Determine uma aproximacao para I(f) = [, f(z)dz usando a regra de Simpson
composta e todos os pontos da tabela.

8. Considere-se a funcao f dada pela tabela

112

a) Obtenha um valor aproximado de f(1.5) utilizando:

i) um spline de grau 1.
ii) um polinémio interpolador de grau 2.

ii) Sabendo que f é um polinémio do tipo
f(z)=az’ + b2’ +cx +d,

determine uma expressao do erro da ultima aproximacao obtida, em funcao dos
coeficientes de f.

b. Obtenha a fun¢ao g, do tipo g(z) = fz(z — 1) + «, que melhor se ajusta a f (dada
na tabela acima), no sentido dos minimos quadrados.
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