Solucao Numérica de Sistemas Lineares

Muitos problemas provenientes da Fisica, Matematica, Engenharia, Biologia, Economia,
entre outros, envolvem sistemas de equacoes lineares. Esses sistemas nalguns casos apare-
cem directamente como parte do modelo matematico do problema real e, noutros casos,
surgem em conjunto com a aplicacao dum método numérico. Como veremos, a resolucao
dum sistema de equacoes nao lineares pelo método de Newton conduz a um sistema
de equacoes lineares; também a aplicagao de certos métodos numéricos na resolucao de
equacoes diferenciais conduz em geral a sistemas lineares da forma:

El Doanry taprs +... +apr, = bl
E2 a9’y tagers +... +aspr, = b2
. . . . . . (I)
E,: anxri +apry +... +aumt, = b,
xj,J = 1,2,...,n sao as incoégnitas,

onde ¢ a;;,b;,i=1,2,...,n, 7=1,2,...,n,
sdo constantes dadas.

O sistema linear acima pode ser representado matricialmente por:

Ax=b (IT)
A = (a;;) matriz dos coeficientes
onde { b = (b;) vector do lado direito
x = () vector solugao.

Para resolver (II), existem 2 classes de métodos:

e Métodos Directos: métodos que encontram a solucdo (exacta) num nimero finito de
operagoes. Entre os métodos existentes, temos os seguintes: Método de Eliminagao
de Gauss e os Métodos de factorizagao LU (Doolittle, Crout e Cholesky).

e Métodos Iterativos: métodos que encontram a solucao num numero infinito de
operacoes. Mais precisamente, num método iterativo convergente obtém-se uma
sucessao de aproximagoes convergindo para a solucao exacta. Aqui estudaremos,
em particular, o método de Jacobi e o método de Gauss-Seidel.

Nestas notas comecamos com uma revisao do método de Gauss e dos métodos de
factorizacao e descrevemos, em seguida, duas técnicas de pesquisa de pivot. Apresentamos
dois tipos de matrizes especiais e completa-se a primeira parte com uma introducao ao
condicionamento e andlise do erro de sistemas lineares.



Métodos Directos
Método de Eliminagao de Gauss
Para obtermos uma solugao de (II), assumiremos que a matriz A é invertivel (det(A) # 0).

A idéia bésica do método de Eliminac¢do de Gauss é transformar o sistema (II) num
sistema equivalente
A — ™

onde A™ ¢é uma matriz triangular superior. Essa transformacio é obtida utilizando as
seguintes operacoes:

i) E; — \E; — E; { substituicdo de E; por a combinagao linear de E; e E; }
i) A\E; — E; { substituigao de E; por A\E;, A#0 }
iti) B; «— E; { substituicao de E; por E; }

Veremos agora que a aplicacao dessas operacoes ao sistema (II) conduz a um sistema
equivalente mais facil de se resolver.

Exemplo Seja o sistema linear

4 -9 2 1 2
2 —4 4 i) = 3
1 2 2| z 1

Para resolveé-lo, procedemos como segue:

1. a;1 = 4 # 0 = podemos colocar zeros abaixo de a;.

— 21 B 2 . 1
21 = — = - = &
a4 ~ Ey —ma By — Ey
as: 1 1 e efectuando as operagoes { By — ma By — By
mSl = — = - = ——
a1 4 4

obtém-se o sistema equivalente: A®x = b® onde

4 -9 2 1 9
0 1/2 3 : 2
0 —1/4 5/2 . 3/2

A2) b2

(2)

2. ayy, =1/2 # 0 = podemos colocar zeros abaixo de a%).



a$) 1/4 2 i
Mgy = —ov = ——— = —— = —— e efectuando a operagao F3 — mgFy — Ej3
ag) 1/2 4 2

obtem-se os sistema equivalente A®x = b®):

4 -9 20 2

0 1/2 3 2

0 0 4 5/2
A2 p2)

Portanto, o sistema original for transformado no sistema equivalente:

4 -9 27 [ = 2
0 1/2 3| |2 | =] 2
0 0 4]/ as 5/2

que tem com solugao:

1/200 4 313 =2 => x5 = (2 — 323)/1/2 = (2— 3 x 5/8)/1/2 =1/4
41’1 —9$2+2$3:2:>£L'1 :2—|—9(L‘2—2$3)/4: (2—|—9X 1/4—2 X 5/8)/4:3/4

No caso geral tem-se:

12 Passo: Ax =b — A@x =p?
aq; é chamado “elemento pivot”. Se aj; # 0 entao efectuam-se as seguintes operagoes:

mi Zan/an
Ei —milEl — Ei, 1= 2,3,...,7’1,

e obtém-se o sistema equivalente:

a a Lo Qo :
an a12 al : bl 0 61522) e agz) . béQ)
21 22 ... 2n - 2 — a:g22) R a:(gi) bi(’)Q)
o i ' o 1
| Q1 2 Ann n L0 a .. a® @ |

29 Passo: A@x =b® — AB)x = p®)

Se a%) # 0 entao calculam-se os multiplicadores

mi =a?/ad, i=3,4,...n



e efectuam-se as operagoes:

Ei—mab) — FE;, i=3,4,...,n

Obtém-se o sistema equivalente:

a1x a1z Q13

2 2

0 o o

3) . KB — 3
[0 0 a

A1n
(2)
Aoy,

s,

Prosseguindo o processo, chegamos, no passo (n — 1), ao sistema A™x = b(™ | onde

aix a2 13

0 o o

AT O =1 0 0 ol
0

| 0 0 0

A1n
(2)
QAop

s,

aj)

by

b

b

b

E-se assim conduzido a um sistema linear equivalente ao sistema inicial, cuja matriz
é triangular superior. Este sistema pode facilmente ser resolvido, comegando com:

T, = bfl”) / agﬁl) e calculando-se x,,_1,x,_o, ..., 1, sucessivamente.

Obs: Se no passo k acontecer que o elemento pivot a

(k) _
kk =

0, entao procura-se um

elemento al(l,:) # 0 na coluna k, onde [ > k e trocam-se as linhas [ e k, ou seja,

efectua-se a operacao Ej «—— Fj.



Métodos de Factorizacao: LU

Estes métodos consistem em decompor a matriz A num produto de duas matrizes LU,
ou seja, A = LU, onde L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular
superior.

Suponhamos que existem matrizes L e U tais que A = LU, onde L é triangular inferior e
U é triangular superior. Entao, dado o sistema linear Ax = b, podemos escrever

(LU)x=b
Fazendo Ux = g tem-se que
Lg=b, (1)
que é um sistema triangular inferior. Resolvendo (1), a solu¢ao x é obtida resolvendo-se

a equagcao
Ux =g, (2)

que é um sistema triangular superior. Portanto, para resolver o sist. Ax = b, basta
resolver os dois sistemas triangulares definidos por (1) e (2).

Existem varias maneiras de se encontrar matrizes L e U de modo que A = LU, como
Veremos a seguir.

Calculo das matrizes L e U.

Considerando a equacao matricial

[ ai;pr a1 ... QAip lll 0 0 [ Ui U2 ... ... Ulp
21 Q29 ... Q9pn 121 l22 0 0 0 U222 U233 ... Uop
: = 0 0
0
L Apn1 Ap2 ... QApp | L lnl ln2 e e lnn 1 L 0 0 c 0 Unn |
L U

A (matriz dada)

vemos que temos (n? 4+ n)-incégnitas: l;; e w;;. Por outro lado, pela regra de produto
de matrizes, podemos formar n?-equacoes! Logo, precisamos de n—equacoes adicionais.
Vejamos como obté-las:



Método de Doolittle (ou Factorizagao de Doolittle): Impor i;; =1, i =1,2,...,n.
Nesse caso temos

I aj; a2 ... QAip i 1 0 .0 I U1 U2 ... ... Up
21 A9 ... Q9p l21 1 0 .0 0 U929 U923 ... U2p
= .0 0

.0 : .. .. :
L Qn1 Qp2 .. Qpp Ll D2 1] L0 0 oo 0 Uy |

Efectuando o produto LU e usando a igualdade A = LU, elemento a elemento, obtemos
as equacoes:

la. linha de U : U1 = A11,U12 = A125 . - . y Ulp = A1n-

loyuiy = agy = lyy = a21/U11
ls1unn = asy = 31 = a31/u11
la. coluna de L . . )

( supondo que a;; # 0)

laun = apy = 1y = anl/ull

lo1ura + Ugg = age = Uz = A — la1ug
lo1u1s 4 U3 = a3 == Ugg = a3 — la1ug3

) lo1U1g 4 Ugq = Q24 == Uy = Q24 — l1U14
2a. linha de U . .

lorury, 4 Ugp = a2y, = Uy = A2, — lo1uy

[31u12 + l3gU9e = aze = 30 = (Cl32 - 131U12)/U22
lauig + ligtge = agy == lyo = (a42 - 141U12)/U22

2a. coluna de L

lauig + lyotoy = apy = o = (%2 - ln1u12>/u22

En geral, tem-se:

k—1
linha £k de U : uy; :akj—Zlkrum-, j=kk+1,....n
r=1

Th—1
coluna k de L : [, = (aik — Zhﬂhk) Jukk, it =k+ 1, k+2,...,n

r=1



Pode mostrar-se que se o método de Eliminacao de Gauss for aplicado ao sistema Ax = b
sem troca de linhas entao A = LU onde

0 ai;p a2 a4z ... ... Qin
mor 1 0 0 0 ag) a%) cee e agi)
3 3
I — m31 M32 1 0 ’ U— A(”) _ 0 0 aég) e e aén)
0
0 : : IR :
| Mp1 Mp2 oo on M1 1 I 0 0 0o ... 0 asgl)_

Exemplo: Determine a solucao do sistema linear abaixo pelo método de Doolittle.

2 3 -2 I 0
2 =16 10 To | = | =3
14 -7 -7 T3 0

Solugao: Pelo método de Doolittle temos:

Ax:b<:>LUx:b<:>{ Lg =D

Ux=g
onde

1 0 0 Ui Uiz U3

L= l21 1 0 elU = 0 Ug2 U923

l31 132 1 0 0 Uuss

As matrizes L e U sao obtidas pelas férmulas:
k—1
Ugj = akj—Zlksusj, ]:k,k—i—l,,B
s=1

k—1
lik = (aik—leusk)/(ukk), Z:k+1,k—|—2,,3
s=1

e Calculo de L e U:
la. linha de U :

Upp = a1 = U = 2
Uip = Q12 = U2 = 3

la. coluna de L :
loy = anfun =2/2=1
131 = agl/ull = 14/2 =7

U3 = Q13 = Uz = —2
2a. linha de U : 2a. coluna de_L7 _ .
U2 = A9 — l21U12 > U] = —16—-1x%x3=-19 l32 = a3y — l31u12 — _—19
gy = Az — bty = upy =10 =1 x —2=12 — 28/19 — 1.47368



3a. linha de U :
28
U3z = a33 — l31u13 — —l32’LL23 =-T7-— (7 X —2) — <1—9 X 12)
= —74+14 —17.6842 = —10.68421

Portanto,
1 0 0 2 3 —2
L=1]1 1 0Ol eU=|0 —-19 12
7 1473684 1 0 0 —10.68421

Solugao dos sistemas lineares Lg =b e Ux =g

g1=0
10 0] 0 - o
1 1 0| |@|=|3|=0tR="3=n="3

791 + 1.473681g, + g5 = 0
7 1.473684 1 g3 0 — g3 = —1.473681g, = 4.42105

Portanto, g = [0 — 3 4.42104]7.

2 3 —2 T 0
0 —19 12 Ty | = ~3
0 0 —10.68421 | | x5 4.42105
4.42104
— T 041
37 0068421 3793 i1
100y + 1205 = 3= gy = =3
= 3 — 12 x —0.413792 -
—3—12 x —0.
= 1 = —0.103448
2x1 + 319 — 203 = 0 = a1 = (—3x9 + 223)/2
— 7y = (=3 x —0.103448 + 2 x —0.413792)/2 = —0.258621



Método de Crout (ou Factorizagao de Crout)

Neste método, a matriz L é triangular inferior e U é triangular superior com u;; = 1,
ou seja, a decomposicao ¢ da forma:

_CLH a1 ... QAip i _111 0 07 71 (0 uln_
a91 Q29 ... QA9pn l21 l22 0 0 0 1 U23 ... Ugp
: = 0 0
0
L Ap1 Ap2 ... QApp | _lnl lng lnn_ _0 0 0 1 1
A (matriz dada) L v

A obtengao das matrizes L e U segue o mesmo processo descrito na factorizagao de
Doolittle, sé que agora determina-se primeiro a coluna k de L seguido pelo célculo da
linha k& de U. As equacgoes para a obtencao de L e U sao:

k—1
e Coluna k de L: L, = a;, — Zliru,.k, i=kk+1,... n

r=1

k—1
e Linha £ de U Upj = (akj - Zlkrum) /lkk‘a j=k+1,...n

r=1
Método de Cholesky (ou Factorizagao de Cholesky)

No caso especial em que A é uma matriz real e simétrica, a decomposicao LU pode ser
modificada de maneira que L = U”, ou seja, A = LLT. As equacoes para obter a matriz
L seguem o mesmo procedimento do método LU, ou seja,

_CLH aip ... aln_ _lll 0 0 T _lll lgl lnl_
a91 Q29 ... QA9pn lgl 122 0 c. 0 0 122 e e lnz
= & i .00 0
0
L Apn1 Ap2 ... QApp | _lnl ln2 lnn 1 L 0 0 0 lnn 1
A (matriz dada) L LT

Efectuando o produto LL? e usando a igualdade A = LU, elemento a elemento, obtém-se
as seguintes equacoes para a determinacao das colunas de L:

k—1

_ 2

b = Ak — Z lkr
r=1

k—1
lik = [aik_zlirlkr]/lkka z:k+1,k+2,,n

r=1



Calculo da Matriz Inversa
Seja A uma matriz nao-singular e A~! sua inversa. Entao,
AAT =1

Seja X = [11; X2, Tp;], a coluna j (j =1,..n) de A~'. Entdo temos:

apr a1 ... ... Qip r11 12 ... ... Tin 1 0 e o 0
Q21 (22 Q2p, T21 To2 ... ... T2 0 1 0
: : . .0

L Ap1 QAp2 ... ... Qpn | L XTpnt Tp2 .. .. Tpn | _O 0 ]__

Desta igualdade, vemos que o calculo de A~! equivale a resolver n sistemas lineares

Ax; =eq, AxXg =€, ..., AX, =€,
ondee; =[10 ... 07, ea=[01 ... 0]7, e, =[0 ... 1]

para a determinacao das colunas de A~!. Se a matriz A for factorizada na forma A = LU,

entao faz-se

(LU)x1 = e1, (LU)x2 = ea, ...,(LU)x, = €,. Ou scja, faz-se a factorizacao LU
uma tnica vez e resolvem-se os n sistemas lineares cujas solucoes sao as colunas de A~%.
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Técnicas de Pesquisa de Pivot

Devido aos erros de arredondamento, o método de Eliminagao de Gauss pode conduzir a
solugoes erréneas. Ou seja, podemos ter problemas de instabilidade numérica. As técnicas
de pesquisa de pivot surgem numa tentativa de minorar o efeito da propagacao dos erros
de arredondamento.

Comegamos por apresentar o seguinte exemplo.

Exemplo

E; 0 0.003000z7y + 59.14z, = 59.17 (1)
Ey: 5291zy — 6.130xy =47.78

que tem como solucao exacta 1 = 10.0 e x5 = 1.0. Suponhamos um computador que usa
um sistema V' F'(10,4,—10,10) e arredondamento simétrico. Entao, aplicando o método
de Eliminacao de Gauss ao sistema linear (1), temos:

5.291
~0.003000
e, efectuando a operagao Ey — mo1 iy — FEs, obtém-se o sistema equivalente:

{0.003000931 +  59.1429 =59.17

— 1763.66 ~ 0.1764 x 10*

may

— 104300z, = —104400

que tem como solucao:

—0.1044 x 10° 59.17 — (59.14 x 1.001)
= = 1.00096 ~ 1.001 = = —10.0
27 20,1043 x 108 ¢ 0.003000
|1.0 — 1.001|
Vemos que um pequeno erro em Iy : |0xe] = ——————— = 0.001(0.1 % erro) resultou
10.0 — (—=10.0)] .
num grande erro em z; : |[dz1] = | 10(0 ) = 2( ou seja, 200 % de erro)

Vejamos que nao é indiferente a ordem das equacoes !

Por outro lado, se trocarmos as equagoes em (1) (E; «— FEjy), tem-se:

0.291x, — 6.1302y =46.78

0.00300xy + 59.14x5 = 59.17 2)
e aplicarmos o método de Eliminacao de Gauss, obtemos:
0.003000

e a operagao Fy —mo By — Fy conduz agora ao sistema equivalente:

5.291xy — 6.130z, =46.78
59.14x, = 59.14

que tem como solucao 1 = 10.0 e 2 = 1.0 !

11



Pesquisa Parcial de Pivot

Esta técnica consiste em escolher, para elemento pivot, no k-passo do método de Elim-
inacao de Gauss, o elemento de maior valor absoluto na coluna k£, ou seja,

Seja a¥, tal que |a¥| = mazx{|ak|,i =k, k+1,...,n}
Entdo, se r # k troca-se as linhas EF e EF.

Notemos que a aplicagao desta técnica, no exemplo anterior, ao sistema (1) conduz ao
sistema (2).

obs: Estudos feitos sobre o mét. de Elim. de Gauss mostram que se os multiplicadores
m;x, sao tais que |my| < 1 entao o efeito da propagagao dos erros de arredondamento
na solugao é de algum modo reduzido. Esse é o objectivo da técnica de pesquisa
parcial de pivot.

Pesquisa Total de Pivot

Aqui o elemento pivot é tal que:
|ay| = max{|ag],i=j=kk+1,...,n}
No exemplo anterior, conduziria ao sistema

59.142; + 0.00300z, = 59.17
—6.1302; + 5.291xy =46.78

A pesquisa total de pivot é a técnica que permite maior reducao dos erros de arredonda-
mento. Contudo ela requer um maior tempo computacional, sendo, por isso, mais dis-
pendiosa.

12



Matrizes Especiais

No caso de certo tipo de matrizes, que consideraremos nesta sec¢ao, o método de
eliminacao de Gauss tem um comportamento estavel, nao sendo necesséario recorrer ao
uso de pesquisa de pivot.

Definigao (Matriz de Diagonal Dominante): Uma matriz A,, é chamada “matriz
de diagonal dominante” se:

lag) > Y Ja;| i=1,2,...,n diagonal dominante por linhas
j=1
JF#

laj;l > Y layl j=1,2,...,n diagonal dominante por colunas
1=1
L7 ]

com desigualdade estrita ” >" valida para pelo menos um indice.
Definigao (Matriz de Diagonal Estritamente Dominante): Se nas desigualdades
acima o sinal > for substituido por ” >" (ou seja, desigualdade estrita sempre) entao

dizemos que a matriz é de diagonal estritamente dominante por linhas (ou por colunas).

Exemplo Considere a matriz

4 -1 0
A= -1 4 1
2 =24

Tem-se: |4| > |—1|+|0|, |4] > |—1]|+|1| e |4] = |2|+|2|, donde vemos que esta matriz é de
diagonal dominante por linhas, mas nao ¢ de diagonal estritamente dominante por linhas.
Por outro lado, A ¢ de diagonal estritamente dominante por colunas: 4| > | — 1| + [2] ,

4] > | =1 +[—2[ e [4] > [1] +[0]
Definigao (Matriz Definida Positiva): Seja A, , uma matriz simétrica. Se x” Ax > 0
qualquer que seja o vector nao nulo x = [z, 79, ...,7,]7 € RP, dizemos que A é uma
matriz definida positiva.

Na pratica é mais facil verificar o seguinte.
Teorema: Uma matriz A, «, simétrica é definida positiva se e s6 se a submatriz Ay,

constituida pelas k primeiras linhas e k£ primeiras colunas de A, verifica:

13



det(Ag) >0, k=1,2,...n.

Exemplo Para a matriz

tem-se

e, sendo A simétrica, com det(A;) = 2, det(Az) =3 >0, det(As) = det(A) =4 >0,
entao A é definida positiva.

Observacoes
obsl: Se A é simétrica e os valores proprios de A sao positivos entao A é definida positiva.
obs2: Se A é definida positiva entao os elementos da diagonal sdo positivos.
Teorema: Seja A uma matriz de um dos dois tipos seguintes: i) simétrica definida
positiva ou ii) de diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas. Entao A
¢é nao singular e, além disso, o método de Eliminagao de Gauss (também o método LU)
pode ser aplicado ao sistema linear Ax = b sem troca de linhas. Ou seja, o processo
é estavel em relacao a propagacao dos erros de arredondamento, nao sendo preciso usar
nenhuma técnica de pesquisa de pivot.

Tem-se ainda
Teorema: Se A é uma matriz simétrica definida positiva entao o método de Cholesky

pode ser aplicado ao sistema linear Ax = b. (existe uma tnica matriz triangular inferior
L tal que A = LLT).

14



Normas Vectoriais e Matriciais
Normas de Vectores

Uma norma em R™ é uma fun¢ao denotada por || - || com valores em R, satisfazendo:

N1. |[|x[[ >0, Vx € R"
N2. [|x]|=0<=x=0

N

w

Nax]] = lalx], Va € R, Vx € R
N

—~

CAx vl < x+Ix]) vVxy € R
Em R"™ usaremos as seguints normas:

Ll = o {fal}

n

I [xl = >l

=1

n 1/2
L [|x[, = <Z|xi|2>
=1

Exemplo: seja x = [—1 2 4]7. Entao:

[X[loo = maz {| = 1], 2], [4]} = 4

3
Belly =D lwil = | = 1 + 2] + 4] =7

=1

3 1/2
Il = (Zm\?) (= 1P+ 2+ 4P = va
=1

15



Normas de Matrizes

Uma norma de matriz é uma funcao definida no conjunto das matrizes quadradas reais
com valores em R (|| - || : R® x R® — R) satisfazendo:

M1. ||A]| >0,V A
M2. [[A|=0<= A=0

M3. |[aAl| = |a|||Al, Va € R, V A
M4. A+ B[| < [|Al+[|B]l, VAeB
M5. [[AB| < |[All|B]l, VAe B

Embora uma norma de matriz possa ser definida de varias maneiras, vamos considerar
somente normas provenientes de normas de vectores.

Dada uma norma vectorial || - ||, a aplicagao
A
| Al = max llAx]] { norma natural ou induzida } (1)
x#0[|x|

satisfaz as condicoes M1-M5 para normas de matrizes. Como vemos, a norma de matriz
definida por (1) depende da norma de vector adoptada. Vejamos alguns casos particulares:

1. Consideremos a norma vectorial |||/ = 1r£1a<x{|x2\} Entao tem-se:
<i<n

1A%l

|Al|sc = max ————. Nesse caso, pode-se provar que:
x70[|x]|
| Alloe = max {; |aij\} { conhecida como “norma das linhas” }
1 3 =5 11|+ 3|+ | —5] =09,
Exemplo Se A=| 1 4 2 |, [[Allo=mazxs |1]+ 4]+ 2| =7, =18
65 7 | — 6]+ [5] + |7] = 18

16



n
2. Para a norma vectorial ||x|; = > {|z;|}, tem-se:

=1

A
| A]|; = max | XHl. e pode-se provar que:
S
n
| Al = ax {Z ]aij|} { conhecida como “norma das colunas” }
<js<n | i

Exemplo

1+ 1] +|—6[ =8,
Para a matriz acima, tem-se: ||A||; = mazx{ [3] + 4] + |5]| = 12, =14
| =5+ [2[+ 7] =14

3. Para definirmos a norma || A||y precisamos de introduzir o conceito de raio espectral.
Comegamos por rever o seguinte.

Definicao: Os valores préprios de uma matriz A, , s@o as raizes da equagao

det(A— X)) =0
1 01
Exemplo Determine os valores proprios da matriz A= 2 2 1
-1 0 0
Solucao:
1—Xx 0 1
A=A = 2 2—=-X 1
-1 0 -\
Entdo det(A — ) = 0 <= (1 — \) 26A _1A| | 2 QBA‘ — 0 —

T=N[E=MN=N+2-2)=0

— 2-N[-M1-N+1=0 = 2-N[N=-A+1]=0
1+ V/3i \ C1—V3Bi
2 7T 2

Definicao: Seja A uma matriz quadrada. O raio espectral de A, denotado por
p(A), é definido por:

- )\1:2, /\2:

p(A) = max |Ai| onde \; é valor préprio de A

Exemplo Para a matriz acima tem-se:

p(A) = max |\;| = max{2, 1, 1} =2

1<4<3
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A norma vectorial || - || estd associada a norma matricial

JA]l2 = [p(A4T)]"”

onde p(AAT) é o raio espectral da matriz produto de A por AT.

Exemplo No caso da matriz anterior, pode verificar-se que os valores préprios de
AAT sdo: 1, (11 —/105)/2, (11 + v/105) /2. Entao p(AAT) = (11 + /105)/2 ~ 10.62348

e [|A]l2 ~ 3.25937. Note que também se tem ||Al|.c = 5 e ||A]s = 4. Por outro lado,
obtivémos p(A) = 2, que é um valor inferior a qualquer das trés normas obtidas.

Tem-se a seguinte propriedade do raio espectral.

Teorema: i) Qualquer que seja a norma matricial || - ||, induzida por uma norma
vectorial, tem-se, para qualquer matriz A:

p(A) < [A]

ii) Dada uma matriz A qualquer, para todo o € > 0, existe uma norma induzida || - ||,
tal que:

[A]l < p(A) + e

Ou seja, o raio espectral é o infimo de todas as normas induzidas (entre os valores
p(A) e p(A) + € existe sempre uma norma de A)
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Condicionamento de Sistemas Lineares

Notagao: Seja x um vector e X uma aproximacao para X:

ex =x —X ¢ chamado erro de X (um vector)
lle]| = ||x —X|| ¢ o erro absoluto de X

lexll _ lIx =X
Il Il

100{|6x||% d& a percentagem de erro em X

o =

, se Xx #0, é o erro relativo de X

Quando se pretende resolver um sistema
Ax = b, (1)

por vezes os elementos de A ou b (0s dados) podem ter de ser arredondados. Também ao
utilizarmos o método de eliminacao de Gauss, os erros resultantes dos arredondamentos
efectuados conduzem a erros na solugao final.

Para avaliar até que ponto a solucao x € sensivel a propagacao dos erros de arredonda-
mento, podemos pensar que o sistema original é substituido por um outro sistema AxX = b,
onde A e b sao aproximacoes de A e b, resultantes de pequenas ”perturbacoes” ou ”mu-
dancas” nos elementos de A e b.

Interessa-nos saber se o sistema (1) é sensivel a pequenas mudancgas (perturbagoes)
nos dados.

Dizemos, informalmente, que um sistema linear é bem condicionado se a pequenas
"perturbacoes” nos dados correspondem pequenas ”perturbacoes” na solugao x. Caso
contrério, dizemos que é mal condicionado.

No seguinte exemplo estuda-se o efeito de uma pequena perturbacao no vector b.

Exemplo Consideremos o sistema Ax = b dado por

1.0001xy + 225 = 3.0001 cuja solucao exacta é
Ty + 25(72 =3.0 Ir = 1.0e Ty — 1.0

Agora, se “perturbarmos” o lado direito:

1.0001z, + 2x9 = 3.0003
x| + 21’2 =3.0
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este sistema tem por solugao: z; = 3.0 e 29 = 0.0.
Quais foram as mudangas (relativas) em b e em x ?

Calculemos o erro de b e o consequente erro na solugao, usando, por exemplo a norma

I Moo
Tem-se, para o vector B,
ep = b — b = [3.0001 3.0]" — [3.0003 3.0]" = [~0.0002 0.0]"

o que levou a um erro na solucao

weecse[1]-[2)[]

Calculando os respectivos erros relativos na norma || - || temos:
leblleec  0.0002
ol = = ~ 0.000067 =~ 0.007%
1961 ="5] = 30001 ’
‘ 2
ol = Lexlle 2 00y,
Il 1

Assim vemos que uma pequena perturbacao relativa em b conduziu a uma grande per-
turbagao relativa na solugao x. O sistema nao é bem condicionado. Trata-se dum sistema
mal condicionado.

Como identificar um sistema mal condicionado ?

Definigao: Seja A uma matriz nao-singular. O nimero de condi¢ao de A é definido por:

cond(A) = ||A| ||A™||, onde || - || é uma norma natural de matrizes.

Note-se que o nimero de condigao cond(A) depende da norma utilizada, mas, para as
normas induzidas, é sempre maior ou igual a um.

Previsao do erro na solugao do sistema

Teorema: Seja x a solugao exacta do sistema Ax = b e X a solugao obtida do sistema
pertubado AX = b. Entao,

< Cond(A)M

1 |b=b] _ [x-%|
bl

cond(A) bl — [}x]]
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ou

1
—_— < < A
oy 190l < 191 < cond(4) 1]

Prova: de Ax =b e AX = b temos:
Ax - AX=b-b = A(x—-X)=b-b = x—-x=A4"'b-b)
=[x —x[|=[[A7 (b —b)| < [[A7!] [|b—b]
= [x—x| <A} [[b-b]

Por outro lado, Ax =b = ||b|| = ||Ax| < ||A]] ||x|| donde obtém-se
14l
1[I = b
Multiplicando (2) e (3) tem-se:
I — x| -1 b — bj|
< [|A AN =
[l bl

Agora, de (1) tem-se que:

Ib—b|
1Al

b — b = [[Ax —%)| < [A]l [Ix -] = [Ix-%[>

e de Ax = b vem:
x=A"b = |x|=[A7'b| < A7 ||
1 1
> (6)
[x[ — A= |Ib]]

Obtém-se:

e, multiplicando (5) por (6), vem:

1 B _[x-%|
1 —=
AT A= (1wl [l
Finalmente, das equagoes (4) e (7) resulta:
1 |b—b] _ [x—x| -1 b — b
< < [|A7] [1A]]
[A[F A= 1wl Il bl
ou
1

_ < <
oy 190l < 13l < cond(4)]u]

Observacgoes: Comecemos por notar que o resultado do teorema anterior compara o
erro relativo de b com o erro relativo de X, sendo independente do método utilizado para

resolver o sistema.

Examinemos a desigualdade que nos da uma majoracao para o erro:

10x[] < cond(A) [|d
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1. Se cond(A) =~ 1 (pequeno) entdo, se ||dp|| for pequeno, vem que ||dx| tambem é
pequeno. Neste caso, o sistema é um sistema bem condicionado!

2. Se cond(A) >> 1 (grande) entao ||dp|| pequeno #= ||0x|| pequeno. Ou seja, pode
haver situagoes em que resulte um d, pequeno (ver exemplo abaixo) e outras em que
o erro relativo de X possa ser muito maior do que o de b. Na verdade é garantido isso
acontecer para certas escolhas de b e b, s6 que na pratica nao se sabe quais sdo essas
escolhas. Um nimero cond(A) muito grande traduz-se numa grande sensibilidade
do sistema a pequenas mudancas relativas em b, ou, por outras palavras, o sistema
¢ mal condicionado.

Exemplo Para o exemplo anterior temos:

A 1.0001 2 A1 10000  —10000
N 1 2|’ ~ | =5000 5000.5

donde vemos que: [|Al|o = 3.0001 e ||A7]|, = 20000. Portando,

cond(A)s = 60002 >> 1

Previsao:
Usemos a férmula de majoragao, concretizada para a norma || - ||oc:
[0x][o0 < condao(A) [|0b
X [ee) b - E .
% =%lleo 600022 =Pl _ o4 seja 200%
%[l bl

Pode concluir-se para este exemplo: quando o erro relativo em b é 0.0067, o erro
relativo na solugao pode ir até 400%. Na verdade, ja tinhamos calculado dx = 2 (200%),
o que estd de acordo com a previsao (que dd um majorante para o erro).

Para melhor ilustrar a incerteza inerente ao mau condicionamento de sistemas, in-
cluimos ainda o seguinte exemplo.

Consideremos de novo o mesmo sistema, mas sujeito a uma perturbagao em b diferente
da considerada. Assim, seja o sistema AX = b dado por:

1.0001z, + 2z, = 3.0011
1 + 2z =3.001

Este sistema tem por solucao: z; = 1. e T = 1.0005.
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E fécil de verificar que ||dp]| ~ 0.33 107°% e [|6x]| = 0.5 1073%. Ou seja, agora a
uma pequena perturbagao relativa em b correspondeu também uma pequena perturbacao
relativa em x.

As observacoes acima sobre mudancas no vector b também sao validas quando h&
mudancas nos elementos da matriz A. Em particular, se compararmos as solugoes de
Ax = b e AX = b, tem-se, no caso em que o erro relativo de A é suficientemente pequeno:

Ix—xI . cond(4) JA-A o)
I = T cond(A) AT JA]

desde que |A — A < 1/||A7Y|

De novo pequenas mudangas em A podem levar a grandes mudangas em x, se cond(A)
for grande. Em geral, o software para resolver sistemas lineares tem incorporados métodos
para se estimar cond(A), sem ter de se calcular A~!. Quando se suspeita que a matriz
¢ mal condicionada, pode ser usada uma técnica (método da correcgao residual) para
melhorar a solucao aproximada obtida.

Concluimos esta seccao com a seguinte observacao. Como vimos, as técnicas de
pesquisa de pivot sao utilizadas para minorar as dificuldades resultantes da propagagao
dos erros de arredondamento. Contudo, no caso de sistemas mal condicionados, a sua
utilizagao nao vai em principio melhorar grandemente os resultados, ja que o mau condi-
cionamento resulta sempre em instabilidade numérica.
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