Método de Newton para Sistemas Nao-Lineares

Um sistema de n-equacoes nao-lineares a n-incégnitas tem a forma:

filzi,z9,...,2,) = 0

f2(.’L'1,.’L'2, . ,.’L'n) = 0

fn(.’fl,xg,...,xn) =0

onde fi :R* — R,i=1,2,...,n. Definindox=[z1 2o ... z,)J7 e F=[f1 fo ...

podemos escrever o sistema na forma:

([ F:R* — R"®
fi(x)
_ X
F(x) =0, onde < X s F(x) = fz( )
L fn(%)
Exemplo: O sistema nao-linear
Tt Ty T3 =4 tem como solucao
T1T9 + T1X3 + Loy = 1 . T
x=[-1 2 3]
L1T2X3 = —6

pode ser escrito como:

1+ g+ T3 — 4
F(x) =0 onde F(x) = | 122 + 2123 + Tox3 — 1
T1Tox3 + 6

Para funcoes f : R — R, o0 método de Newton é dado por:

Tny1 = 9(Tn) = Tn — (fl(xn))_l f(@n)

fal"

No caso de funcoes vectoriais, F : R® — R", a generalizacao do método de Newton é

dada por:

X+ = G (x™)
onde G(x) = x — [J(x)]"'F(x)

e
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a.
_ Of i=1,2,...,mi=1,2,...,n.

é a matriz Jacobiana de F, isto é, J(x) = B )=
j

Logo, dada uma aproximacio inicial x(9), as iteradas x(®*1) sao calculadas por:
-1
(1) — 5 (n) _ [J(X(”))] F(x™) (1)
Equacao (1) é conhecida como “Método de Newton” para sistemas nao-lineares.

Célculo de x(™+1)

De (1) temos:

Fazendo d = x"tY — x(" vem:

-1

d=-[Jx™")] Fxm)
e multiplicando ambos os lador por J(x™) obtemos:
J(x)d = —F (x) 2)

A equagdo (2) é um sistema linear que pode ser resolvido para obter o vector d pelas
técnicas usuais: Método Eliminacao de Gauss, LU, Jacobi, Gauss-Seidel, etc.

n+1

Uma vez obtido d, x(®*1) ¢ obtido por:

x(m) = x™ 4 g (3)
Observagao: Se J(x(™) for ndo- singular Vn e se x(*) estiver suficientemente perto de x,
pode-se provar que x™ "% x e a convergéncia é quadratica.

Exemplo: Calculemos 2 iteradas do método de Newton para o sistema ndo-linear abaixo.

Ty —22+21; = 05 PN filx) = zo—22 422, -05 = 0
2?2 + 422 = 4 fo(x) = 22+ 472 —4 =0

»

Solucao

F(x1,2) = l Ji(a1, 72) ] = l Ty — 27 + 221 — 0.5

fz(.’l?l, 372) 37% + 4l’g —4

Pelo método de Newton temos:

x(m ) — x(m) _ [ J(xm))] R(x™)



ou, equivalentemente,

Célculo de J(x™)

o oh
(n)y — 8:161 8362 _ _2‘1'?—’_2 1
J) = Ofs 0f2 _[ 217 8l
a$1 6.1‘2

Caélculo de x®

[—2x3’+2 1 Hdllzl f(x§°’,m§°))]

0 0
2z 87,

Seja x(© = (0 1.0)”. Entio,

f(ac(o) x“)’ 70 — (x§°)) +229 —05=1-05=05
= (af )—1-4(332) —4=4-4=0

Logo, temos o seguinte sistema linear para o calculo de d:

2 1 di | | =05 que tem como solucgao:
0 8 d2 N 0 d2206d12—025

Portanto,

©, 5 _ B
< = x® | q= [ 2 +dy =0.0-0.25=-0.25 ]

2 +dy =1.0+0.0 = 1.0
Célculo de x@:

x? =xM 1+ d
onde d é solucao do sistema linear

2
Jay= | 722 Lo ) — (#") + 22 — 05
x\) = 271 813 dy | (xg1))2 i (xgl))2 .

donde obtém-se:
25 1 di | | 0.06255
-0.5 8 dy | | —0.0625

Aplicando o método eliminacao Gauss a este sistema vem:



Portanto,

o

o2

= 0.0625

= —0.050

2.5d, + ds
8.2dy

= —0.25 + 0.02744 = —0.22256
= 1.0 — 0.00610 = 0.99390

ad

dy = —0.0061
dy =0.02744



