Instituto Superior Técnico ¢ Departamento de Matematica e Seccao de
Matematica Aplicada e Anéalise Numérica

Teste de Matematica Computacional - LERCI - 3 de Maio de 2004

1. Considere a seguinte equagao
x —cos(e”*) =0

que tem uma e uma sé solugao z € [0.8,1.0].

(a) Mostre que a sucessao
Tpy1 =cos(e™™), n=0,1,2,.. (1)

converge para z, qualquer que seja xo € [0.8,1.0].

(b) Usando a sucessao (1), calcule um valor aproximado de z com erro absoluto inferior
a 1072

(c) A execugao de
flx_ ]:=x-Cos[Exp[-x]]; (2)
NestList [(#-f[#]/f’ [#])&,0.8,4]

produziu o seguinte output
{0.8,0.925168, 0.920854,0.921936,0.921935}. (3)

i. Qual a ordem de convergéncia do método implementado em (2)? Justifique.

ii. Com base no output (3), calcule uma estimativa do coeficiente assimptético
de convergéncia do método a que se refere o ponto anterior.

2. Considere o sistema linear

5 2 -1 T1 4
-1 5 2 2 | = | 2
-1 -1 5 3 1

(a) Justifique que o sistema tem solugao tinica e que o método de Jacobi é convergente.

(b) Partindo de z(®) = [0,0,0], efectue duas iteracdes do método de Jacobi e calcule
um majorante de ||z — 22| .
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Justifique todas as respostas

22 —logx —2=0.

que tem uma solugdo z € [1.54,1.6].

(a) A execugao de

NestList [((Log[#]1+2)/#)&,1.6,7]

produziu o seguinte output:

{1.6,1.54375,1.57682,1.55719, 1.56877,1.56192, 1.56597, 1.56357 }

Com base neste resultado, obtenha um majorante do erro |z — 1.56357|.

(b) Utilizando um método com convergéncia quadrética, obtenha um valor aproximado
de z, efectuando duas iteracoes a partir de xg = 1.5.

(c) Poderia usar o método do ponto fixo com funcao iteradora g(z) = exp(z?+2) para

aproximar z?7

2. Pretende-se aplicar o método numérico

ao sistema linear

20 =2 2 =15 xéo) =15, 2 =1,
2" =14 0.25 (xé”) +a + 2651")) ,
2§ =054 025 (2" + 2" + (V) (4)
2 =025+ 0.25 (21" + 2 + 2Y),
2" =025 (o + 28 +2f), n=0,1,..
4 -1 -1 -1 1
-1 4 -1 -1 T3

1 -1 4 -1 T3
-1 -1 -1 4 T4

S = N

(a) Pode-se garantir a convergéncia do método (4) para a solugao do sistema?

(b) Efectue duas iteragoes do método (4) e calcule um majorante de ||z — (||
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1. Pretende-se aplicar o método de Newton ao sistema nao linear

2x1x0 + T123 + X903 = —3
224+ 2i+22=6

T1X2X3 = 2

Partindo do vector x(©) = (1,4,0) como aproximagao inicial, escreva o sistema linear

que permite obter a primeira iterada.

2. A execucgado no Mathematica de

tabela={{0.2,0.9992},{0.4,0.987227},{0.6,0.935897},{0.8,0.802096} };

InterpolatingPolynomial [tabela,x]//Expand

produziu o seguinte output

(d)

1.01493 — 0.1598992 + 0.585887x2 — 0.898208z° (5)

Construa a tabela de diferencas divididas que permite obter o polindmio (5) pela
férmula de Newton.

Determine a funcio da forma g(z) = a + bx? que melhor se ajusta aos pontos
dados em tabela, segundo o critério dos minimos quadrados.

Sabendo que tabela resulta da execucao de

Table[{x,Cos[x"2]},{x,0.2,0.8,0.2}],

0.8

calcule um valor aproximado de / cos(xZ)dx usando a regra dos trapézios.
0.2

Calcule um majorante do erro do resultado obtido na alinea anterior.

3. Considere o problema de valor inicial

'(t) = t% cos t)), em|l,2],
{ y (1) (y(t)) [1,2] ©)

y(l) =1.

Obtenha um valor aproximado de y(1.2) aplicando o método de Euler com h = 0.1 ao
problema (6).
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1. Considere o sistema de equagOes nao lineares
vy —22/4=1
ryz — a2 —y? =2 (7)
e® —x%e¥ + 2 =3

Obtenha o sistema linear que permite calcular a primeira iterada do método de Newton
para resolver o sistema (10), partindo da aproximacao inicial (z(?),y(® 2(0)) = (0,1, 1).

2. Sabendo que

v1.03 = 1.0149
v/1.04 = 1.0198

obtenha, por interpolacao linear, um valor aproximado de 1/1.035 e calcule um majo-
rante do erro dessa aproximacao.

3. A execugado no Mathematica de

g=Cos[Pi #/2]&;
tab=Table[{i,glil},{i,-1,2}];
Fit[tab,{1,x"2},x]

produziu o seguinte output:

0.666667 — 0.4444442>, (8)

(a) Indique o sistema linear que permite obter a funcao (8).

(b) Usando a regra dos trapézios, calcule um valor aproximado de

/01 g(a?)dz

com erro inferior a 0.05.

4. Considere o seguinte problema de valor inicial

{ y'(t) = sin(t) cos(y(t)), t € [2,3]
y(2) = 1.5

Usando o método de Heun com h = 0.1, calcule um valor aproximado de y(2.2).
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Justifique todas as respostas

I Parte

1. Considere a equagao

—x
%:1_952 (9)

que tem uma tnica solugao z no intervalo [0.6, 1].

(a) Mostre que o método de Newton aplicado & equagao (9) converge para z, se a
iterada inicial for xg = 1.

(b) Obtenha um valor aproximado de z, efectuando duas itera¢oes do método de New-
ton com xg = 1, e calcule um majorante do erro dessa aproximacgao.

c) A execucdo no Mathematica de
G
NestList [(2+#-2 #"2-Exp[-#])&,0.5,6]
produziu o seguinte output:

{0.5,1.39347, —0.738257, —1.92059, —14.1229, —1.36027x 10%, —1.796019397 x 10°97561

Diga o que o output sugere quanto & convergéncia (para z) do método do ponto
fixo implementado e dé uma justificacao tedrica para estes valores.

2. Considere o sistema de equagoes lineares

1+ 0.1x9 +0.123 =1
0.7¢1 + 0.1x9 + 3 = 2 (10)
—0.21‘1 + Tro — 081‘3 =2

(a) Mostre que estd garantida a convergéncia do método de Gauss-Seidel aplicado ao
sistema.

(b) Efectue duas iteracoes do método de Gauss-Seidel, comegando com (:Ugo) , x(QO), x:(so)) =

(1,2,0).



II Parte

1. Considere a seguinte tabela de concentragoes em funcao do tempo, ¢ = ¢(t),

ti |[1]2]3]
c(ti) [[9]7]6]

5
5
(a) Usando trés nés de interpolagao apropriados e a férmula de Newton, determine
um valor aproximado de ¢(4).
(b) Determine as constantes a,b que minimizam o erro quadrético
3 2
120
FE(a,b) = c(t;) —a— .
@h) =Y [elt) a7

=0

2. Pretende-se aproximar log 3 usando apenas operagoes elementares e a identidade

31
log3:/ —dzx.
1T

(a) Obtenha um valor aproximado de log 3 usando a regra dos trapézios nos pontos
1,1.5,2,2.5,3.

(b) Calcule um majorante do resultado anterior (sem obter log3 com a méaquina de
calcular).

3. Pretende-se aproximar o integral

1
1(5) = [ fa)de
pela férmula de quadratura

Q(f) = f(=1/3) + f(1/3).
Sabendo que, no caso f € C%([-1,1]), é valida a igualdade

I(f) = Q(f) = Mf"(€), &e[-1,1],
determine a constante M.

4. Considere o seguinte programa Mathematica para a resolugdo numérica de um problema

de valor inicial
flt_,yl:=y Expl-yl/(1+t"'2);

y=1; (11)
Table[y=y+0.1 £f[1+0.1 i,y],{i,0,10}]
(a) Indique o problema de valor inicial que se pretende resolver e o método numérico
implementado.

(b) Sabendo que da execugao de (11) resultou
{1.01839, 1.03504, 1.05011, 1.06376, 1.07617, 1.08746, 1.09775,1.10717,1.1158,1.12373,1.13103},

indique valores aproximados da solucao da equacgao diferencial nos pontos t = 1.5
et=128.



