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1. Considere o problema de valor inicial

e mostre que a solucdo aproximada pelo método de Euler é dada por u; = (1 + h)7.

2. Considere o seguinte problema de valor inicial

{ u'(z) = 1+sin(zu(x)), z€]0,1],
u(0) =0

(a) Mostre que este problema tem uma e uma s6 solugao u € C2[0, 1].

(b) Aplique o método de Euler para obter valores aproximados de u({g), n = 1,...,4, e calcule
um majorante dos respectivos erros.

(c) Determine o passo h = % para o método de Euler de modo que o erro global verifique

— u,| <1076,
pnax lu(zn) — un| < 10

(d) Tome h = 0.2 e obtenha um valor aproximado de u(1) pelo método de Taylor de ordem 2.

3. Considere a seguinte equacao diferencial de segunda ordem

u’ () + 2/ (z) + u(z) =expz, x€0,1],
u(0)=1, «/(0)=-1
Obtenha um valor aproximado para u(0.2) e u'(0.2) pelo método de Euler com passo h = 0.1.
Sabendo que
max |u”’(z)] < 2.2, max [u®(z)] < 2.7,

z€[0,0.2] £€[0,0.2]

deduza um majorante para o erro cometido.

4. Considere a equacao diferencial

onde f € Cla,b] e a € R.
(a) Escrevendo a equagdo na forma u(x) = a + / f(t)dt, mostre que
a
(i) o método de Heun corresponde & aplicacao da regra dos trapézios ao integral;
(ii) o método de Euler modificado corresponde & aplicacao da regra do ponto médio ao integral.
(c) Mostre que, se f € C3[a,b], o erro global do método de Taylor de ordem 2 verifica

b—a)M
max |u(zy) — up| < th

0<n<N 6

onde x,, = a +nh = aJrnb*T“, n=20,..,N,e In[a)z] |u(‘3)(l‘)| <M.
xE|a,



Métodos de Runge-Kutta de ordem 2

1 1 .
Ujp1 = Uj + ( 2) hf xj,uj)—&—%hf(wj—l—ozh,uj—i—ozhf(xj,uj)), ji=0,1,.., (a #£0)
= % Método de Euler modificado
e oo = 1 - Método de Heun

12 questao do 3° trabalho computacional

1. Considere a equac¢do integral de Volterra de sequnda espécie
t
—I—/ K(t,s)y(s)ds, tel0,T], T >0, (1)
0

onde K (ntcleo da equacao) e g sao fungoes dadas e y é a fungdo incégnita.

Seja 0 = tg < t1 < ... < ty = T uma partigdo do intervalo [0,7], com t; = th e h = T/N.
Pretende-se determinar valores aproximados da solu¢do y nos pontos t1, ta, ..., t y. Sejam y; ~ y(t;),
1 <17 < N, esses valores aproximados.

Faca t = t; na equagao (1) e aproxime o integral pele regra dos trapézios. Obtenha entdo um
valor aproximado para y(t1) e designe-o por y;. De um modo geral, faca t =t;, ¢ > 1 em (1)

t;
y(ti) = g(t:) + K(ti, s)y(s)ds, (2)
0
e aproxime o integral pela regra dos trapézios composta. Tendo ja obtido yi,...,¥;—1 podera
determinar y;. Obtém-se assim um algoritmo com a forma

i
yi:g(ti)—‘thWin(ti,tj)yj,i: 1,2,...,N. (3)
7=0
Seja |e;| = |y(t;) — ;| o erro no ponto ¢;. O método (3) diz-se converegente se

lim max |e;| =0,
0<i<N

onde o limite é tomado quando h — 0 (N — o), respeitando-se a igualdade T'= Nh. Diz-se que
o método tem ordem de convergéncia p se p € o maior inteiro para o qual
max, le;| < MAP,
0<i<
para valores de h suficientemente pequenos, com M constante independente de h.
(a) Defina em Mathematica uma funcdo que, recebendo g : [0,7] — R, K : [0,T] x [0,7] — R
e um natural N retorna valores aproximados da soluc¢do de (1) nos pontos t1, s, ..., ty, através do
método descrito.
(b) Considere a seguinte equagao

y(t) = (1 —5t)sint + 10 /Ot cos(t — s)y(s)ds, te€]0,1].

Aplique o método descrito a esta equagao, considerando diversos valores de h : 0.05,0.025,0.0125,0.00625, ....

Compare os resultados, através de graficos das solugoes aproximadas e duma tabela contendo os
pontos ¢;, os valores aproximados y; e os respectivos erros |e;|. Note que a solugao exacta da equagao
é y(t) = sint.

(c) Com base nos valores da alinea anterior obtenha uma estimativa da ordem de convergéncia
e relacione este valor com a precisao da regra de integragao usada para construir o método.



22 questao do 3° trabalho computacional
Considere a equagao diferencial

Y0 = Fty(@), g/ @), [ab,
{ y(a)=a, ¢(a) =4 4)

(a) Defina em Mathematica uma funcio que, recebendo f : [a,b] x R? — IR, os valores a, o, b, 8
e um natural N, retorna valores aproximados da solugao de (4) nos pontos t; = a+ b*T“i, i=1,..., N,
através do método de Euler.

(b) Considere a seguinte equagao

{ y'(t) +y(t) =0, tel0,1],
y(O) =0, yl(o) =1

Aplique o método de Euler a esta equacao, considerando diversos valores de N. Compare os re-
sultados através de gréaficos das solugoes aproximadas e duma tabela contendo os pontos t;, os
valores aproximados y; e os respectivos erros |e;|. Obtenha ainda uma estimativa da ordem de
convergeéncia.



