exercicios de analise numérica 11

lic. matematica aplicada e computacao (2004/05)

aulas praticas - capitulo 1
Exercicio 1.1 Mostre que a soma dos polinémios base de Lagrange é a fungao constante = 1.

Exercicio 1.2 Usando a férmula interpoladora de Lagrange determine a solucao do sistema

1 -1 1 -1 ag 3
1 0 0 0 a | |2
1 2 4 8 az |~ |0
1 3 9 27 as 0

Exercicio 1.3 Considere a tabela de interpolagao para uma funcao f,

€T xr1 Ty

Prove que existe uma e uma s6 funcao da forma

N
Fy(z) = Z cpe®
k=1

para a qual se tem F(z;)=f; (i=1,...,N).

Exercicio 1.4 Considere a tabela de interpolagao para os valores de uma fungao f(zx) = fi

J"l ... 'r’fl/
il | fn
Pretende-se uma fungao da forma (com g3 > 0)
Sy (z) = g: %
P (r—z,)2+ 0

tal que Sy(z;) = f; (i=1,...,N).
a) Escreva o sistema que permite obter os coeficientes cy.
b) Mostre que existe sempre um 3 > 0 tal que o sistema tenha uma e uma sé solugio.
¢) Para 8 = 1, determine Sy relativo & tabela

Tk 11 3 14]6
fe |1 -1]100]1

(usando o Mathematica).



Exercicio 2.1 Considere o problema de interpolagao geral, usando quaisquer fungoes uq, - - - ,u, definidas
(pelo menos) nos pontos x1,- - ,x,, que sdo os nds de interpolagao. Ou seja, pretende-se determinar os coefi-
cientes aq,--- ,a, de forma a que

sn(x) = Z apuk ()
k=1

verifique s, (z1) = f1,* , 8n(Tn) = fn-
a) Defina A a matriz do sistema, e mostre que se

Ax=0 — x=0

entao o problema de interpolacao tem solugao e é tnica.
b) Considere uy(z) = 1,uz(x) = x,uz(x) = g(x), em que g é impar, e a tabela

z || —al| 0| «

f(x) Br | 0] B2 |

com « > 0. Mostre que:
—se 51 = —(2 entao a solugao nao é unica;
—se 31 # —f2 a solugdo nao existe.

Exercicio 2.2 Seja h o espaggamento dos nés xo, .. ., x,. Mostre que
A" fo
flzo,y - an] = Tk

Exercicio 2.3 Suponha que |f*)(z)| < k!, para qualquer k € No, 2 € R, e considere a tabela

z |[1[3[5]7
F@) 1323

a) Construa a tabela de diferencas progressivas e determine a expressao do polinémio interpolador através
dessa tabela.

b) Calcule um valor aproximado para f(4) e determine um majorante para o erro de interpolagao.
c¢) Calcule a expressdo do polinémio interpolador, usando diferencas divididas. Justifique que 3¢ €]1,7[:

()] = 7.

Exercicio 3.1 Seja P, um polinémio qualquer, de grau m, e considere xg, - - - , x,, nos distintos.
Mostre que para qualquer x € R,

Gm-n-1(x) sen<m-—1
Pm[$07"',$n,x]: Am, sen=m-—1 s
0 sen>m—1

em que ¢;—n—1 € um polinémio de grau m —n — 1 e a,, é o coeficiente de ™ em P,,.

Exercicio 3.2 Considere a tabela de interpolagao

x | 1]3|5]|7
qz) | 113|237

em que ¢ é um polinémio (de grau desconhecido).
Sabendo que ¢[—1,1,2] =4 e que ¢[-1,1,2,4,2] = 3,Vz € R\ {—1,1,2,4}, determine q.



Exercicio 3.3 Interpolacdo Inversa. Seja f uma fungdo injectiva em [—1, 3] tal que:

a) Determine uma aproximacao de f~1
b) Usando a), determine um valor aproximado para a raiz de f em [—1,3].

X

-1

0

2

3

f(z)

2

-1

-4

5T

em [—5, 2] usando a interpolacdo polinomial.

¢) Indique em que casos o polinémio interpolador da fungéo inversa coincide com a inversa do polinémio

interpolador.

Exercicio 4.1 Considere o polinémio de grau n + 1

e mostre que:

excepto parat=20,---,n

b){

— 1, em que wy(t)

¢) Conclua que |w,(t)] < n! para t €]0,n]

= wy(t+1)

=0.

k=0
wp (5 — 1) = wy (%—l—t) se n {mpar
wn (g —t) = —wy (5 +t) sen par
[wn (t +1)] < Jwn(t)]  set€]0, 5 —1]
lwn (t)| < Jwn(t+1)]  sete€]f,n—1]

Exercicio 4.2 Pretende-se aproximar a funcio f(z) = 2® por um polinémio de grau < 2 de forma a que

max | f(z)

z€[—1,1]

seja minimo.

— p2(2)]

Exercicio 4.3 Seja p,, o polinémio interpolador de f € C"*! em g, - -,
a) Mostre que se existir M > 0 tal que ||f™+D]||o
convergéncia uniforme da sucessdo de fungoes definida pelos polinémios interpoladores p,, (para quaisquer nds

distintos) em [a, b].

< M™ entéo lim, .o ||f

€ [a, ).
— Pnlleo = 0, ou seja, hd

b) Conclua acerca da convergéncia uniforme quando f(x) = sin(ax) e f(z) = e**

Exercicio 5.1 Considere a seguinte tabela para a interpolagdo de Hermite (geral), em que sdo apenas

considerados dois nds xg e x1

Zo

f(fo

)=

o

f(n)

(z

0)

= 7

X1

[z

)=

fi

fom () =

£

a) Apresente as condigoes que definem a base candnica e escreva a expressao geral do polinémio interpolador

nessa base.

b) Deduza a férmula para o erro de interpolagao.

Exercicio 5.2 Seja f € Cla,b] e p, o polinémio interpolador de Lagrange para os nés g, -+ , Tp.

Mostre que

— FPn oo< 1 An i f - [e7e]
1/ = Pollec < (14 An) inf [If — g

em que P, é o conjunto de polinémios de grau < n e A, é a constante de Lebesgue.



Exercicio 5.3 Considere a tabela de interpolagao

ZT; -2 4 6
fill21 701728
2107l 3

em que consideramos fz os valores aproximados para f;.
a) Determine um majorante para a constante de Lebesgue em [—2, 6].
b) Apresente uma estimativa para o erro absoluto da interpolagao aproximada face & interpolagao exacta.

Exercicio 6.1 Mostre que
2n

(n—k)j
ZeQmTﬁJ =(2n+ 1)dnk.
5=0

Exercicio 6.2 Sejam f = (fo, -+, fn—1),& = (g0, , gn—1). Mostre as igualdades,
(Plancherel)

- (F(E), F(@) = (.8)

(Parseval)
L
VN

em que F é a Transformagao de Fourier Discreta (TFD)

F(E)] ]2 = [I£]]2

N-1
FE)r =Y fac®™®, (k=0,---,N-1).

n=0

Exercicio 6.3 FFT- Fast Fourier Transform.

Mostre que se N = 2™ o célculo da TFD pode ser decomposto sucessivamente no célculo de duas TFD
com metade dos pontos. Atendendo a que o calculo da TFD envolve O(N?) operagoes, verifique que esta
decomposigao permite reduzir o nimero de operagoes para O(N log,(N)).

Sugestao:

a) Seja (F1,--- ,Fn) o vector dado pela TFD. Verifique que

J1
. (2k)n
sz = (fn + fn+%)€727T14Nn
k=0
%71 . (2k+1)n
Foerr= ) (fo— foyy)e ™
k=0

b) Para o cdlculo de operacoes, utilize a sucessao v, = m2™ e a relacdo de V,,+1 COM Uy
) +

Exercicio 7.1 Seja p € Ps e considere os nds xg, x1, x2, x3. Mostre que a solugdo do sistema

ho o o 0 0 o1 plzo, z1] — p'(20o)

%" hl'gho %1 0 o2 | | plro,z1,x2](x2 — 20)

0 b hedh by o3 | | pler,xe,xs)(xs —x1) |
0 0 % % 04 p'(x3) — plza, 23]

com hy = xp+1 — xx € dada por o = p” ().



Exercicio 7.2 Seja f(z) = 1+1z2 e considere os N + 1 nés de interpolacao xg = —5,--- ,xy igualmente
espagados de h.

a) Determine o valor maximo para h, de forma a garantir um erro global de interpolagio inferior a 1075,
usando splines lineares.

b) O mesmo que em a), usando splines cibicos.

c) Justifique que a interpolagdo por splines lineares ou ciibicos é convergente, usando nds igualmente
espagados, ao contrdrio do que acontece na interpolagao polinomial (exemplo de Runge).

Exercicio 7.3 Seja s o spline cibico interpolador de f no intervalo [zg,zx] para o conjunto de nés
{zo, - ,zn} (igualmente espagados), com condigao da derivada nos extremos. Mostre que:

2 2
(@) [1f = slloe < %M1 = 8"loos (b) 15" [loc < 3l locs (c) 1" =" lloo < B[ fD|ox-
Conclua que

4
1F = slloe < 2 11FD) oo

Sugestoes:
—em (b), verifique que 4oy, = 6" (£x) — Ok—1 — Ok+1, para k=1,--- N — 1.
—em (c), escolha um fungao g tal que g"” seja o spline linear interpolador de f" e use a alinea b).

Exercicio 8.1
a) Determine o valor (a,b) € R? que minimiza o funcional

J(a,b) = / (x —a — bcos(x))?dx.
b) Determine o valor (a,b,c) € R* que minimiza o funcional

dx.

J(a,b,0) /1 (a —c+bx +2ca? — /1 —22)?
a,b,c) =
—1 \/1—1‘2

Exercicio 8.2 Considere Vy(z) = 1,Vi(x) = g(x), com g {mpar, definida no intervalo [—A, A]. Determine
uma expressio para Va de forma a que {Vp, Vi, Va} seja uma base polinomial de Py, ortogonal em L2[—A, A].
Apresente uma férmula recursiva para obter uma base ortogonal para polinémios de grau superior.

Exercicio 8.3 Pretende-se aproximar uma fungéo f : [a,b] — C no sentido dos minimos quadrados, para o
produto interno (u,v) = f: u(a)v(z)dr usando fungoes da forma

n—1
g(x) = Z are™,  com ay € C.
k=0

Deduza o sistema normal que permite a resolucao deste problema.

Exercicio 9.1 Considere uma constante K # 0 e uma fungio f € C'[a,b], f'(x) # 0,Vx € [a, b].
Mostre que, dado g € C|a, b], existe uma e uma sé melhor aproximagao uniforme F € (K, f) .

Exercicio 9.2

a) Determine a melhor aproximagao uniforme g(x) = 22 em F = (1,z) C C|0,2].

Sugestao: Usar o algoritmo de Remes nos pontos {0,1,2}.

b) Compare com a melhor aproximagdo no sentido dos minimos quadrados (caso continuo).

Exercicio 9.3 Mostre que a matriz do sistema no Algoritmo de Remes é invertivel se a condi¢ao de Haar
for verificada.



