X— Resolucao (AN-II: Exame de 10 de Janeiro de 2005)
1la) Obtemos pela tabela de diferengas divididas generalizada:

o =0 x9g =0 r1 =1 r1 =1 x1 =1 Ty =2
Py=1 Py=1 P =-1 P =-1 P=-1 P, =2
Pj=0 -2 Pl =—4 P =—4 10
2 -2 sPl=2=1 14
0 3 13

3 123:03:5
=1

e assim, pela F. Newton generalizada,
ps(z) =14+0—227 + 0+ 32%(z — 1)* + 2% (z — 1)*
=1-22" 4+ 2%z - 1)*(x+2)=1—-32 +2°
logo p¥(x) = —18 4+ 202> o que implica p¥(0) = 0.

1b) O erro de interpolagéo é majorado para t € [0, 2] por

P© 4! 4
12) = 1)~ ps(0)] < T -1y -2 < S0 1 2= L

2a) Reescrevemos a equagao diferencial, usando u(t) = P(t) e v(t) = P'(t) = u/(t).

Logo, /
o) = bomiy o] > 70 [P =

inicializamos com [*°] = [u(oﬂ = [(1)]7 pelo método de Euler [:jl] [""] + hF (to, [Z D= [ ]+1 [OJOFO] = [é], e de

Vg v(0

forma semelhante, ["2] = [’;i] + hF(ty, [le]) = [(ﬂ + 1[031] = [J Logo P(2) ~ ug = 1.

2b) Inicializando com R-K ponto-médio,
Ll +F(z: [o]+3F(0, [o]) = [o]+F (3, [o]) = [o] + [1] = [0
[1}2] + %(3 [1/12/42-1] —0) = [171//44]'

8

(1] =[] +hF(to+5, [10]+4 F(to, [22])

Avf)licando Adams-Bashforth, "
(o) = (] + 3BF (1, [1]) = Fto, [0]))
Logo P(2) ~ ug =

7
I
3a) Designamos s por s; quando z € [—2,0] e por s; quando z € [0,2].
Vamos verificar que se trata de um spline ctibico natural e interpolador, basta verificar que
i) s é spline ctibico porque s; e s3 sdo polinémios P3 e s € C?[—2,2],
porque $1(0) = 1 = s5(0), e também s} (0) = 1 = s4(0) porque
si(x) =1 +2x+:17(2 + )/2 +2/desh(zr)=1+2x+2(2—1)/2 —2%/4;
finalmente s7(0) = 3 = s5(0) porque
s (x )—2+x—|—1+x/2 3+3zesy(x )—2+1—$—m/2—3—%$.
ii) s verifica a condi¢ao natural porque s{(—2) =3 —-3=0e s§(+2) =3 -3 =0.
iii) ¢ interpolador porque s(—2) = s1(=2) =1 -2+ (=2)2+0=3 = f(-2) As(0) =1 = f(0) A s(2) =
$2(2) =1+2+2240=7= f(2).

3b) Aplicando a R. Simpson composta (aqui f(t) = s”(¢)?), usando os nés {—2,—1,0, 1,2} obtemos

"2 ? 1 " 2 " 2 1 " 2 " 2 " 2
I ||L2(—2,2):[2 (1)t = 5 (s1(=2)" + 451 (=1)* + 51(0)%) + 3(53(0)* + 455(1)* + 55(2)°)

3 3

1 2 242 2 } 2 9\2 2y _
_3(0 +4(2) +3)+3(3 +4(2) +0°) =12



notando que s{(—1) =3—3 =32 e que s§(+1) =3 — 3 = 3.

3c) O valor obtido na alinea anterior é exacto porque foi obtido aplicando a R. Simpson separadamente a
polinémios de grau 2, j& que s} e a s4 sdo ambos polinémios de grau 1. Pela teoria, sabemos que o spline ctibico é
~ . o . . i so. 7 "2 _

a fungdo interpoladora que minimiza || f”||2(—2,2) portanto o valor o minimo é exactamente ||s”[|7, _, 5y = V12

3d) Usando o polinémio de Chebyshev, Ty(x) = 2zT3(x) — To(x) = 2z(42® — 3x) — (222 — 1) = 82" —8z? 41,
mais concretamente o polinémio ménico Ty(z) = x* — 2% + é, sabemos que

T4l < [lgalloo

em que q4 é qualquer polinémio ménico. Em particular, procuramos p3 € Ps tal que f(z) — p3(z) = 2 + 23 —
p3(z) = qa(x) (é um polinémio ménico do quarto grau) seja minimo. Na norma uniforme o valor é minimizado
usando Tj. Basta fazer f(z) —ps(x) = Tu(z), logo p3(z) = f(x) = Ty(z) = a* + 2% — (2 —2? + §) =23+ 2% — L.

4a) Temos A(f) = Spv, f'(k) e A(f) = af(0) + Bf(m). Pelo método dos coeficientes indeterminados,
0= A(1) = A(1) = a + . Por outro lado, m +1=Y1" ;1 = A(z) = A(z) = - 0+ Bm.
obtemos fm=m+1e a+3=0,logo A(f) = ZEL(f(m) — f(0)).

Por construgao tem grau 1, e tem mesmo grau 2, porque (m + 1)m = > ;" 2k = A(2?) = A(z?) =
2t (m? —0) = (m+ 1)m
Aplicando a férmula a f(z) = p+1 "(z) = 2P e assim
m p+1 _ Pt p+1
Zp: T )%A(I :m+1(m _0):m+1mp.
p+1 p+1 m ‘p+1 p+1

k=0

4b) Usando a regra dos trapézios, com h = 1 no intervalo [0, m],

[ Fom =1 L0 S iy 2,
k=1
logo
fm) — £(0) = LI 5™ iy — (110) 4 my) - m
k=0
A(f) =D f'(k) = f(m) - £(0) + ) Zf/(m) + f’;’;&)m.



