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1. Seja X, Xy, ..., X, uma amostra aleatéria proveniente de uma populacdo X ~ Bernoulli(p).

(a) Deduza o estimador de méxima verosimilhanca do parametro p. (3.0)

L(plx1,...,xn) = :lzlfx(x,-) (porque X; sdo va iid)

=II", p*i(1- p)l i = pEisXi(] — p)"Lia % com0<p<1.

Parape (0,1),

log(ZL(plx1,...,x,) = Y xilogp+ (n- A x;)log(1 - p) (diferenciavel em ordem a p).

O procedimento que se segue s6 deve ser aplicado se Z;"Zl x;iZ0e Z;?:l x; # n, sendo o resultado
obtido, p = X, também vélido se Y- | x; € {0,n} e p € {0, 1}.

Procura-se o valor de p, que se denomina por p (a estimativa de maxima verosimilhanca de p), que
maximiza log (< (plx1,..., X,)). Como

dlog(&L(plxy,....xn)) — e Y (n=X7, x:)

=<
dp p 1-p e

@(l—p)zyzlxi—p(n— n xi):O@Z;?ZIxi—np:0©p:—Zi;lxi

i=1 =35 &

d*10g(L (Pl 1.0 %n)) | __Lixi_ (n-Xix)
dp2 p:x - x2 (1—)_6)2
é estimativa de méaxima verosimilhanca de p e

<0,umavez que 0 <Y  x; < n, concluiu-se que p = X

A

Pmv =X éoestimador de maxima verosimilhanca de p.

(b) Mostre que T'(X1, Xo,...,Xp) = Z?:l a; X; é um estimador centrado do parametro p, onde ay,ay,...,a, (1.0)
sdo constantes reais tais que }.7_; a; = 1. Que implicacdo tem este resultado em termos do enviesa-
mento da média da amostra aleatéria como estimador do parametro p?

ET=E[X! a;X;| =Y | Ela;X;] =Y | aEX;] =Y aip=pYl ai=p,
provando-se assim que T é um estimador centrado ou ndo enviesado de p.

Consequentemente, X é um estimador ndo enviesado de p uma vez que se trata de um
caso particularde T com a; =1/n,i=1,...,n.
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2. Para comparar duas técnicas de purificacao de ouro foram recolhidas amostras, obtidas ao acaso e de forma
independente, de ouro purificado por cada técnica, e analisado o respectivo teor em ouro (X e Y, em per-
centagem de pureza). A amostra referente a primeira técnica, de dimensao 20, conduziu a: Z?gl x; = 1880
e 2%21 xl? =178000. Da amostra respeitante a segunda técnica, de dimensdo 12, obteve-se: Z}il yi=1140e
Y12, ¥? =110000.

Admitindo que, em ambos os casos, o teor do ouro ap6s purificacdo tem distribuicdo normal:

(a) Obtenha um intervalo de confianca a 99% para a variancia do teor do ouro purificado usando a pri- (3.0)
meira técnica.

Sejam Q = 125 ~ Y29 a=F ' (0.005)=6.844eb=F' (0.995)=38.58.
o X9 Xa9)

Pla<Q<b)=099o P ( 19b32 <o?< 19;2) =0.99. Em resumo, define-se

2 2
IACo.99(0%) = [ 3555 6,542 ] :
Para a amostra observada temos % = 1880/20 = 94 e 195s* = Y7, x% — 20%* = 1280 (s* = 67.368).

1Co.99(02) = [33.178,187.025].

(b) Admitindo que a variancia do teor do ouro purificado é igual qualquer que seja a técnica usada, teste (3.0)
ao nivel de significdncia de 1% a hip6tese de ndo haver diferenca entre as técnicas no que se refere ao
teor médio do ouro ap6s purificacao.

Hipoteses: Hy: pux —py =0 contra Hy : ux — py #0.

2 _ V) (ux—pv)

Dado que 0% = U%,, seja T = 30)-
1985 +118% |
30 (%*’E)
e (X-1)
Sob Hj, obtemos a estatistica do teste: T = ~ £(30)-
1952 +1182,

30 (2170 1%)
Para a = 0.01 deve rejeitar-se Hy se | Tp| > F;(S{)) (0.995) = 2.750.
Para as amostras observadas temos x = 94, sf( =67.368, y =95, sf, =154.545¢

_ =1 _
to = 3639 = —0.275.

Como £y nao pertence a regido de rejeicdo entdo Hy néo é rejeitada para @ = 0.01.

Alternativa: valor—p = 2F;, (-0.275) = 2 x 0.393 = 0.786 > 0.01, entdo Hy ndo € rejeitada para a =
0.01.
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Grupo II 10 valores

1. O nimero de tentativas até se conseguir o acesso a uma pagina muito popular do YouTube foi investigado.
Em 100 acessos, escolhidos ao acaso, obtiveram-se os seguintes resultados:

N@ de tentativas ‘ 1 2 3 4 oumais
N2 de acessos ‘ 40 30 20 10

(a) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hip6tese de o ntimero de tentativas até se conseguir o acesso (3.5)
ter distribuicdo geométrica com valor esperado igual a 2.
Seja X a va que representa o “ntimero de tentativas até se conseguir acesso a pagina”.
Sabe-se que X ~ Geo(p) com E[X] =1/p =2,logo X ~ Geo(0.5).

Hipoteses: Hy: X ~ Geo(0.5) contra H; : X # Geo(0.5).

(0i—E)* a

Estatistica de teste: Qg = Zle B L X%k— -1y onde f é o nimero de parametros a estimar.
! o

Sejam p? = P(X = i|Hp) =0.5',i=1,2,3 e p} = P(X = 4|Hp) =1-X3_, p? =0.125.
0; p) | Ei=np}
40 | 0500 | 500
30 [0250 | 25.0
20 |0125| 125
>4 10 0.125 12.5
n=100

Wi |-~

Neste caso, ndo é necessdrio agrupar classes (k = 4) e ndo ha qualquer parametro estimado (8 = 0).

Para a = 0.05 deve rejeitar-se Hy se Qg > F);ZI (0.95) =7.815.

3)

Como ¢y = 8 pertence a regido de rejeicdo entdo deve rejeitar-se Hy para a = 0.05.

(b) Calcule, justificando, o valor-p do teste anterior e decida com base no valor obtido. (1.0)

Uma vez que a regido critica é unilateral, rejeitando-se Hy para valores elevados de Q, tem-se
valor—p = P(Qo > 8| Hyverdadeira) = 1 — F)cé) (8) =0.046.

Conclui-se que para niveis de significAncia superiores a 0.046 rejeita-se Hp, € ndo se rejeita caso con-
trario. Assim, aos niveis de significancia de 0.05 e 0.10 hd evidéncia para contestar que o niimero
de tentativas até se conseguir acesso a pagina tem distribuicao geométrica com valor esperado 2, o
mesmo ndo acontecendo ao nivel se significancia de 0.01.
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2. Paraestudar o efeito do nivel de dlcool no sangue, x, sobre o tempo de reaccao no controlo de uma maquina
de corte industrial, Y, foram efectuadas observacdes em 7 individuos escolhidos ao acaso:

x; : Nivel de dlcool no sangue (mg/dl) ‘ 10 20 30 40 50 60 70
yi : Tempo de reaccgdo (seg.) ‘40 50 50 65 70 70 90

7 7 7 7 7
Y xi=280, Y i yi=435 Y .  x;=14x10°, Y. y7=28725 e Y '  x;y;=19500.
Considerando o modelo de regressao linear simples de Y em x, com as hipéteses de trabalho habituais:
(a) Determine a recta de regressao de minimos quadrados e obtenha uma estimativa pontual para o in- (2.0)

cremento no valor esperado do tempo de reac¢do provocado por um aumento de 5 mg/dl no nivel de
4lcool no sangue.

e - —

2 x;jyi—nxy

ﬁ = _ 19500-280x435/7 _ 2100 _ ( 75
1= = T14x103-2802/7 _ 2800 _ V-

Bo=7— P1%=435/7-0.75 x 280/7 = 32.14,
ElY|x] =32.14+0.75x.
Sejay =E[Y|x+5]-E[Y|x] = Bo+ P1(x+5)—(Bo+ B1x) =5p1.

Entio, ¥ = 56 = 3.75 segundos.

(b) Construa um intervalo de confianca a 99% para o declive da recta de regressdo. Poderd concluir que (3.5)
existe uma relagdo de tipo linear entre o valor esperado do tempo de reaccao e o nivel de dlcool no
sangue? Justifique.

Sejam T = 2L ~ 15) e a = F;1(0.995) = 4.032.

\/ Zx%—?fcz

N 2 52
P(-a<T<a)=099 & P(ﬁl -a Zx?—?)‘cz <Bi<Pi+a Zx?_mz) =0.99.

e
2

N A2 N
IAC().gg(ﬁl) = [ﬁl —4.032 ﬁ'ﬁl +4.032 y2_72 |

by 2 x;

[(28725 — 4352/7) — 0.75% x 2800] = 23.571.

6% =35 [(i)’f—nf/z)—(ﬁl)z(ﬁle—nfcz) i
ICo.99(B1) = [0.38,1.12].

A um nivel de significancia de 0.01 pode-se concluir que hd uma relacdo de tipo linear entre x e Y
(f1 # 0) uma vez que 0 ¢ ICp.99(f1).
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