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Grupo I 10 valores

1. Numa fabrica hd duas médquinas, M; e M,, que produzem o mesmo tipo de peca, sendo que a maquina
M, contribui com 70% da producao global da fabrica. Cada peca produzida pela méquina M; possui 0, 1
ou 2 defeitos com probabilidade 0.8, 0.1 e 0.1, respetivamente. Por outro lado, cada peca produzida pela
madaquina M, possui 0 ou 1 defeitos com probabilidade 0.75 e 0.25, respetivamente.

(a) Calcule a probabilidade de que uma peca escolhida ao acaso da producdo da fibrica ndo possua qual- 2.0
quer defeito.

Sejam M; =“uma pegca escolhida ao acaso € fabricada pela maquina i”, i = 1,2, e D; =“uma peca
escolhida ao acaso tem j defeitos”, j =0,1,2.

Tem-se P(M;) =0.7, P(M3) =1—-P(M;) =0.3, P(Dg | M1) =0.8, P(Dy | M1) = P(D5 | My) =0.1, P(Dy |
M) =0.75, P(D; | M) =0.25 e P(D; | M) = 0.

P(Dg) = 212':1 P(Dy | M;)P(M;) =0.785.

(b) Sabendo que uma peca escolhida ao acaso da produgao da fabrica possui pelo menos um defeito, (.5
calcule a probabilidade de que tenha sido produzida na maquina M.

_ —= . _ (1=PDo | M))P(M) _
P(M; | D1uDy) = P(M; | Do) = 1—PDy) ~0.6512.

2. O ndmero de avides que descolam de um aeroporto numa certa hora do dia possui distribui¢ao de Poisson
de parametro 10.

(a) Sabendo que nessa hora de um dado dia descolaram pelo menos 10 avides, calcule a probabilidade de .0
terem descolado mais do que 15 avides na mesma hora.
Seja X =“namero de avides que descolam numa hora”, sendo que X ~ Poi(10).
P(X>15AX=10) P(X>15) 1-Fx(15)
P(X>15|X=10) = = =
P(X =10) P(X =10) 1-Fx(9)

~ 0.0898.

(b) Dadas as condi¢des da pista, cada avido que descola do aeroporto sofre danos ligeiros nos pneus do

trem de aterragem com probabilidade 0.02, independentemente do que suceda em outras descola-
gens.

(i) Qual é a probabilidade de haver mais de 2 avides afetados em 20 descolagens no aeroporto? 2.0)
Seja Y =“ntimero de avides que sofre danos em 20 descolagens”. Como Y representa o nimero
de sucessos em 20 realizacoes independentes de uma prova de Bernoulli, tem-se que Y ~ Bi(n =
20, p = 0.02).
P(Y >2)=1-Fy(2) =0.0071.

(ii) Qual é a probabilidade de ser necessério descolarem 4 ou mais avides para que se detete o pri- (25
meiro avido com o trem de aterragem afetado? Qual é o desvio padrdao do nimero de descolagens
até surgir o primeiro avido afetado?
Seja Z =“ntamero de descolagens até que o primeiro avido sofra danos”. Como Z representa o
nuimero de realizacdes independentes de uma prova de Bernoulli até ao primeiro sucesso, tem-
-se que Z ~ Geo(p =0.02).
P(Z=4)=1-Fz(3) =0.9412.

1-
vVarlZ] =,/ P~ 49.497 descolagens.
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Grupo II 10 valores

1. O tempo de vida (em anos) de um certo tipo de satélite em 6rbita tem distribuicdo exponencial, sendo que

a probabilidade do satélite durar pelo menos 3 anos é e,

(a) Justifique que o valor esperado do tempo de vida de um satélite é igual a 2 anos.

Seja X =“tempo de vida de um satélite, em anos” com X ~ Exp(A).
PXz3) =e!% = [[PleMdx=e1® < e =e"15 < 1=1/2.Logo, E[X] = } =2.
(b) Determine o valor do primeiro quartil do tempo de vida do satélite.
Fx(q)=1/4 < [[1/2e72dx=1/4 <> e 9'?=3/4 <> g=-2log(3/4) ~0.5754 anos.
(c) Determine a probabilidade aproximada de o tempo total de vida em 6rbita de 100 satélites desse tipo
ser superior a 200 anos. Indique as hipéteses que assumir.

Seja S =“tempo total de vida de 100 satélites” com S = 2100 X;, em que X; representa o tempo de vida
do i2 satélite. Admitindo que os tempos de vida de diferentes satélites sdo independentes, e uma vez
que S é a soma de um ntmero suficientemente grande de varidveis aleatérias, tem-se pelo T.L.C. que

SZEISI £ N(,1).
Var(S]

= E[¥;% X;] = 100E[X] = 200
Var[S Var[ZlOOX ] =100Var[X] = 400

Entdo, P(S > 200) ‘= 1—@(203%’0)=0.5.

2. Admita que a funcdo de probabilidade conjunta de um par aleatério discreto (X, Y) € a seguinte:

X\Y | 0 1
0 00 03
04 0.2
2 0.0 0.1

(a) Avalie a funcdo de distribuicdo conjunta de (X, Y) nos pontos (1,1) e (%, 1).

Fxy(LD=P(X=<1,Y=1) =Y 1Xy<1 fx,y(x,) =09
FX,Y(%) P(X—Z’Y<1) FX,Y(]-)]-):Og

(b) Calcule E[X|Y =1].

3/6, x=0
x,y(x,1)  )2/6, x=1
fxiy=1(x) = ffT = U6 ) ,umavez que fy(1) =X, fx,y(x,1) = 0.6
Y 5 X =
0, caso contrario

E[X|Y =1]1=Y2_,xfxjy=1(x) =2/3.

(c) Determine Var[X + Y?].
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04, y=0
M =Xifxyxy)=406 y=1 < Y ~ Ber(0.6)
0, caso contrario
E[Y]=0.6eVar[Y]=0.24
0.3, x=0
x=1
xx) =%, fxy(x,y)
0.1, x=2
0, caso contrario
ElX] =Y, xfx(x) =08, E[X?] =Y, x*fx(x) =1.0 = Var[X] =0.36
E[XY]=X,Y, xyfx,y(x,y) =04, Cov[X,Y] = E[XY]-E[X]E[Y] =-0.08
Var[X+Y?% =Var[X+Y] = Var[X]+ Var[Y] +2Cov[X, Y] = 0.44, uma vez que, neste caso, Y = Y2,



