DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

m Probabilidades e Estatistica
wsmiruTo LEAN, LEE, LEGI, LERC, LMAC, MEAer, MEAmbi, MEBiol,

MEEC, MEMec
2° semestre — 2011/2012 22 Teste B
08/06/2012 — 11:00 Duragao: 1 hora e 30 minutos

Justifique convenientemente todas as respostas!

| Grupo I 3.5 + 2.5 + 3.0 + 1.0 = 10 valores

1. Para inferir sobre a probabilidade p de cancelamento de reservas de voos por parte dos seus clientes,
uma agéncia de viagens decidiu analisar os processos relativos a n = 230 reservas de voos passados,
escolhidos ao acaso da sua vasta carteira, registando-se para cada reserva se a mesma tinha sido
cancelada ou nao.

(a) Deduza o estimador de mdzima verosimilhanca de p. Diga se o estimador é centrado.

e V.a. de interesse
X v.a. indicadora de cancelamento de reserva

Distribuicao
X ~ Bernoulli(p)

Parametro DESCONHECIDO
p = P(X = 1) = P(cancelamento da reserva), 0 < p <1

F.p.
P(X=a2)"Z" pr(1—p)=*, 2 =0,1

Amostra

z = (21,...,2,) amostra de dimensdo n proveniente da populagdo X

Obtencao do estimador de MV de p

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca
X; inde 2
Liplz) =" J[P(Xi =)
i=1
Xi~X N 5 —x;
=5 I a-p)' ]
i=1

_ pz;‘zl 4 (1 _p)n—Z?zl Ti0<p<l

Passo 2 — Fungao de log-verosimilhancga
InL(plz) =In(p) x >y +In(1 —p) x (n— 30" @)
Passo 3 — Maximizacao!
A estimativa de MV de p é aqui representada por p e
%}()ﬂ@ =0 (ponto de estacionaridade)
R p=p
b d?In L(p|z) ‘o
Tp'* <0 (ponto de miximo)
=D
T ) DR T
2 5 =V
Sor n—>y " x;
A (= R

p=13" 2; =z média da amostra

Proposi¢ao verdadeira ja quen € N e 0 < Y 2, <n

! Este procedimento sé deve ser aplicado se >_% | z; # 0,7, sendo o resultado obtido, p = Z, também vélido se > | x; €

{0,n}.
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Passo 4 — Estimador de MV de p

Serd representado pela v.a. EMV(p) = % S, X = X, média da amostra aleatéria.

e Estimador de MV de p é centrado?

EMV(p) = X é um estimador centrado de p sse F(X) = p,Vp € [0, 1]. Ora,

E(X) =

D SYoE'Y

b,
Vp € [0,1]. Assim, conclui-se que X é um estimador centrado de p.

(b) Sabendo que exactamente 11 reservas (das 230 analisadas) tinham sido canceladas, construa um

intervalo, com nivel de confianca de aprorimadamente 95%, para o pardmetro p.

e V.a.
X; = indicador de cancelamento da ¢ — ésima reserva, i =1,...,n
X, iid 5
e Situagao
X ~ Bernoulli(p)
p DESCONHECIDO
n = 230 >> 30 (suficientemente grande)

e Obtencao de IC para p

— Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para p
Utilizaremos a v.a. fulcral para p

_ X-EX) _ X—p _ X-p
VEMV[V(X)]  VEMV[p(1 - p)/n] \/45((17:5()

~ normal(0, 1),

uma vez que nos foi solicitada a determinacao de um IC aproximado para uma

probabilidade de sucesso e a dimensao da amostra justifica o recurso a uma aproximagao

distribucional.

— Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Dado que (1 — a) x 100% = 95% < a = 0.05, os quantis a utilizar sao

o = —D1(1 — a/2) = —®~1(0.975) ““%"* —1.9600
bo = d1(1 — a/2) = ©~1(0.975) = 1.9600.

Estes enquadram a v.a. fulcral para p com probabilidade aproximadamente igual a (1—c«).

— Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag <Z<by)~1—a

P aa<X_p§ba]~1a
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— Passo 4 — Concretizacao
Ao ter-se em consideracao que
* n =230
* T = % Z?zl T, = % = propor¢ao observada de reservas canceladas
* ®71(1 — a/2) = 1.9600,
conclui-se que o IC aproximado a 95% para p é dado por
IC(p) = |z+0'(1—a/2)x Lln_ x),]

[ 11 s X (1= 5) '
= | 555 £1.9600 x 4/ 20 ——230
230 x \/ 230

—  {0.047826 + 1.9600 x \/ 0.047826 x (1 — 0047826)]

230

1

[0.020247, 0.075405].

2. Um fabricante admite que o conteudo de nicotina dos cigarros produzidos possui distribui¢dao normal,
com valor esperado (p) e desvio padrao (o) desconhecidos. Uma amostra de 61 cigarros, seleccionados
ao acaso da producao didria, conduziu a uma média e um desvio padrao iguais a T = 1.05mg e
s = 0.1 mg, respectivamente.

(a) O fabricante afirma que p = 1mg (teor mdzimo imposto legalmente em 2003), ao passo que (3.0)
a representante de uma agéncia de vigilancia sanitdria afirma que p € superior a esse valor.
Confronte estas duas hipdteses ao nivel de significancia de 5%.

e V.a. de interesse
X = conteddo de nicotina de cigarros da produgao (em mg)

e Situacgao
X ~ normal (1, 02)
/4 DESCONHECIDO
o? desconhecido

e Hipdteses
Ho:p=po=1
Hy: w>pp =1

e Nivel de significancia
ap = 0.05

o Estatistica de teste

X — o
T'=—5— ~H t(n-

v

pois pretendemos efectuar um teste sobre o valor esperado de uma populacao normal com
variancia desconhecida.

¢ Regiao de rejeicao de H (para valores da estatistica de teste)
Tratando-se de um teste unilateral superior (H; : pu > po), a regiao de rejeigdo de Hy é um
intervalo & direita do tipo W = (¢, +00), onde ¢ : P(Rejeitar Ho|p = po) = ao, i€,

c = Ft:nl,l)(l —ap)
= F, ,(1-005)
= F, (0.95)
tabela 1 671.
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e Decisao
Uma vez que n = 61, £ = 1.05 e s = 0.10, o valor observado da estatistica é igual a

F—
;= Ho

$h

1. 1

o
el &

.10

2

= 3.905.
Ora t ~ 3.095 € W = (1.671, +00), pelo que devemos rejeitar Hy (hipdtese do fabricante) a
qualquer n.s. maior ou igual a 5%.

(b) Confronte as hipdteses referidas na alinea anterior usando o valor-p. (1.0

e Decisao (com base em intervalo para o valor-p)
Uma vez que este teste é unilateral superior temos:
valor —p = P(T >t | Hp)
= P(T >3.905| Hyp)
= 1-Fig, (3.905).
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao de t-student podemos adiantar um intervalo
para o wvalor-p deste teste. Com efeito, ao enquadrarmos convenientemente ¢ = 3.905,
obtemos sucessivamente
F{GIO) (0.9995) = 3.460 < 3.905 < 400
0.9995 < Fig, (3.905) < 1
0=1—-1 < walor—p<1-0.9995 = 0.0005.
Logo devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 0.05%, por exemplo a qualquer dos niveis
usuais de significancia de 1%, 5% e 10%.

e Alternativa — Decisdo (com base em valor-p determinado usando méquina de
calcular)
Uma vez que este teste é unilateral superior

valor —p = P(T >t | Hp)
P(T > 3.905 | Hy)
— 11— Fy, (3.905)
— 0.000121,

pelo que devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 0.0121%, por exemplo a qualquer dos
niveis usuais de significancia de 1%, 5% e 10%.

Grupo II 3.0 + 2.0 + 3.0 + 3.0 = 10 valores

1. O responsdvel pela sequranca de uma fabrica de automdéveis recolheu uma amostra casual de registos
de acidentes de trabalho que foi classificada de acordo com o periodo do dia de trabalho em que estes
acidentes ocorreram, tendo-se obtido a sequinte tabela de frequéncias:

Periodo 8:00-9:59  10:00-11:59  13:00-14:59  15:00-16:59
Numero de acidentes 12 28 15 25

Teste, ao nivel de significincia de 5%, se os acidentes de trabalho se distribuem de modo uniforme (3.0)

pelos 4 periodos considerados.

e V.a. de interesse

X = indicador do periodo de duas horas em que ocorreu o acidente
= 1,2,3 e 4 se o acidente ocorreu nos periodos 8:00-9:59, 10:00-11:59, 13:00-14:59 e
15:00-16:59, respectivamente
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e Hipodteses
Seja p; = P(X =14),1 = 1,2,3,4. Se os acidentes se distribuem de modo uniforme ao longo
do dia de trabalho, com 4 perfodos de duas horas, p; = p) = %, i =1,2,3,4. Assim sendo,
confrontar-se-ao as seguintes hipéteses:

HO “Pi :p? = i7 1= 1727374
Hy:3i:pi #pf

e Nivel de significancia
ag = 0.05

e Estatistica de Teste
k
(Oz - Ez>2 a
T=> % “# Xhs1y
i=1 v

onde:
k = No. de classes = 4;
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i;
FE; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i;

B = No. de parametros a estimar = 0.

¢ Regiao de rejeicao de Hy (para valores de T)

A regiao de rejeigao de Hy escrita para valores de T é um intervalo a direita W = (¢, +00), onde
¢ : P(Rejeitar Hyo|Hy) ~ ag, em particular,
c = F3 (1 — ayp)
X(k—p—1)

= F,'  (1-0.05)

X{(a—0-1)

= F3(o.
o (0.95)

tabela

= 7.815.
e Frequéncias absolutas esperadas sob H
Atendendo a que, sob Hy, p; = p? = i, 1 =1,2,3,4, tem-se F; = n X p? = 80 x % = 20,1 =
1,2,3,4.

Note-se que nao é necessario qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos 80%
das classes se verifica E; > 5 e em todas elas E; > 1.

e Decisao

No célculo do valor observado da estatistica de teste convém adiantar a seguinte tabela auxiliar.

Periodo 1 Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

. _E.)2

[ 0; E;, =nX p? w
2012

1 8:00-9:59 12 20 az-20)° _3.2

2 10:00-11:59 28 20 3.2

3 13:00-14:59 15 20 1.25

4 15:00-16:59 25 20 1.25

2
¥ oi=n=80 kL Bi=n=280 t=yk LB _g9

i

Dado que t = 8.9 € W = (7.815, +00), devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. maior ou igual a 5%.
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2. Uma engenheira informdtica decidiu estudar a forma como o numero de horas despendidas na internet
na dltima semana (Y) se relaciona com o nimero de anos de escolaridade completos do utilizador (x).
A amostra de 200 adultos que recolheu ao acaso conduziu aos sequintes resultados:

S0 2 =2207, Y022 =25131, S0y =1333, 70042 =13295, S0 ay = 15322

(a) Apds ter considerado o modelo de regressao linear simples Y; = Bo + b1 + € (i =1,...,200), (2.0)
obtenha as estimativas de minimos quadrados de By e 31 e interprete a estimativa de (3.

e [Modelo de RLS
Y, = Bo + Bz + €
Y; = nimero de horas despendidas na internet pelo i — ésimo individuo
r; = nimero de anos de escolaridade completados pelo ¢ — ésimo individuo
€; = erro aleatdrio associado & medicdo da resposta i — ésimo individuo]

e Estimativas de (3 e (31
[Uma vez que n = 200 e
S w = 2207,
=LY =50 =11.035
S @i =25131

Y x? —n(z)? =25131 — 200 x 11.035% = 776.76

K2

Sty = 1333,
U= i1 ¥i = oy = 6.665
S o7 = 13295

S y2 —n(y)? = 13295 — 200 x 6.6652 = 4410.6

Z?:l TiY; = 15322
S iy —nZ g = 15322 — 200 x 11.035 x 6.665 = 612.35,]

as estimativas dos minimos quadrados de 31 e By sdo, para este modelo, iguais a:
B = Doy TiYi — NIy
> 7] —n(2)?
612.35
776.76

= 0.788337

Bo = g-Pixz
= 6.665 — 0.788337 x 11.035
= —2.0343.

e Interpretacao da estimativa de minimos quadrados de (3;
By ~ 0.788337
Por cada ano adicional de escolaridade completado, estima-se que o valor esperado do niimero
de horas semanais despendidas na internet aumente aproximadamente 0.788337 horas (pouco

mais de 47 minutos).

(b) Serd que a amostra recolhida permite concluir que existe relagdo de tipo linear entre o walor (3.0)
esperado da varidvel resposta (Y') e a varidvel explicativa (), ao nivel de significincia de 5% ¢

e [Hipéteses de trabalho
€; ~ii.q Normal(0,02), i =1,...,n (hipétese de trabalho)
Bo, B1, 0% DESCONHECIDOS]

e Hipoteses
Hy:p1=031,0=0
Hy : 1 # [10 =0 (existe relaco linear entre E(Y) e )
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e Nivel de significancia
Qg = 5%

o Estatistica de teste
B1— B

52
™ 2 -2
i=1L; N

T = ~Hy tn—2)

e Regiao de rejeicao de H (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste bilateral (Hy : 81 # (1,0), pelo que a regido de rejeicao de Hy
¢ W = (—o0,—c) U (e, +0), onde
¢ : P(Rejeitar Hyo|Hp) = ap
c= Ft?nl,Q) (1—ao0/2)
c=F ., , (0.975)
c~ ®710.975)
c=1.96
e Decisao
Tendo em conta que Bl = 0.788337, ZLI 22 —nz? = T776.76 e que a estimativa o2 é igual a

o | () - (-

i=1

1
= 4410.6 — 0.788337% x 776.76
500 =3 X )

~ 19.838,
o valor observado da estatistica de teste é dado por

B — Bio

&
COR S——
2l ;N

0.788337 -0

t =

19.838
776.76

= 4.9329.

Como t = 4.9329 € W = (—o00, —1.96) U (1.96, +00), devemos rejeitar Hy : 1 = 10 =0 a
favor de Hy : 31 # (1,0 a qualquer n.s. ag > 5%.

(¢) Deduza um intervalo de confianca a 90% para o valor esperado do nimero de horas semanais (2.0)
despendidas na internet por um adulto com 12 anos de escolaridade completos.

e Outro parametro desconhecido
E(Y|xg = 12) = By + 1 x 12, valor esperado do nimero de horas semanais despendidas na
internet por um adulto com 12 anos de escolaridade completos.

e IC a 95% para E(Y|xo)
— Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y|zg) = 8o + S12o

(BO + 31900) — (Bo + Bixo)

~ t(n—2)
o [1 (a—20)?
\/U2 x[r s

7 =

— Passo 2 — Quantis de probabilidade
J& que (1 — @) x 100% = 90% temos o = 0.10 e lidaremos com dois quantis simétricos
aq = —b, iguais a:

£-1(0.95) "' 11,6449
+F ), (1—a/2)=+F ! (1-0.10/2)~ < ou 3
+F;(0.95) 1 1£1.65.

t(co)
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— Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plaa <Z<bs)=1-«

—1 (Bo+B1m0)—(Bo+B1m0) —1 _
P-F  _,0-a/2)< ” {u r— ]gFt(n,2>(1—a/2) =l-a
O“X |-+ 5
BT RS

P{(Bo + Brmo) — Ft:j_Q)(l —a/2) x \/&2 X [% + %]

< Bo+ Prxo < (B0+5A1930)+Ft:72)(1—a/2) X \/&2 X [%"’27&;7%]} =l-a

— Passo 4 — Concretizagao

Ic(lfa)xmo%(ﬂo + Biz0) (BO + B1$0) + Ft?j—% (1—-aw/2)x \/&2 X |:l + %} :|

no > x?—ni?

[(—2.0343 + 0.788337 x 12)

1 (11.035 — 12)2
+1.6449 x \/19.838 X [% + 77676:|:|

[7.42574 + 1.6449 x 1/0.122973)

= [6.8489,8.0026].
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