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1. (Exercicio VI.1 de [1]) Considere a funcao f definida no intervalo [0, 2]
por
1 sexel0,1]
flz)=1 2 sex=1
3 sex€]l,?]
(a) Mostre que para toda a decomposi¢ao do intervalo [0,2], as somas
superior Sy(f) e inferior sq4(f) verificam sq4(f) <4 < Su(f).

(b) Recorrendo directamente a definicao, mostre que f ¢ integravel e que
f x)dr =
0

2. (a) Sendo f : [a,b] — R uma funcao integravel, mostre que f? ¢ in-
tegravel. (Sugestao: Considere f > 0; o caso geral segue de f? =
|f1%)-

(b) Sendo f : [a,b] — R, g : [a,b] — R integraveis, justifique que fg é
integravel. (Sugestao fg= %((f +9)2—f*=4g%).)

3. (Exercicio V1.3 de [1]) Prove que, se f é continua em [a, b] e g é integravel
e nao negativa em [a, b], existe ¢ €la, b] tal que

[ =1 [ gy

4. (Exercicio VI.7 de [1]) Mostre que se f é continua em [a, b] e f f(z)dx =
existe pelo menos uma raiz da equacao f(x) = 0 no intervalo [a, b].

5. (Exercicio 6.10 de [2]) Sendo f uma fungao continua em R, prove que se é
nulo o integral de f em qualquer intervalo limitado, entao f(x) = 0, para
qualquer z € R.

Dé um exemplo de uma funcao integravel e com integral nulo em qualquer
intervalo limitado e que nao verifique f(z) = 0 para qualquer z € R.

6. (Exercicio 6.13 de [2]) Calcule ¢/(x) sendo ¢(z f x2esnt dt.

7. Determine as derivadas das fungoes seguintes:

a) /1 xsin(tz)dt, b) /x " cos(t?) dt,



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Seja f : R — R uma fun¢ao continua e () fo x —t)f(t)dt. Justifique
que 1 é duas vezes diferenciavel e calcule ¢ ().

(Exercicio 6.9 de [2]) Mostre que se f é uma funcao diferenciavel em R
verificando a condigao

/Orf(t) dt=2f(z), VzeR

entdo f é uma fun¢ao constante. (Sugestao: derive ambos os membros da
igualdade anterior).

Mostre que a fungao seguinte nao depende de z:

L a e 0.7
T Y x 'y o *
—cosz V1 — t2 2

(Exercicio 6.16 de [2]) Calcule

(r) =

. fox seril t3 dt.
x—0 x
Calcule os limites:
arctan t \fdt
a) lim ac/ sin(t?) dt, b) li f ¢
TN 0t [ (Vi 1)dt

(Exercicio 6.53 de [2]) Seja f uma funcéo continua em R e tal que f(z) > 0
para qualquer z € R e F(x fo

(a) Justifique que F' ¢é diferenciavel em R e calcule F'(x).

(b) Mostre que F é estritamente crescente e que, para x € R\ {0},
zF(z) > 0.

(¢) Prove que se f tem limite positivo quando x — 400, entao lim, 1, F(x) =
+00. Mostre, por meio de exemplos, que se for lim, ., f(x) = 0,
entao lim, ., F(z) pode ser finito ou +o0.

(Exercicio 6.46.c) de [2]) Seja f uma fungao continua em R e

o J{)dt sex #0
Fla) = { f(O) sex =0

Prove que F' é continua em R e diferencidvel em R\ {0}; mostre que, nas
condigoes indicadas, F' pode nao ser diferenciavel em 0.

(Exercicio VI.15 de [1]) Sejam u e v fungoes continuas em R e tais que,

para cada x € R:
/ u(t)dt = / v(t) dt,
a b

onde a,b € R. Mostre que u = v e fab u(t) dt =



16. Sejam f : R — R e g : R — R duas fungoes integraveis em qualquer
intervalo limitado e a seguinte propriedade:

/x f(t)dt=2/mf(t)dt Vo € R,
. 0
/ g(t)dt =0 VzeR.

a) Mostre que se f é par e g é impar entao verificam .

b) Mostre que se f e g sdo continuas e verificam entao f é pare g é
impar.

c¢) Fornega exemplos de fungdes f e g que verificam e que nao sejam
par nem impar, respectivamente.

Outros ezercicios (resolvidos): 6.4, 6.6, 6.12, 6.17, 6.19, 6.20, 6.55 de [2].
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