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12 # Aula Pratica

Solucoes e algumas resolugoes abreviadas

1. (a) Sejad = {0 =to,...,t, = 2} uma decomposigao de [0, 2]. Podemos
assumir que 1 € d (caso contrario, toma-se d' = dU {1}, e tem-se

Sa(f) < Sa(f), sa(f) = sa(f)). Seja 1 = ¢, para algum k €
{1,..,n —1}. Tem-se entdo, escrevendo M; = sup,ey, |, f(7),

m; = infoep, 4 f(2),
M;=1,1<i<k-1, M,=2 M=3 k+1<i<n,
m; =0 1<:1<k, mp1=2  ,m=3 k+2<1<n.
As somas superior e inferior ficam:

Sa(f)=1(t1 —to+ ... + to—1 —th2) +2(tk — tp—1) + 3(ths1 — th + .. +ty — tn1)
= 1(tx_1 — to) + 2(tx — tx_1) + 3(t, — tg)
=t +2(1 — 1) +3(2—1)=5—t;_y,

Sd(f) = 1(t1 —to+ ...+t — tk_1) + Q(tk_H — tk) + 3(tk+2 — g1+ oy — tn—l)
= 1(tr, — to) + 2(txe1 — tr) + 3(tn — thr1)
- tk + 2(tk+1 - 1) + 3(2 - tk+1) - 5 - tk+1.

Como 1 =ty € [tg_1,tg+1], escrevendo ty_1 = 1 — €1, tpy1 = 1+ €9,
com 1 > €1, €5 > 0 arbitrarios, temos

Sd<f):5—tk_1:4+6124, Sd(f):5—tk+1:4—€2§4.

(b) Na alinea anterior vimos que dados 1 > €1,e2 > 0 arbitrarios,
existe d tal que

Sa(f) =4+ e, si(f) =4 — e

Conclui-se entao que

—2
/ f=1inf{S4(f) : d decomposicao de [0,2]} < inf (44¢) =4,
0

1>¢1>0



2
/ f =sup{Sa(f) : d decomposicao de [0,2]} > sup (4—ey) = 4.
< o

1>e2>0
2 T2 . 2 T2 .
Logo, temos 4 < L)fQS [of <4, ouseja, iof = [,f =4. Assim,
f é integrével com [ f = 4.

2. (a) Seja f > 0. Para cada decomposicao d = {a = tg,t1,...,t, = b},
tem-se neste caso

Mi(f2): sSup fz(i’?):( Sup f(@) :Mi(.f)2>

T€[ti—1,t4] T€[ti—1,t4]

()= it P = (i f(l’))2=mi(f)2-

TE€[ti—1,t4] €[ti—1,L4]
Temos entao

n

Sa(f?) = sa(f?) =D _(Mi(f*) = ma(£*)(t: — ti1)

= > L = ml £t~ i)
= D) = mi ) + i)t = i)

<2M Z(Mi(f) = mi(f))(ti = tia) = 2M(Sa(f) — sa(f));

onde M = sup,¢(,y f(7). Dado € > 0 aribtrdrio, como f ¢ in-
tegréavel, podemos escolher a decomposicao d tal que Sy(f) —
sa(f) < 337, e portanto tal que

Sa(f*) = sa(f?) <e.

Conclui-se que f? é integravel para f > 0 integravel.
Para f arbitréria, como f integravel = |f| integravel e portanto,
como vimos acima, |f|? = f? é integravel.

(b) De fg = 3((f +9)* — f* — ¢%), temos que fg é uma soma de
fungoes integraveis, e portanto integravel.

3. Como f é continua em [a, b], pelo Teorema de Weierstrass serd limitada
em [a,b], ou seja, existem m e M tais que m < f(z) < M em [a,b].



Pela monotonia do integral:

b
/ dx</f deM/gxdx

Por outro lado, se ¢ > 0, temos fabg(x)dx > 0. Se f:g(x)dm =0,0
resultado é valido para qualquer ¢ €]a, b[; para f:g(ac)da: > 0 temos:

B J) f(x)g(x)dx
[ g(x)dx

Pelo Teorema do Valor Intermédio, de novo porque f é continua, f
assume em |a, b[ todos os valores entre m e M, logo existe ¢ €]a, b tal
que

fffgagj = <:>/ f(x f(c)/abg(ac)dx.

4. Se, por contradigao, f(x) = 0 nao tivesse raizes, segue da continui-
dade de f e do Teorema do Valor Intermédio que f nao muda de sinal
m [a,b]. Mas se f > 0 em [a,b], da monotonia do integral tem-se
f; f(z)dz > 0, o que é impossivel. Da mesma forma, nao pode ser
f < 0em [a,b]. Conclui-se que f(x) =0 tem pelo menos uma raiz.

5. Se, por contradi¢ao, fosse f(a) > 0 para algum a, como f é continua,
seria f(x) > 0 em Ja — €,a + €[, para algum € > 0. Da monotonia do
integral, f}a_eya%[f(t) dt > 0, o que contradiz a hipotese. Da mesma
forma, também nao pode ser f(a) < 0. Logo, f(z) = 0 para qualquer
x € R.

Alternativamente, tem-se por hipdtese fo t)dt = 0 para qualquer
2 € R. Derivando ambos os membros (usando o Teorema Fundamental

do Célculo), temos
([ 1) =0e s =

sent ¢ yma funcao continua, do Teorema Fundamental do Célculo,

6. Como e



f;’ esnt dt ¢ diferencidvel, logo ¢(x) = x* fj esnt dt também serd e

!/

¢ (x) = (/: xQese“tdt) = (—xz /j ese“tdt),

3
_ 21,/ sentdt 2 senx
T

7o) sing? b) —cosa®. o) 26— d) e — e o)

423 sin(2?) — 2x sin(|z]).

8. Como f é continua e t — x — t é continua, (x — t)f(t) é continua e do
Teorema Fundamental do Calculo, ¢ é diferencidavel com

e (/f dt—/otf dt) /f Vdt+a f(z)—zf(x /f

De novo porque f é continua e do Teorema Fundamental do Calculo,
’r ., . ., . e . .z
Y ¢ diferenciavel, ou seja, ¥ é duas vezes diferenciavel, e

1"

U (x) = f(x).

9. Como f é diferenciavel, e portanto continua, podemos derivar ambos
os membros (usando o Teorema Fundamental do Célculo):

</Oz f(t) dt> = (zf(x)) & f(z) = f(x)+af'(z) & xf (z) =0,Vz € R,

Conclui-se que f'(z) = 0, para z # 0, ou seja, f é constante em |0, +00]
e em | — 00, 0[. Como é continua, tem-se que f é constante em R.

10.

(/senx 1 dt)’_( senx 1 dt —cosx 1 dt)’
sz V1 — 12 -\ viI=e 0 V1—12

1 1
= ————— C0ST — —————— Senx
V1 —sen?z V1 —cos?x
cos sen
|cosz| |senz]

11. Temos uma indeterminacao 8 a que se pode aplicar a Regra de Cauchy.

Do Teorema Fundamental do Calculo,

. Josent®*dt  sen(x®) 1
lim —=—— = lim = —.
z—0 xd z—0 423 4




12. a) O limite é uma indeterminacdo que pode ser levantada usando a
regra de Cauchy. O calculo da derivada da fungao que envolve um
integral é consequéncia do teorema de derivacao da func¢ao composta
e do teorema fundamental do célculo.

arctg x arctg sen(tQ) dt
lim x/ sen(t?) dt = lim fﬂ/Q
S z—+00 1/x
T +z2 sen(arctg? x)
T——+00 —1/952

2

= lim —
z—+o0 142

2
5 sen(arctg® ) = —sen (Z) :
b) Da mesma forma

f te*[ dt ] 2x - x2e” . 2x 2
x—»OJr f _ ]_ dt N :1c—>04r 3$2(6z — 1) r—0t 3(€x — ].) N 3

13. (a) Directamente do Teorema Fundamental do Célculo; F'(z) = f(x).

(b) Como F'(z) = f(x) > 0, para x € R, F' é estritamente crescente.
Temos entao F(x) > F(0) = 0, para z > 0, e F(z) < F(0) =0,
para x < 0, ou seja, xF(x) > 0 para qualquer x € R\ {0}.

(c) Seja lim, ., f(x) = L € RT e M € R tal que, para x > M,
tem-se f(z) > £. Entdo, para z > M,

:/Oxf(t)dt:/OMf(t)dt—i—/]:f(t)dt
>/DMf(t)dtJrg/];ldt:/OMf(t)dtJrg(x—M).

Como fo t) dt é constante e lim,_. oo £(z— M) = +00, conclui-
se que hmx_,Jroo F(z) = +oc.

1
— >1
oy = d e ||
(@) { 1 selz| <1

Considere:

Neste caso lim, o f(x) =0 e lim,_, o F(z) = +00. Se

1
) = oselr|>1
Flz) = { 1 selz|<1

temos lim, o f(z) =0 e lim, o F(z) = 2.



14. F é continua e diferencidvel em R \ {0} uma vez que éo produto de
duas fungées continuas e diferencidveis em R\ {0}: L e [ f(t) dt (pelo
Teorema Fundamental do Célculo). Em x = 0:

lim — /f alt—hmfO " —hmf() f(0) = F(0)

z—0 x—0

uma vez que f é continua em 0 (onde se usou a Regra de Cauchy e
o Teorema Fundamental do Célculo). Logo, F' é continua em 0. Em
relacao a diferenciabilidade:

iy F@ = FO) _ [ () —2f(0)

z—0 r—0 z—0 IZ z—0 2z

onde se usou de novo a Regra de Cauchy e o Teorema Fundamental do
Calculo. O limite acima existe sse f é diferencidvel em 0 (e neste caso
terfamos F7(0) = @)

15. Da continuidade de u e v, podemos usar o Teorema Fundamental do
Calculo para derivar os seus integrais indefinidos e temos entao

tAxu@yﬁ::Afwﬂdt:>(Awu@)m>'::(vag)ﬁ>/@w4x)zvgg,

Por outro lado, fazendo x = b, tem-se

LZ@m:l%@m:o



