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Solucgoes e algumas resolugoes abreviadas
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mudanca de varidvel z = ¢! < ¢ = logz. Tem-se
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. F (l) = [Fiet dt= [/ 1o(+%) dt. Fazendo a mundanca de varidvel
zl 1 t 1 t s

7, tem-se
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. Considerando a mudanga de varidvel sugerida

P = [ ema=L [ s

que se pode diferenciar usando o teorema fundamental do calculo e o
teorema de derivacao da fungao composta.

. Use a mudanga de variavel y = 1/x.

. Uma vez que, pelo Teorema Fundamental do Célculo, F'(z) = ™™
usando integracao por partes temos

Y
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. a) Usando a continuidade da fungao integranda para justificar a di-

ferenciabilidade de G(x) = fIHT f(t)dt pode derivar-se o integral
e usar a periodicidade da funcao para mostrar que o integral tem
derivada nula, pelo que é constante. Com efeito:
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9. a)

(Note-se que a justificacdo anterior nao é possivel se nao se supuser
que f é continua. No entanto a conclusao continua a ser verdadeira!
é necessario nesse caso usar mudanca de variavel e a aditividade do
integral relativamente ao intervalo de integragao - verifique!).

Se F' é uma primitiva de f e é periddica de periodo T', temos
T
/ ft)dt=F(T)— F(0)=0.
0
Reciprocamente, se fOT f(t)dt = 0 entdo da aliena anterior, temos

G(z) = G(0) =0 < /HTf(t) dt =0 Fz+T)— F(z) = 0.

Logo F' é periddica de periodo T'.

Como a funcio integranda R 3 ¢ — e’ é continua o integral existe
qualquer que seja € R. Como a funcao integranda é positiva e
xr — x? é estritamente crescente para z > 0 o integral é estrita-
mente crescente para x > 0. Como a funcao é par ¢é estritamente
decrescente para z < 0. (Alternativamente, justifique os resultados
de monotonia derivando o integral usando o teorema fundamental
do célculo e o teorema de derivacao da fungao composta; obtém-se
f'(z) = 2ze*" e as mesmas conclusoes seguem com facilidade.)

Como R*\ {1} >t — @ ¢ ilimitada numa qualquer vizinhanga

direita de 1 o integral nao esta definido se ¢* < 1 < x < 0. O
integral estd definido para e* > 1 < x > 0 pois a funcao integranda
¢ nesse caso continua no intervalo fechado definido pelos extremos
do intervalo de integragao. Para x > 0:

1 e’

() = €” =—>0
g(w) elogew x

pelo que a funcao g é estritamente crescente. Um zero ébvio de
g corresponde aos extremos de integracao serem iguais, isto é x =
log 2, sendo portanto g(z) < 0 se z < log2 e g(x) > 0 se z > log 2.

Temos h(z) = z / e dt — / te”” dt. As funcdes integrandas
1 1

2 2 ~ , .
t — e et te'” sdo continuas logo podemos derivar h usando
o Teorema Fundamental do Calculo e a regra de derivacao do pro-

duto: N N
h'(z) = / e dt + ze” — ze” = / e dt.
1 1



10.

11.

12.

a)

a)

Como e’ > 0, para qualquer ¢ € R, temos h'(z) >0 parax > 1e
R (z) < 0 parax < 1, ouseja, h é crescente em |1, +00[ e decrescente
em | — 00, 1], tendo um minimo no ponto 1.

Note-se que

lim —— =1
z—0 x

pelo que a fungao integranda nao ¢ continua. No entanto s6 difere
em 0 da funcao continua f definida por

2z x

. e sex#0,
T) = r

/(@) {1 se x = 0.

Como alterar uma func¢ao num ponto nao altera a sua integrabili-
dade nem o valor do seu integral, a integrabilidade de f implica a
integrabilidade de f em qualquer intervalo limitado sendo os inte-
grais de f e f iguais.

dyp d [* d [*- =
E:@/Of:d_x/of:f(x)'

Note-se que a nao continuidade de f nao permite aplicar o teorema
fundamental do calculo para calcular a derivada do integral inde-
finido de f e tivemos que recorrer a igualdade com o integral de

7.

Note-se que a funcao integranda é nao negativa e continua. Tal
acarreta que o integral vai ser positivo se z > x? (isto é = € |0, 1[),
negativo se r < x? (isto é x € |—o0,0[ U1, +o0[), e nulo se z = x?
(isto é = € {0,1}).

Da alinea anterior decorre que basta estimar o integral para
z € ]0,1[. Para tal note-se que se x € ]0,1] o intervalo de
integracao estd contido no intervalo [0, 1] e af a fungao integranda
pode ser majorada por # O célculo do integral desta tltima
funcao entre 2 e x conduz entao & majoracao pretendida.

(a) Uma vez que f é uma fungao diferencidvel em R, logo continua,

segue do Teorema Fundamental do Célculo e da derivada da fungao
composta que g é diferenciavel em R e

J(z) = f(z* — 4o + 3)(2x — 4).



13.

Como f < 0em R, tem-se ¢'(z) >0 < 2z <4< x < 2. Logo, f
é crescente para x < 2, decrescente para r > 2 e assim f terd um
ponto de maximo em 2. Nao tem mais pontos de extremo uma
vez que é diferencidvel em R e a derivada s6 se anula em 2.

Dado que f < 0, tem-se
gr)=01°-4r+3=02=1 Az =3,

gr) >0’ —4dr+3<0&1<2<3

gr) <0 2*—4r+3>0 < 1Ax >3

Para a concavidade:
g'(x) = f'(z* — 42 + 3) (22 — 4)* + 2f(2* — 42 + 3) < 0,

para qualquer z € R, uma vez que f e f’ sao negativas. Conclui-se
que o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo.

H&4 dois aspectos a verificar. Por um lado, g é majorada
porque é continua e tem um tnico ponto de maximo em 2, logo
g(x) < g(2), para qualquer x € R. Por outro lado, para qualquer
x > 3 temos 22 — 4z + 3 > 0. Segue da monotonia do integral e
de f ser decrescente, uma vez que ' < 0, que f(t) < f(0), para
0<t<a?—4x+3eque

w= [ rwas [T 0w = 106 - 1)
r) = = r° — 4x :
g 0 —Jo
Logo, como f(0) < 0,

lim g(r) < lim f(0)(z® — 4z + 3) = —o0,

T——+00 T—+00

e g nao é minorada.

Como a funcéo integranda t — <2t tem dominio R\ {0} e é
continua no seu dominio, serd integravel em qualquer intervalo

limitado que nao contenha 0. Como z e 3z tém sempre o mesmo
sinal, temos Dy = R\ {0}.

Fazendo a mudanga de variavel u = —t temos
-3z 3z
t —
f(—2) :/ %dt:/ cos(=u) 1y gy
—x T —u

3x
:/x Cozudu:f(:v).

Logo f é par,



(b)

(c)

f ¢ diferenciavel uma vez que t —
Fundamental do Célculo). Temos

, cost cos t cos3r  cosw
= —dt — 3 —
7() ( / | = ) S

CcosS3x — coSx

Y

cost é continua (pelo Teorema

xz

em que tomamos a > 0, para x > 0, e a < 0, para x < 0.

Como cos é decrescente em |0, 7|, temos que para 0 < 3z < m,
3x—

cos(3z) < cosz, logo f'(x) = “*==% < O para 0 < z < %,

ou seja f ¢ mondtona decrescente em |0, Z[. Por outro lado, para

x>0,

3z 3z 3z
t t 1
/ %dt‘ / ‘C‘(;S’ ’ dt < / ;dt _ [logt]ix = log 3.

Logo f ¢é limitada em |0, £[C]0, +o0].

Conclui-se que existe f(01) = lim, g+ f(z). Como f é par, existe
também f(07) = f(07), logo existe lim,_o f(x).

g(—x) = f fo

é par.

1)du = —g(x), notando que ¢

Para x # 0 temos do Teorema Fundamental do Célculo

1—cosz
A
Em z =0:
— a0 r ) dt 1—cosx 1
¢ (0) = lim M — limM — lim —2> — .
2—0 T z—0 T z—0 1 2

(Alternativamente, poderiamos considerar a fungao é(x) = ¢(x),
- 1

para x # 0 e ¢(0) = lin% o(z) = 5 que é continua em R, e aplicar

o Teorema Fundamental do Célculo a ¢ em R - ver Ex. 10.)

¢'(z) > 0 para qualquer z € R e

g(x)=0&cose=1Nx#0s x=2km keZ)\ {0}



(d) Como g é impar, é suficente considerar z > 0. Temos que g é
limitada em qualquer intervalo [0, a|, @ > 0, uma vez que é continua
(decorre da continuidade do integral indefinido de qualquer fungao
integravel). Para x € [a, +0o[ podemos majorar g(z) por

92 2
gla) + == g(a) — - +2a < g(a) + 2a.
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b) ¢'(x) = Tra7 log ., para x> 0.

c) Tem—se(H e > 0 para qualquer x > 0, logo ¢'(z) > 0< = > 1, ou
seja, ¢ é crescente em |1, 00| e decrescente em |0, 1[.
Tem-se ¢(1) = 0. Se existisse ¢ # 1 tal que ¢(c¢) = 0, entdo,
do Teorema de Rolle, existiria um zero de ¢’ entre 1 e ¢. Como
¢ (x) # 0 para z # 1, temos que 1 é o tinico 0 de ¢.

16. a)
b) f01(4a: —x)dx + f12(4a: — %) dz =12
¢) a(loga—1)+1

82
17. a) A =2 (9 — 2% — 2%) dz = 18V/2,
0

b) A= 2/01(\/2 — ) \/41—33 d:c+2/ V202 —zdx




18.

19.

20.

21.

22.

De % +y = ltemosy = +£4/1 — Z-. A drea fica (fazendo a substituigao

T = QSent).

—4/ \/1——dx—4/ 2 cos? t dt

:4/ (cos2t +1)dt = 4[—§sen2t+t} = 2.
0 0

As duas curvas intersectam-se em (—1,v/3) e (—1,/3)(verifique).
Temos

[ () a2

(Faga a substituigdo x = 2sent para primitivar /4 — z?2).

! T 1 i
A= arctgr = — — 5 log 2 (verifique!)
0

=~

1 2
1
A:/O (arctgx—f—(jx) dm—i—/l (%—%ﬁ) dx:—§10g2+g.

As curvas intersectam-se nos pontos (1,0) e (e,1), e para = € [1,¢],
log z > log® z. Temos
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