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Solucoes e algumas resolugoes abreviadas

1. a) Limitada.  b) Limitada. ¢) Nao majorada, ndo minorada. d)
Minorada, nao majorada.  e) Limitada. ) Nao majorada, nao
minorada.  g) Limitada.

2. a) Decrescente.  b) Nao mondtona.  ¢) Nao monétona.  d) Nao
mondétona.  e) Crescente (estritamente).  f) Nao mondtona.  g)
Crescente (estritamente).

3. b) Seja e > 0. Como, para ¢ < 1,
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escolhendo um p € Ny tal que p > M% — 1, tem-se, para qualquer
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Se € > 1, entao necessariamente, n+ﬂ < 1 < ¢ e, portanto esta
implicacao é sempre valida. Demonstrou-se assim que

n2

v5>03pEN1VnEN1 n>p =

n2+1—1‘<5.

c) Para qualquer a € R, mostra-se que (u,) nao converge para a.
Tome-se € > 0 com a + € > 0, entao

n2>a+6<:>n>\/a+e.

Para qualquer ordem p € N, existe n € Ncom n > pen > +va+e,
e neste caso, temos

n>pAn*>a+e=n>pAn®¢la—ea+te

Logo, existe ¢ > 0 tal que para qualquer ordem p € N, podemos
tomar n > p com n? ¢ V.(a), ou seja, u, nao converge para a.



4. a) Dado ¢, tome-se p € N tal que p > % — 1. Para n > p, tem-se
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\/ﬁ' Para n > p, tem-se

b) Dado ¢, tome-se p € N tal que p >
‘—”‘2_1 — 1‘ < €.

o
~—
Ja—
~—
w
B
=
=
~—
—_
)
~—
=
=
~—
=
—
~—
S
W—
S |
S
+
[
S
=)

a) (un) =

b) (un) =5

c) (un) = (= U,

@(%J=1+( W,

&) (1) = byt

£) (un) = 2.
i) A sucessao de termo geral u,, = n + 1.
)

Nao existe, porque qualquer sucessao de termo geral u,, € B sa-
tisfaz 0 < u,, < 1, paran = 1,2,..., sendo portanto limitada, e
toda a sucessao monétona e limitada é convergente.

(iii) A sucessdo de termo geral u, = %: para cada n € Ny, u,, € B e,
no entanto, u, — 0 ¢ B.

(iv) Nao existe. Para cada a € B existe uma vizinhanga V.(a) C B.
Ora, em tal vizinhanca nao existem termos u, e, portanto, nao
pode ocorrer u,, — a.

(v) Nao existe. Se existisse, essa sucessao seria um exemplo de uma
sucessao satisfazendo as condi¢oes de (iv), o que contradiria a
conclusao anterior.

(vi) A sucessdo constante de termo geral u,, = v/2 — 1. De facto, para
n=12...,u, € Celimu, =v2—-1<+2.

9. Sejam a,r € R, e (u,), (v,) sucessoes tais que u; = a, Upi1 =T + Uy €
V1 = A, Upny1 = T'Up.



a)

b)

c)

10. a)

Mostrar que u, = a+ (n— 1)r e v, = ar" ', n € Ny:

Vamos considerar sé a progressao aritmética (uy,):
-n=1Lwy=a=a+(1-1)r.

— Hipétese de indugao: w, = a + (n — 1)r, para certo n € Nj.
Queremos ver que u,y1 = a + nr. Entao, por hipotese,

Upi1 =T+ U, =7T+a+ (n—1)r=a+nr

(i) (w,) mondétona crescente: em geral, u, 1 — u, = r, logo (u,)
serd mondtona crescente sse r > 0, com a qualquer (se r = 0,
(u,) é a sucessdao constante igual a a). Por exemplo, u; = 1,
Upt1 = 3 + Up.

(ii) (u,) mondtona decrescente: r < 0, a qualquer. Por exemplo,
Uy =1, Upp1 = —3 + .

(iii) (v,) mondétona crescente: em geral, vy, 1 — v, = ar” —ar™! =
ar"'(r —1). Logo, (v,) serd mondtona crescente sse a >
OAT>1oua<0A0<r<1(ser<0,r" ! muda de sinal,
e (vp) ndo é monétona). Por exemplo, v1 = 2, v,y = 3uy,
V1= —2, Upy1 = %vn,

(iv) (v,) nao seja mondtona: de (iii), (v, ) ndo é mondtona sse r < 0
(a qualquer). Por exemplo, v; = 2, v,11 = —3v,.

(un) ndo é limitada: temos, por a), u, = a + (n — 1)r, logo dado
b € R qualquer, para r > 0,

a
U, >bsn> +1

r

e portanto (u,,) ndo é majorada. Se r < 0, (u,) nao sera minorada.
Quanto a (vy,), de a), v, = ar"~!, logo (v,) serd limitada/convergente
sse 7! for limitada/convergente, ou seja, serd limitada para —1 <
r < 1, convergente para —1 < r < 1, a qualquer.

u, < 2 para qualquer n € N:

Para n = 0 temos ug = 1 < 2. Supondo u, < 2 para um certo
n € N, consideremos ,1:

=2.

N DO

=14 <1+

Por inducao conclui-se que u,, < 2 para todo o n € N.



12.

13.

b) (u,) é uma sucessao crescente:
Com n > 0 e tendo em conta a alinea (a):

Uy, Uy,
un+1—un:1+7—un:1—?21— =0

N DO

e portanto (u,) é uma sucessao crescente.

c) De (a) e (b) decorre que (u,) é crescente e majorada, pelo que é
convergente. Da definigao de (u,), e uma vez que sendo (u,41) uma
subsucessao de (u,), teremos (u,y1) convergente com limu,; =
lim u,,, segue que

lim u,,

2
Resolvendo a equacao em ordem a lim u,,, obtém-se

limu, =1+

lim 1,
MU S limu, = 2.

limwu,, —

Notemos que, se z > 1, entao 0 < i < 1le, portanto 1 < 2—§ < 2. Como
uy > 1, concluimos que 1 < uy < 2. Por outro lado, se, como hipétese de
inducao, considerarmos 1 < u,, < 2, entao, usando o mesmo argumento
concluimos que 1 < u,41 < 2. Provamos assim que V,en, , 1 < u, <2, e
que, portanto, a sucessao é limitada.

22 1 —1)2
Como un+1—un:2—ui—un:—“n Unt :_(“"u ) < 0, dado que,

n Un n
como vimos u, > 1, concluimos que u,, é decrescente. Logo a sucessao é
mondétona e limitada e, portanto, convergente.

Seja | = limu,,. Entao, dado que lim u,; = lim u,,, temos

1 1
limun+1zlim<2——> & l:2—7 & =1,

Up

Seja (uy,,) a sucessao definida por recorréncia por u; = 1, U1 = /2 + up.

a) 1 <wu, <2, paran € Ny:
-n=1:u; =1,logo 1 <wu; <2 éuma proposicao verdadeira.
— Hipétese de indugao: 1 < u,, < 2, para certo n € N;. Queremos ver

que também 1 < u,, 1 < 2. Como u, 1 = v/2 + u,, usando a hipdtese
de inducao temos

V24 1< Un1 < V2428 V3 < tpy1 <2=1 < gy < 2.



b)

c)
d)

(u,) é crescente: vamos usar indugdo matemadtica para mostrar que
Upi1 > U, para qualquer n € Ny.

—n=1 u =1, uy = V2+ 1 = /3, logo uy > u; é uma proposicao
verdadeira.

— Hipdtese de inducao: u,41 > u,, para certo n € Ny. Queremos ver
que também wu, o > Uyy1. Temos w19 = /2 4+ Upi1, €, de Uy > Up,

vem que /24 U,11 > 2+ u,, ou seja, que Upyo > Upii, COMO
queriamos mostrar.

(u,) é mondtona crescente e limitada, logo convergente.

Seja | = limu,,. Entao, dado que lim u,,,; = lim u,,, temos

limu, =limv2+u, Sl=V2+IlaP=2+IANI1>0c1=2.

14. Como u, > 0, para qualquer n € N, tem-se “ < 1 & upqy < Uy,

15.

para qualquer n, ou seja, (u,) é (estritamenge) decrescente. Por
outro lado, (u,) ¢ minorada (uma vez que u, > 0 para qualquer n).
Logo é convergente.

De |z, — yn| < %, para qualquer n € Ny, temos que vy, — % <z, <
yn—l—% S>y—1<z, <y+l1=>a—-1<x,<b+1,emquea,beR
sao tais que a < y,, < b, para qualquer n € N;. Logo (x,) é limitada.
Como é mondtona, serd convergente.

De xn—% < Yp < :L‘n-f—%, e limxn—i—% = limxn—% = lim z,,, conclui-
se do critério das sucessoes enquadradas, que (y,) é convergente e
limy, = limx,.



