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1. (Exercicio 3.18 de [2]) Suponha que para todo o n € Ny, a fungao f

verifica a condigao
1 1
n n

Se existirem os limites laterais f(07) e f(0") quanto valerd a sua soma?
Se existir lim,_o f(x) qual serd o seu valor? Justifique as respostas.

2. (Exercicio 3.26 de [2]) Considere f : R — R, definida por

) = T gy,

onde d : R — R designa a fun¢ao de Dirichlet.

a) Indique o contradominio de f. A func@o é majorada? E minorada?
b) Estude lim, . o f(z) e lim,_ ;o f(2).

¢) Em que pontos é f continua?
3. (Exercicio 3.27 de [2]) Seja f : R — R, continua no ponto 1, dada por

0, sexr < —1,
f(z) =4 arcsenz, se —l<z<1,
Ksen(%x), sex>1.

a) Determine K .

b) Estude f do ponto de vista da continuidade.

c¢) Indique o contradominio de f e se tem supremo, infimo, méximo,
minimo.

d) Quais sao os limites lim, ., o, f(z) e lim,_, ., caso existam?
4. (Exercicio 3.34 de [2]) Considere a fungao ¢ : R — R definida por:

arctg% se x <0
p(x) = .
l1+e ™ sex >0

a) Mostre que ¢ é continua em qualquer ponto de R\ {0}.

b) Calcule os limites laterais de ¢ no ponto 0, e indique, justificando,
se ¢ é continua, continua a direita ou continua a esquerda nesse
ponto (por definicdo, uma funcao é continua a esquerda (direita)
num ponto a do seu dominio D sse a sua restrigao a | — co,a] N D
(la, +00[ND) é continua em a).



¢) Calcule lim, 4 p(z) € lim,—,_o p(x).

d) Indique, justificando, o contradominio de ¢.

5. (Exercicio 3.29 de [2])

a) Estude, quanto a continuidade em cada ponto do seu dominio, as
fungoes definidas em R \ {0} pelas féormulas:

1 1 1
= T 22 = - — .
o) =e 2, Y(x) = xsen s

b) Indique, justificando, se cada uma das fungoes ¢ e ¥ é prolongével
por continuidade ou descontinua no ponto 0.
c) Mostre que ¢ e 1 sao fungoes limitadas.

6. (Exercicio 3.32 de [2]) Considere a funcdo f definida (no conjunto dos

. ~ \/5 . ,
pontos para os quais a expressao -7 designa um nimero real) pela
férmula

fz) =

r—1
a) Indique, sob a forma de uma reuniao de intervalos disjuntos, o
dominio de f.

b) Calcule
lim f(x) lim f(z) lim f(z).

T—+00 T—1- r—1+t
c¢) Justificando a resposta, indique o contradominio de f.

d) Dé exemplos de sucessoes (u,) € (vy), de termos no dominio de f
tais que (u,) e (f(v,)) sejam convergentes e (v,) e (f(u,)) sejam
divergentes.

7. (Exercicio 3.33 de [2]) Considere as fungoes f e g definidas em |0, +00]
pelas expressoes

1
f(z) =loglog(1 + x) g(z) = /x - sen =
a) Estude f e g quanto a continuidade.
b) Calcule lim, o f(x) e lim, ., g(z).

¢) Indique, justificando, se cada uma das fungoes é prolongavel por
continuidade ao ponto 0.

d) Indique, justificando, o contradominio de f.

8. (Exercicio 3.36 de [2]) Seja f, a funcao real definida por,

f(x):{—eals, sex <0,

logﬁ, sex > 0.



10.

11.

12.

13.

a) Calcule lim,_,_, f(x) e lim, ., f(2).

b) Justifique que f é continua em todo o seu dominio.

¢) Mostre que f é prolongédvel por continuidade ao ponto 0.

d) Sendo ¢ a fungdo que resulta de f por prolongamento por

continuidade ao ponto 0, justifique que g tem maximo e minimo
em qualquer intervalo da forma [—e,e], com ¢ > 0. Indique,
justificando, o valor de max{g(x) : = € [—¢,¢]}.

(Exercicio 3.40 de [2])

a) Sendo g : [0, 4+00[— R continua no seu dominio, mostre que a funcao

p(z) = g(1—2?)

tem maximo e minimo.

b) Se na alinea a) considerdssemos g definida e continua em |0, 4+o00]
poderiamos continuar a garantir para ¢ a existincia de maximo e
minimo? Justifique.

(Exercicio 3.43 de [2]) Sejam a,b € R e g :]a,b[— R uma funcao
continua em |a, b tal que

lim g(z) = —lim g(z) = —oc0.

r—a r—b

Mostre que existe uma e uma s6 fungao continua h definida em [a, b]
tal que
h(x) = arctglg(z)?), @ €la,b]

e determine o seu contradominio. Justifique a resposta.

(Exercicio TI1.11 de [1]) Mostre que a equagao sen®z + cos®> x = 0 tem
pelo menos uma raiz no intervalo |0, 7].

(Exercicio II1.15 de [1]) Considere uma fungao f, continua em R, e
suponha que existem e sao finitos os limites lim, o, f(z) e lim,_._, f(x).

a) Prove que f é limitada.

b) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique
justificando, o maximo da funcao

(Exercicio IV.1 de [1]) Calcule as derivadas das fungoes:

a) tgr —x,

x+4cosx
b) l—senx’



14. Derive:

sen sen T
senx ’

e) (arctgx)

arcsenx

15. (Exercicio IV.3 de [1]) para cada uma das seguintes fun¢oes determine
o dominio de diferenciabilidade e calcule as respectivas derivadas:

Outros exercicios: 3.19, 3.21, 3.22, 3.23, 3.28, 3.34, 3.37, 3.38, 3.42 de [2].
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