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Solucoes e algumas resolugoes abreviadas

1. Se existirem os limites laterais f(07) e f(01), temos
lim f (—%) = f(07), lmf <%) = f(0%).

Entao,

n

f( 1)+f(%)=1;»f(0—)+f(0+)=1.

Se existir lim, .o f(x), temos f(07) = f(0") = lim,_o f(z). Como
f(07) + f(0F) =1, temos 2lim,_¢ f(z) = 1 & lim,_¢ f(z) = 2

5.
2. f:R—R,

Ty

fla) =2

() =

a) Para z < 0, temos f(z) = 0, logo f(] — 00,0]) = {0}. Para z >
0 temos f(z) = 0,se z € Qe f(x) = xsex € R\ Q. Logo
f(0,4c[={0} U {z e R\Q : z >0} = {0} U RT\ Q. Assim,
fR)={0} URT\ Q.
A fun¢ao nao é majorada, uma vez que R \ Q nao é majorado, é
minorada por 0.

b) lim, o f(x) =lim, o, 0 =0;
lim, 400 f(2) ndo existe: se z, = n entdo f(z,) = 0, se y, = V2n
entdo f(y,) = v2n — +oo.

c¢) f continua para x < 0 (ver Ex.5).

0, sexeQVvVar<O,
z, sex>0NeER\Q.

3. f:R — R, continua no ponto 1, dada por

0, sex < —1,
f(z) = ¢ arcsenz, se —l<z<l1,
Ksen(%x), sex>1.

a) Como f é continua em 1, temos f(1) = f(17) = f(17). Temos
f(l)=Ke

f(17) = lim f(z) = lim arcsenx = g

r—1— r—1—

Logo K = 7.



b)
c)

d)

4. ¢

a)

f é continua em R\ {—1} (justificar!)

A partir dos contradominios de arcsen e sen temos
JR) = f(l—o0,=1]) U f(] = 1,1]) U f([1,+o0])
T T T
- wul-55lvl53) =133

lim, ,_o f(z) = 0; lim,_;, no existe (justificar!).

: R — R definida por:

arctgl  sex <0
_ x
p(z) = -

1+e sex > 0
Para a > 0: ¢ ¢é continua em a uma vez que numa vizinhanca de
a é dada pela funcio 1 + e!=%, que é continua por ser dada pela
composicao de fungoes continuas. Para a < 0: ¢ é continua em a
uma vez que numa vizinhancga de a é dada pela funcao arctg %, que
é continua (em R\ {0}) por ser dada pela composi¢ao de fungoes
continuas nos seus dominios.

e(07) =lim, o+ 1+ =1+e

©(07) = lim,_o- arctgi =-7.

Como ¢(0%) # ¢(07), ¢ nao é continua em 0. Mas ¢(07) = ¢(0),
logo ¢ é continua a direita em 0.

lim, oo p(z) =lim, 4o 1+ €77 =1,

lim, o @(x) = lim,_,_ arctgi =0.

©(R) = p(Joo,0]) U ([0, +o0[) = }0, —%[ U], 1 + €] (justifique!).

—  é dada pela composicao de fungoes continuas nos seus dominios:
a fungao exponencial, continua em R e —=, continua em R\ {0}.
Logo ¢ é continua em R\ {0}.

— 1 é dada pela diferenca de duas funcoes: :L‘SGII% e cos%. As
fungdes sen < e cos 2 sao continuas em R\ {0}, uma vez que sdo
dadas pela composicao de fungoes trigonométricas, continuas em R,
e =, continua em R\ {0}. Logo, zsen = e cos< sdo continuas em
R\ {0} e ¢ também o sera.

¢ e 1 sdo prolongdveis por continuidade a 0 sse existir (em R)
lim, o p(z), e lim, o1 (x), respectivamente. Para ¢:

lim p(z) = lim e = lim e’ =0.

z—0 x—0 Yy——00

Logo ¢ é prolongéavel por continuidade a 0. Quanto a :
— lim,_ox sen% = 0, uma vez que para qualquer sucessao (x,) com
T, — 0, temos

limx, sen — =0
Iy



6. a)
b)

c)

por ser o produto de um infinitésimo por uma sucessao limitada.
Por outro lado,

— 1 115 i -1 -1

lim, o cos 5 nao existe, uma vez que para In = z,— € Yn = Gy

tem-se limz, = limy, = 0 e limcos —xl = limcos(2nm) = 1 e
n

lim cos o= = lim cos((2n + 1)7) = —1.

Logo lim,_. ¢(z) nao existe e ¥ nao é prolongavel por continuidade
ao ponto 0.

—p(z) > 0, uma vez que a fungao exponencial é sempre positiva. Por
outro lado, —m% < 0, logo como a funcao exponencial é crescente,
temos e 37 < ¢® = 1. Conclui-se que 0 < ¢(z) < 1, e ¢ é limitada.
— Para : cos% é limitada, com —1 < cos% < 1. Quanto a x sen %,

temos

. 1 . sen:t  seny
lim zsen — = lim = lim =
r——+00 €T r—+00 p yﬁo-&- Yy

1

e da mesma forma lim,_,_, z sen i = 1 (alids, a funcao é par). Logo,
como existem em R, os limites em +oo e —00, existe a > 0 tal que
Y é limitada em [a, +oo[ e em | — 00, —al]. Para x € [—a, a], temos

1
xsen—‘ <|z| =
T

1
rsen —| < a.
T

Logo ¢ é limitada em R. (Alternativamente, como v é prolongével
por continuidade a 0, o Teorema de Weierstrass garante que o seu
prolongamento continuo terd méximo e minimo em [—a, al, logo sera
limitado e 1, por consequéncia, também.)

D={zeR:z2>0ANzx—-1%#0}=10,1[U]1,+o0].

z—l>r—|¥loo f(x) z—1>r—Poo rz—1 I—IFEOO 1-— %

lim f(x)= lim Ve = —00.

r—1— z—1- 2 — 1

: T
AP = Ty T

f(D) = f([0,1) U F (1L, +-00]).

— f([0,1[): se x € [0,1], entdao x — 1 < 0 e assim f(z) < 0, ou seja
f(]0,1]) C] =00, 0]. Por outro lado, como f(0) =0 e lim, ;- f(z) =
—o00, e f é continua no seu dominio (por ser o quociente de fungoes
continuas), do Teorema do Valor Intermédio temos que | — 0o, 0] C
([0, 1]). Logo, f([0,1]) =] — 00, 0].

— f(J1,400]): se z €]1,+o0[, entao f(x) > 0, ou seja f(|1,+o0]) C
10, +00[. Como f é continua em |1,+o0[, e lim, .1+ f(x) = +oo,



d)

lim, o f(z) = 0, temos de novo pelo Teorema do Valor Intermédio,
que J0, +00[C f(]1, +oo). Logo, f(]1, +oc[) =0, +o0].
Conclui-se que f(D) = R.

— (u,) convergente com (f(u,)) divergente: qualquer sucessao no
dominio de f com u, — 1, por exemplo, u, = 1 —% —1le f(u,) —
—00.

— (v,) divergente com (f(v,)) convergente: qualquer sucessao no
dominio de f com v, — 400, por exemplo, u, = n — +o0 e

f(u,) — 0.

f e g sdo continuas no seu dominio, |0, +00[, por serem dadas pela
composicao e produto de funcoes continuas nos seus dominios.

lim, o0 f(2) = 400, lim, 400 g(x) =0

lim, o f(x) = —o0, logo f nao é prolongédvel por continuidade a 0;
lim, o g(x) = 0, logo g é prolongédvel por continuidade a 0.

Como f é continua em R e lim, o f(z) = —o0, lim,— o f(z) =
+00, temos do Teorema do Valor Intermédio, que f(D) = R.

(Alternativamente, = €]0, +oo[< 1+ x €]1, +oo| e log(]1, +o0]) =
]0, +oo[. Logo, f(D) = log(J0, +o0[) = R.)

1

lim, . o f(z) =lim, ., —ez = —1.

. . 1

lim, 400 f(2) = lim, 1o log 7 = —00.

Em a > 0: f é continua em a uma vez que, numa vizinhanca de a, f
¢ dada pela funcao log —1, que é a composta de funcoes continuas

14227
nos seus dominios e portanto continua no seu dominio.

Em a < 0: f é continua em a uma vez que, numa vizinhanca de a,
) ~ 1 ) - )

f é dada pela funcao —e=, que é a composta de fungoes continuas

nos seus dominios e portanto continua no seu dominio.

Temos
1
li = lim 1 =log(l) =0
g S0 = i o8 1 = sl
lim f(z)= lim —er =0.
z—0~ z—0~

Logo existe lim, .o f(z) = 0 e f é prolongével por continuidade a 0.

Se g é o prolongamento por continuidade de f a 0, ou seja,

1
—ew sex <0,
glx) =< 0, sex =0,
logﬁ, sex > 0.

entao ¢ é continua em R (é continua em 0 por defini¢ao, e é continua
em R\ {0} porque f é). Logo, do Teorema de Weierstrass tera
méaximo (e minimo) em qualquer intervalo limitado e fechado. Em
particular, em qualquer intervalo [—¢, €], com € > 0.



Como —er é crescente (a exponencial é crescente, % é decrescente,
logo e+ é decrescente), temos para z € [—¢, 0] que g(z) < g(07) = 0.
Por outro lado, log ﬁ ¢ decrescente (o logaritmo é crescente e a2
é decrescente), logo para z €]0, €], g(x) < ¢g(07) = 0. Conclui-se que
maXge[—¢q g(r) = g(0) = 0.

9. a) A fungao ¢ é continua no seu dominio D = {x € R : 1 — 2% €

10.

[0, +00[}, uma vez que é dada pela composigao de fungées continuas
nos seus dominios. Temos

1-2’€[0,+ofel-2">0e <1l ze-1,1]

ou seja, D = [—1,1]. Como D é um intervalo limitado e fechado,

o Teorema de Weierstrass garante que ¢ tem maximo e minimo em
D.

b) Nao. Neste caso, o dominio de ¢ seria ]—1, 1[. Tomando uma funcao
g ilimitada numa vizinhanca de 0, terfamos que ¢ seria ilimitada
em vizinhangas de —1 e 1. Por exemplo, se g(z) = log(z), entao
lim, ;- p(x) = lim,_, 1+ ¢(z) = —o0.

Seja ¢ :]a, b[— R uma fungao continua em |a, b, a,b € R tal que

lim g(x) = — linig(x) = —o0.
Queremos ver que existe uma e uma sé funcao continua h definida em
[a, b] tal que

h(x) = arctglg()?), = €]a, b

Entao, para x €la, b], a fungao h ji esta definida, de forma tnica, pela
férmula acima, ou seja, definimos h(z) = arctglg(z)?]. Para x = q,
como h é continua em a, temos necessariamente

h(a) = Tim_arctglg(x)?] = lim_arctgy = 7,

z—at y—+o0

e da mesma forma

h(b) = lim arctg[g(r)?] = lim arctgy = g

r—b~ y—-+00

Para determinar o contradominio de h, determinamos primeiro o con-
tradominio de ¢g: uma vez que g é continua em |a,b[ e lim,_, g(z) =
—00, lim, ., g(x) = 400, tem-se do Teorema do Valor Intermédio que
g(Ja,b]) = R. Conclui-se que o contradominio de g2 é [0, 400 e por-
tanto

h(]a, b)) = arctg([0, +-00]) = [o, g [

Como h(a) = h(b) = Z, temos entdo que h([a,b]) = [0, Z].



11. Paraz = 0, temos sen® 0+cos®> 0 = 1 e para z = 7, sen® m+cos®> 7 = —1.
Se f(x) = sen®x + cos® x, entao f é continua porque é dada pela soma
e produto de fungoes continuas e f(0) =1 > 0, f(7) = —1 < 0, logo,
pelo Teorema do Valor Intermédio, existe = €]0, 7| tal que f(z) =0 &<
sen® x + cos® z = 0.

12. Seja f continua em R tal que existem e sdo finitos lim, ., f(x) e
lim, ., f(z).

a) Como existe (em R) lim, ., f(z), temos que f é limitada numa
vizinhanga de +00, ou seja num intervalo [b, +oo[, para algum b € R.
Da mesma forma, f serd limitada num intervalo | — oo, a| para algum
a € R.

Por outro lado, por ser continua, o Teorema de Weierstrass garante
que f é limitada em [a, b]. Logo é limitada em R.

b) Para g(x) = m, temos g(z) < 1leg(x) =1 < f(x) = 0.
Agora, se o produto dos dois limites indicados é negativo, ou seja,
se os limites indicados tém sinais diferentes, entao existe um ponto
c tal que f(c) = 0: existem a,b € R tais que f(a) > 0e f(b) <0
logo como f é continua o Teorema do Valor Intermédio garante que
existe ¢ tal que f(c¢) = 0. Temos neste caso g(¢) = 1 = max g(x).

13. a

(tgr —2) = L — 1 =tg?x,

o

z+cosz )’ cos z(z+cos x)
( ) =1+ (1—senzx)?

arctg x

1422

)
)
C) (earctgzz’)/ —
) (elog2 w) 210“ elog%, para x > 0,
) ( enz-cosz-tgr) = (sen’z) = 2senzcosx = sen2x, para T #
5 + k,
(22(1 +logx))' = 32 + 2z log z,
( — sen(arcsen )

!/
cosarcsenzx) = = = 7=

(log z)) = (elog((logx)”))’ = (emlog(logfﬂ))' = (log x)* <log(log r) + @),
)

sean )

( sen2z\/ _ (esenQ:zlogx)l sen 2z (

x =x 2cos2xlogx +

S e (R

/
1 _ e’
k) \/1*6’“> T o(1—er)d

14. a) (arctgz® — (arctgz)?) =

423 4arctg®
1+28 1422

b) ((senz)*) = (e*'#%*) = (logsen x 4 LLBL)vlogsen
= (logsenx 4 Z2=%)(sen x)".

¢) (loglogz) = mligm.




d) ( sen sen x ) ! _ cos(sen ) cos x sen z—sen(sen x) cos x
sen sen? )

) ((aretga)™™n7) = (arctg)reoens (Reactse 4 —wmams )

15. a) f(z) = z|x| é diferencidvel em R\ {0} por ser o produto de duas
funcoes diferencidveis em R\ {0}. Em z = 0, temos

. xlz| =0 .
(0)=1 =1 =0
Jal0) = lim == i
. xlz] =0 .
fo(0) = lim ——— = lim —z

Como f4(0) = f/(0), a fungdo é também diferenciavel para z = 0,
ou seja é diferencidvel em R, com derivada f'(z) = 2z, se z > 0,
f(0)=0, f'(x) = —2z,se x < 0.

b) f(x) = e l*l ¢é diferencidvel em R \ {0} por ser dada pela com-
posi¢ao da funcdo exponencial que é diferenciavel em R e |z|, que é
diferencidvel em R\ {0}. Em = = 0, tem-se f;(0) =1e f.(0) = —1
(justifique!), logo f nao é diferencidvel em 0.

¢) f(z)=log|x| é diferencidvel no seu dominio, R\ {0}, por ser dada
pela composicao de log, que é diferencidvel no seu dominio R* e ||
que ¢ diferencidvel em R\ {0}.

d) f(z) = e*~1?! ¢ diferencidvel em R\ {0} (como em b)). Em z = 0,
f7(0) =0, f(0) =2 (justifique!), logo f nao é diferencidvel em 0.



