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1. (Exerćıcio 4.9 de [2]) Determine o domı́nio, o domı́nio de diferenciabi-
lidade e calcule a derivada das seguintes funções:

a) log(x sh x) (ver Ex. 11),

b) arcsen(arctg x),

c) ex

1+x
.

2. Calcule, se existirem, as derivadas laterais no ponto 0 da função f :
R → R dada por

f(x) =


x

1 + e1/x
se x 6= 0

0 se x = 0.

3. (Exerćıcio 4.2 de [2]) Determine as derivadas laterais no ponto 0 da
função f cont́ınua em R e cujos valores para x 6= 0 são dados por

f(x) = x
1 + e

1
x

2 + e
1
x

, x 6= 0.

4. Considere a função f : R → R definida por

f(x) =

 x2 sen( 1
x
) se x 6= 0

0 se x = 0.

a) Justifique que f é diferenciável em R/{0}, calcule f ′ para x 6= 0 e
mostre que limx→0 f ′(x) não existe.

b) Justifique que f é diferenciável no ponto 0 e calcule f ′(0).

5. Sejam f e g duas funções em R tais que f é diferenciável em R , verifica
f(0) = f(π) = 0, e g é dada por g(x) = f(sen x) + sen f(x). Obtenha
o seguinte resultado:

g′(0) + g′(π) = f ′(0) + f ′(π).

6. Seja f : R → R, diferenciável. Calcule (arctg f(x) + f(arctg x))′.



7. Sendo g : R → R uma função duas vezes diferenciável, considere a
função ϕ :]0, +∞[→ R definida por ϕ(x) = eg(log x). Supondo conheci-
dos os valores de g, g′ e g′′ em pontos convenientes, determine ϕ′(1) e
ϕ′′(e).

8. Sendo f : R → R tal que f(x) = x4e−x para todo o x, e sendo g : R → R
diferenciável, calcule (g ◦ f)′(x) em termos da função g′

9. Seja g : R → R uma função vezes diferenciável e estritamente monótona,
com g(0) = 2 e g′(0) = 1

2
. Considere f : [−1, 1] → R dada por

f(x) = g(arcsen x).

a) Justifique que f é diferenciável em ]− 1, 1[ e calcule f ′(0).

b) Justifique que f é injectiva e, sendo f−1 a sua inversa, calcule
(f−1)′(2).

10. (Exame de 14-6-06) Considere uma função f : R →]− 1, 1[ uma função
vezes diferenciável e bijectiva, tal que f(2) = 0 e f ′(2) = 2. Seja g a
função definida por

g(x) = arcos(f(x)).

a) Justifique que g é injectiva e diferenciável e, sendo sendo g−1 a
função inversa de g determine g′(2) e (g−1)′(π

2
).

b) Determine o domı́nio de g−1 e justifique que g−1 não tem máximo
nem mı́nimo. Será g−1 limitada ?

11. As funções seno hiperbólico e coseno hiperbólico definem-se da forma

sh(x) =
ex − e−x

2
ch(x) =

ex + e−x

2
.

a) Deduza as igualdades (comparando-as com as correspondentes para
funções trigonométricas):

i) ch2 x− sh2 x = 1

ii) sh(x + y) = sh x ch y + ch x sh y

iii) ch(x + y) = ch x ch y + sh x sh y

iv) sh(2x) = 2 sh x ch x

v) ch(2x) = ch2 x + sh2 x

b) Verifique que a função sh é ı́mpar, e a função ch é par.

c) Calcule limx→+∞ sh x, limx→+∞ ch x, limx→−∞ sh x, limx→−∞ ch x.

d) Estude sh x e ch x quanto à continuidade e diferenciabilidade. Cal-
cule (sh x)′ e (ch x)′.

e) Estude sh x e ch x quanto à intervalos de monotonia e extremos e
esboçe os respectivos gráficos.



f) As funções inversas das funções hiperbólicas sh x e ch x designam-se,
respectivamente por argsh e argch, isto é, x = sh y sse y = argsh x,
y ∈ R, e x = ch y sse y = argch x, y ∈ R+. Deduza

argsh x = log(x +
√

x2 + 1) argch x = log(x +
√

x2 − 1)

Calcule (argsh x)′ e (argch x)′.

12. (Exerćıcio 4.27 de [2]) Seja f : ]0, 1[ → R uma função diferenciável tal
que

f

(
1

n + 1

)
= 0, para todo n ∈ N1.

Diga se cada uma das seguintes proposições é verdadeira ou falsa. Jus-
tifique as respostas.

a) Para qualquer n ≥ 2, a função f tem necessariamente máximo no
intervalo [ 1

n+1
, 1

n
].

b) A função f é necessariamente limitada.

c) A função f ′ tem necessariamente infinitos zeros.

13. Prove que se f : R → R é duas vezes diferenciável e o seu gráfico cruza
a recta y = x em três pontos, então f ′′ tem pelo menos um zero.

14. Prove que a equação 3x2 − ex = 0 tem exactamente três zeros.

Outros exerćıcios: 4.5, 4.6, 4.10, 4.11, 4.12, 4.17 de [2].
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