Calculo Diferencial e Integral 1
, LEM, LEAN, MEAer, MEMec
2° Semestre de 2006/2007
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Solucoes e algumas resolucgoes abreviadas

1. a) log(zshz): domiio R\ {0}, dominio de diferenciabilidade R\ {0},

shz+zcha
(log(zshz)) = stz

b) arcsen(arctg x): dominio [— tg 1, tg 1], dominio de diferenciabilidade
| —tg 1,tg 1], (arcsen(arctg z))’ =

1
(1+x2)\/l—arctg2 T
c) liv: dominio R \ {—1}, dominio de diferenciabilidade R \ {—1},

(lj—m)/ = (lﬁ-ese)2 :

2. fcll(O) = limx_>0+ f(mm):g(O) = hmx_>0+ 1+e+/1 = 0,
fA0) = lim, o ZO=F0 = lim, o A = 1.

(Nota: Logo f é continua mas nao diferenciavel em 0.)

3. Para calcularmos as derivadas laterais, é necesséario determinar primeiro
f(0). Como f é continua em 0, f(0) = lim, o f(z). Temos

. 1 . 1
lim ez = 400, lim e* =0,

z—07F z—0~
logo
1
1 z 1
lim f(z) = lim & ——> = 0.~ =0,
z—0~ z—0~ 24 ez 2
e portanto f(0) = 0. (Também podiamos calcular:
1+ex 41 1
lim f(z)= lim z +61 = lim = — i =0-—-=0.)
z—0t z—0t 2 L o2 z—0t  2e7% + 1 1
Agora,
0 1+ex T4+ 1
Fi0) = tim IO IO gy Ler g e AL
z—07t T — =0t 2 L 3 =0t 2¢7 2z + 1
1
0 1 = 1
7(0) = tim LSO gy Lrer L
z—0~ z—0 =0~ 2 1+ ez 2

(Nota: De novo, f é continua mas nao diferencidvel em 0.)



4. f:R — R definida por:
?sen (1) sex #0
roy={ o) et

o 0 sex =20

a) Para x # 0, f é dada pelo produto de duas funcoes diferencidveis:
2?2 que é uma funcao polinomial, e sen que é a composta de uma

funcao trigonométrica, diferencidavel em ]R com -, diferenciavel em
R\ {0}. Logo f ¢ diferencidvel em R\ {0}. Temos para z # 0:

f'(x) = 2z sen (é) + 27 cos (é> : ;—21 = 2x sen <£) — cos (i) :

Néo existe lim,_q f/(x) porque nao existe lim,_q cos (2) (e uma vez
que lim,_ 2z sen (1) = 0 (justifique!)

$2 sen( L )
x

Logo f é diferenciavel em z =0 e f/(0) = 0.

b) lim, .o = lim,_,¢ x sen ( ) =0.

5. Usando o teorema da derivagao da fungao composta, uma vez que f é
diferencidvel em R e sen também:

g'(z) = f'(senx)cosz + cos(f(z))f (x).

Logo, dado que f(0) = f(m) = 0, temos ¢'(0) = f'(sen0)cos0 +
cos(f(O)(0) = (0) + F(0) = 2(0) e ¢(x) = f(senr)cosm +
cos(f(m)) f'(w) = —=f'(0) + f'(m). Entéo,

g'(0) +g'(m) = 2f(0) = f/(0) + f'(m) = f'(0) + (7).

6. Usando o teorema da derivagao da funcao composta, uma vez que f é
diferencidvel em R e arctg também,

1

Wf’(fﬂ) + f'(arctg x)

(arctg f(x) + f(arctgz)) = e

7. Do teorema de derivagao da fun¢ao composta, para = € ]0, 400
1
¢'(x) = 089 (g(log )" = e8¢ (log ) ~
x
Logo,
#'(1) = e (0).

Derivando ¢, temos

1
¢ () = eg(l‘)g””); ((g’(log 2))? — ¢'(log z) + ¢"(log :v)) :

8. (go f)(z) =g (f(x)f'(z) = g'(a'e ) (4a’e™™ —a'le™) =
g (xte")xPe (4 — ).



9. a)

10. a)

11. a)

arcsen ¢é diferenciavel em | — 1,1[ e g é diferencidvel em R, logo em
|—1,1[, f é dada pela composigao de fungoes diferencidveis e é assim
diferenciavel. Temos

1
f'(x) = ¢'(arcsen ) ——
1—a

1
= 0 =g(0) 1=
Como g ¢ estritamente mondtona e arcsen é injectiva, temos que
f também serd injectiva. Pelo Teorema de derivacao da funcao
inversa,

1y 1
U 0= sy

se f'(f71(2)) # 0. Como f(0) = g(0) = 2, temos f~}(2) = 0, e

J'(0) =3 #0,logo (1) (2) =1 =2
Uma vez que arcos ¢ diferencidavel em | — 1,1[ e f ¢ diferencidvel
em R com contradominio | — 1, 1], a fungao composta serd também

diferenciavel em R. Por outro lado, f é bijectiva, logo injectiva,
e arcos é também injectiva. Conclui-se que a composta serd uma
funcao injectiva.
Temos ,
Sy @

1— f(z)

/ (2

logo (2) =~ 8 — -

Do Teorema de derivacao da func¢ao inversa, temos agora que

Como g¢(2) = arcos(f(2)) = arcos(0) = Z, temos g~* (3) = 2, ou
seja (971)' (3) = %2 = -3

O dominio de ¢! é dado pelo contradominio de g. Como f é so-

brejectiva, f(R) =] —1,1] e
D, = g(R) = arcos(] — 1, 1[) =0, 7[.

1 ¢ injectiva e continua, serd mondtona, e portanto

g (0") <g H(x) <g ' (r)

e ¢~ nao terd maximo nem minimo. Alids, o contradominio de g~!
¢ o dominio de g, ou seja, R, e assim ¢~! nao é limitada.

Uma vez que g~

1) Ch2 x_sh2 T = (e”—&-e*‘”)z . (61_671)2 o (627;_’_2_’_6721)_(62z_2+672m) _
1.

Y

4 4 4

2x

iv) 2shzchx =2 (em—e_fl(ex—i-e_x) = ¢ _267% = sh 2z;




b)
c)

d)

12. a)

v) De i) e iv), temos ch2z = 1+ 2sh’z < sh’z = 92=1
Logo, sh® (%) = <=1,

Resulta directamente da definicao.

lim, . o shx =400, lim, ., shx = —o0,lim, ., chx =lim, , chx =

—+00.

sh x e ch x sao continuas e diferenciaveis no seu dominio R, uma vez
que a funcao exponencial o é. Tem-se

T — 7 / e — (_e—x)
(shz) = ( 5 ) = =chux,

2

=shux.

ehay = (CH) 2T

(shz) = chx > 0 para qualquer x € R, logo sh é estritamente
crescente em R, e nao tem extremos.

(chz) =shaz >0paraz >0e (chz) =shz <0 para z < 0. Logo
chx é decrescente em | — 00,0] e crescente em [0, 4+o00[, tendo um
ponto de minimo absoluto em 0, ch0 = 1.

Temos sh : R — R estritamente crescente, logo a sua inversa argsh :
R — R é dada por, para z,y € R,

ey —eY

2
S eV—eV—20=0
& e —1—-2ze? =0
2 V42?44
2

argshr =y & x=

& e

Como €Y > 0, temos

2 Vidx? +4
el = v 23: a =zr+Vat+1ley=loglx+vaz+1).

Para argch, é semelhante, sendo que temos de restringir chy a y > 0.

Verdadeira, uma vez que f sendo diferencidvel em |0, 1 serd também

continua em qualquer intervalo [#17 %], para n > 2. Logo, pelo

Teorema de Welerstrass tem maximo e minimo no intervalo fechado
11

Bl

Falsa: por exemplo, a fungao f(z) = iseng verifica f (n%l) =0e

f nao é limitada (justifique!).

Verdadeira: para n > 2, f é continua em [, 1] e diferencidvel em
n+l’n

LLLH, % [, com f (%1) =f (%H) Logo, do Teorema de Rolle, f’ tem

um zero em }n_+17 = [, para cada n € N.



13.

14.

Note-se primeiro que o grafico de f cruza a recta y = x em trés pontos
sse a equacao f(x) = z tem trés solugoes. Seja g : R — R dada por
g(z) = f(z) — z. Entao, g tem trés zeros. Logo, do Teorema de Rolle,
¢’ tem pelo menos dois zeros e g” tem pelo menos um zero. Mas

g'(z) = f(x) = 1= g¢"(x) = f(2).
Logo f” tem pelo menos um zero.

Seja f(r) = 322 — e®. Entao f é continua e diferencidvel em R. Uma
vez que
lim f(z) =400, f(0)=-1

r——00

conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que f tem um zero em
] — 00, 0[. Por outro lado,

f(1)=3—e>0, liril flz) = —o0
logo, de novo pelo Teorema do Valor Intermédio, f tem um zero em
10,1] e também terd um zero em |1, 4+o00[. Conclui-se que f tem pelo
menos 3 zeros.

Para vermos que nao pode ter mais do que 3 zeros, calculamos as suas
derivadas:
f(z) =6x—e", f"(x)=6—¢".

Como € é injectiva, f” tem um unico zero. Logo, do Teorema de Rolle,
f terd no maximo trés zeros.



