Calculo Diferencial e Integral I
1° Exame

22 de Junho de 2007, 9 horas Duragao: 3h

LEA, MEAer, LEAN, LEM, MEMec

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

I. Considere os seguintes subconjuntos de R:

24 -2
A={zer: T 72°° Rk >0y, B:{e”2:n€Z}.
x|z — 3|

1. Mostre que A = [—2,0[U[1,3[U]3, +o0].

Mzo & (224+2-2>0 A x|z —3]>0)
x|z — 3|
V
(#? +2—-2<0 A x|z —3|<0)
& (z>21Ve<=2)A(x>0)A(z#£3)
V
(—2<z<1)A(x<0)
& (x>1Ax#3)
V
(=2<2<0)
pelo que A = [—2,0[U[1,3[U]3, 4o0l.

2. Determine, ou justifique que néo existem, inf B, sup(AN B), sup((R\ A)NR\Q), min(BNR\ Q).

inf(B) = 1 porque a sucessdo z, = e’ é estritamente crescente com 9 = 1.
sup(A N B) nao existe porque AN B = B e a sucessdo dada por z,, = e"’ nio é
majorada.

sup((R\ A) NR\ Q) = sup((] — o0, 2[U[0,1[U{3}) NR\ Q) = 1.

inf(BN (R\Q)) = e porque a sucessio z,, = e ¢ estritamente crescente com zg = 1
ex =e.

3. Sendo f uma funcdo real, continua em A, e (u,) uma sucessdo com os termos em A, indique
justificando se sao verdadeiras ou falsas as seguintes proposigoes:

a) Se (uy) é decrescente, entdao é convergente.

Verdadeira, porque A é minorado, logo qualquer sucessdo decrescente de termos em
A é limitada. Sendo mondétona e limitada serd convergente.




b) Se (u,) é convergente, entao ((—1)™u,,) é divergente.

_ n+1
Falsa, por exemplo, u,, = —% — 0 tem termos em A e (—1)"u, = ( 17)1
c) Se (uy,) é convergente, entao (f(uy)) é convergente.
Falsa, por exemplo f(z) = %, Uy = —% — 0, f é continua em A e f(u,) = —n nao é
convergente.

II. 1. Considere a sucessao real (u,) dada por:

Un

up =1,
il = (n 4 1)"(n + 1)\

Mostre usando indugao matematica que u,, = (n!)", para qualquer n € Nj.

Para n = 1, temos u; = 1 = (1!)!. Supondo por hipétese de inducio que u,, = (n!)",
para dado n € N, temos

Unt1 = Up(n+1)"(n+1)! = (n)" (n+1)"(n+1)! = ((n + D" (n+1)! = ((n + 1)!)7”rl ,

como queriamos mostrar.

2. Estude a existéncia e, se for o caso, o valor em R de cada um dos seguintes limites:

(1 1\" . n! , cosn (="
a) hm <n + 712> 5 b) hm m, C) hm (1 + 9n )
(a) li Ly n—(0+0)+°°—0
a) lim| =~ +—5 ) = =0.
(b) Uma vez que lim {/a, = lim “2*=* (se este limite existir), temos
| (n+1)!
lim » n: — 1 n+1+(3n+3)!
= - -
n+ (311)' n+(3n)!
— lim (n+1)! n+ (3n)! _
n! n+1+@3n+3)!
| |
= lim(n + 1) n + (3n). = lim n+ (8n)t _
n+1+3(n+1)(3n+2)! 14+3Bn+2)(3n+1)(3n)!
— lim @t 1 041
@1 T3Bn+2)3n+1) 0400
COS(’I’L) =" cos(n)
(c) lim (1 + on ) = 1, uma vez que —g—~ — 0, j4 que cosn é li-
mitada e 5= — 0. Consequentemente, 1 + CO;,(LR) — 1. Logo, para
(="
n par, lim(1+ co;ﬁn) = lim <1 + co;(:z)) = 1 e para n impar
. (=" . -1
lim (1 + CO;EL”) = lim (1 + CO;T(L”)> ~ 1.




(4,0) III. 1. Considere a fungao f : R — R, continua em 0, tal que

1
sen x arctg (> , sex >0
x

, se x < 0.

a) Calcule f(0).

Como f ¢ continua em 0, temos f(0) = f(07) = f(07). Assim,

f(0)=f(0") = lim f(x)= lim+ sen x arctg (;) =0-— =0.

z—0t z—0

i
2

(Alternativamente, poderia calcular f(07).)

b) Estude f quanto & continuidade.

Em R™, f é dada pelo produto de duas funcoes continuas: uma funcio trigonométrica,
continua em R, e uma composta de uma funcao trigonométrica inversa, continua em
R, com %, continua em R*. Logo f é continua em R*.

T . ~ ;
Em R™, f é dada pelo quociente entre duas fungoes continuas: o produto de uma
fungao polinomial, continua em R, com uma composta de uma fungao exponencial
com %, continua em R¥, e outra funcdo polinomial. Logo f é continua em R~.
Como f é também continua em 0, conclui-se que f é continua em R.

c) Calcule f.(0) e f}(0). Serd f diferencidvel em 07

3 1

— f(0) R r2ex
"0) = 1i f(x) = S( — lim 27— =0-e>®=0.
fe(0) = M T =l = =l e =067 =0
vy e F@ = fO) L senzarctg(3) o ow @
fd(())_zli{{)1+ z—0 _mgr(r)lJr T =1 2_2

Como f1(0) # f5(0), f nao é diferencidvel em 0.

d) Calcule lim,_,_ f(x). Justifique que o contradominio de f contém | — oo, 0].

3 1 1
Irex rTrex
lim f(z)= lim 5= lim ———=—0c0- e = —o0.
z——00 z——00 1 +x =00 Z +1
Uma vez que f é continua em R~ e f(0) = 0, lim,_,_ f(z) = —o0, temos do
teorema do valor intermédio que | — 0o, 0] estd contido no contradominio de f.

1

2. Seja f : [0, %] — R uma func@o continua e g a funcdo definida por g(z) = f (
arcsen

) . Deter-

mine o dominio de g e justifique que g tem maximo e minimo.



1 4
Dy={zeR: -1<z<1lAarcsenz #0AN0< — < —}.
arcsenx —

Como arcsenx 20 < x £ 0 e

—— >0 & arcsenz > 0 < z > 0, temos
arcsen x

1 4
reD; & 0<rs <IN —— < =
arcsenx — T

T
©0<a:§1/\arcsenx21
2
<ﬁ>0<z§1/\m2sen3:£.
4 2
Logo D, = [@,1

. Como g é continua, por ser dada pela composicao de fungoes
continuas, f e © +—

1L ¢ 0 domfnio de g é um intervalo (limitado e) fechado,
arcsenJ,. , L. L.
tem-se pelo teorema de Weiertrass que tera maximo e minimo.

Calculo Diferencial e Integral I
2° Teste
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(As cotagoes dadas sio para o exame. Para obter as cotagdes do teste multiplique por 2.)

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

IV. Considere a fungao g : R — R dada por g(x) = log(e® + e~ ).

1. Justifique que g é diferencidvel no seu dominio e calcule ¢'.

em R. Temos ( y
e’ t+e” er —e”
g'(x) =

er + e " et e’

g é diferenciavel no seu dominio por ser dada pela composicao de = — log x, que ¢ dife-
rencidvel no seu dominio R™, com a soma de duas funcoes exponenciais, diferencidveis

2. Estude g quanto a monotonia, extremos e concavidades.



T —X
J@)>06 " S0 >eTor>—roa>0.
Logo, g é crescente em |0, +o00[ e decrescente em | — 00, 0[. Tem um ponto de minimo
em 0, uma vez que ¢’(0) =0 e ¢’ muda de sinal em 0. Como g é continua em R (por
ser diferencidvel), tem-se do estudo da monotonia que esse minimo é absoluto. (Nao
hé mais pontos de extremo, ja que g é diferencidvel no seu dominio).
Quanto a concavidades:

q"(x) = (em - e_x>/ _ (€® +e7)2 — (e7 — e~7)2

e 4 e~ (ea: + efa:)2
_ 62x + 2eTe™ T + 6721 _ 621’ 4+ 2eTe™ T — 6721 B
- (e;r + efw)Q -
4
= ey > 0,

para qualquer x € R. Logo, a concavidade do grafico de g estd voltada para cima.

3. Seja

h(z) = /1“1” g (1) dt.

Determine o dominio de h e justifique que h é diferencidvel no seu dominio. Calcule h’'.

O dominio de t — g (1) é R\ {0}, e esta funcéo é continua em R\ {0} (por ser dada
pela composta de g, continua em R com ¢ — %, continua em R\ {0}). Logo, t — ¢ (%)
é integravel em qualquer intervalo [a,b] tal que 0 ¢ [a,b]. Tem-se entdo que h estd
definida para = € R tal que 0 ¢ [1, %], se % >1,e0¢ [%,1], se % < 1, ou seja, para
% >0« x > 0. O dominio de h é assim R*. Da continuidade de t — g (%), temos
do Teorema Fundamental do Célculo e da regra de derivagao da fungao composta:

v = ([ o (2) a) = (2) o) = ot =~ e

4. Calcule b
lim g(m)7 lim (x)
z——4o00 I z—1 logx
1 xr —I
Tem-se lirf @ = lir+n M ¢ uma indeterminagao 2. Pela regra de
rx——+oco Tr——+00 X
Cauchy,
1 z —x €i—€7: 1 — e 22
g 8T e gy, Lot
T—+00 x x——+00 1 z—+oo 1 —+ 6_2:C
1
(1
Tg($)dt
Quanto a lirn1 l(—x) = lim1 %, temos agora uma indeterminacao %. Pela
z—1 logx  »— ogx
regra de Cauchy,
s (1 1 -
Tg(s)dt ——=5log(e* + e * 1
lim w = lim —2° g(l ) = lim ——log(e”+e ") = —log(e+e™t).
r—1 IOg(L r—1 P r—1 X




V. 1. Determine uma primitiva das seguintes fungoes:

1 “+arcsen x

5 1
) e b) sen(2z)y/1 4+ cos? x, c)

(b+z)Vr+1
1+drcsenw
a) < ) 1+arcsenm.

V1—22

2
b) P (sen(Qx)\/ 1+ cos? a:) =P (2 senx cos v/ 1 + cos? x) = 3(1 + cos®z)%.

¢) Fazendo vx +1 =1t x =t? — 1, temos

P(Eraverr) 7 (avm) =7 () -

1
2. Calcule a drea da regido {(z,y) €R? : 0 <y < — logz, » <2}
x

Pontos de intersecgao:

1
—logr=0&logr=0<z=1
x

Como -5 Llogz >0 para 1l <z < 2, a drea é dada por:

2 2 2
1 1 11
A:/ — logz dzx = {—logx] —|—/ — . —dx =
1 X T 1T r T

1

Liog2 40+ [~ = Lioga L
- — = - = —=10 —-.
2 %% 2], 28773

3. Seja f uma fungao continua em R e F' um integral indefinido de f, F(z / ft)

a) Justifique que F' é constante se e s6 se F'(xz) = 0 para qualquer = € R.

Se F(x) = 0 para qualquer x € R, entdo F é connstante. Reciprocamente, su-
ponhamos que F(z) = K, para qualquer z € R. Como f é continua, o Teorema

Fundamental do Célculo garante que F' ¢ diferencidvel com F'(z) = f(x). Temos

entao f(x) = F'(z) = 0, para qualquer z € R. Logo F(x) = / 0dt =0.

a

b) Justifique que se ff f(t)dt = [ f(t) dt, para alguns b, c € R, entdo existe d € R com f(d)

Temos f;} f(t)dt = [T f(t)dt < F(b) = F(a). Como F é diferencidvel em R, tem-se
do Teorema de Rolle que existe d € R tal que F'(d) =0« f(d) =0

VI. 1. Determine a natureza das séries seguintes:

) ,imzlim b) S (1) arct (;)

=0.



a) E uma série de termos néo negativos. Temos

1
lim Y+ —l1m\/; ”n =13#0,+o0.

1
n

e . ~ 4 s 1 1 .4
Do critério geral de comparacao, as séries » s © > ;- tém a mesma natureza
1 JRET 1 - yos ..
e portanto Y s © divergente, uma vez que ) - diverge (série de Dirichlet
> ocoma <1).
n
b) E uma série alternada. Temos arctg (%) — 0 e arctg (%) é decrescente, uma vez

que x — arctgx é crescente e % é decrescente. Logo, do critério de Leibniz, a
série > | (—1)™ arctg (+) ¢é convergente
n=1 g\n g .

= (1)
. ConSIdere a Se. u1nte serle de Otel’lClaS
& P ;2 3+ 1

(x+1)".

a) Determine o intervalo de convergéncia da séries de poténcias dada, indicando os pontos onde
a convergéncia é absoluta e simples.

E uma série de poténcias centrada em —1. O raio de convergéncia é dado por:

1)71.+1
‘ 1 3ty 344
= . lim ———— =lim — = 3.
’ 3n+>1”++1 3n+1 1+ 5

Logo, a série converge absolutamente para |z + 1| < 3 & —4 < z < 2 e diverge para
[t +1] >3 2 < —4Va>2 Paraxz=—4, temos

oo (71)n+1 - x 3n
2 g OV T m

n=2
Como lim —% = —1# 0, a série é divergente. Para x = 2, temos
oo (oo}
(_1)n+1 41 3n
—3)" = -1t —
> G or - Sty

De novo, (—1)7’+133+1

nao converge para 0 e a série é divergente.

> (_1)n+1
b) Send = _—
n € N, e justifique que —1 é um ponto de extremo de f, classificando-o.

(x 4+ 1)", para 2 no intervalo obtido em a), determine f(™(—1),

_1)n+1

Temos fM(-1) = n!(gnﬁ paran > 2 e f(0) = f/(0) = 0. Como f'(0) =0e

f"(0) =—2 <0, —1 ¢ ponto de minimo de f.




