Calculo Diferencial e Integral I
2° Exame

6 de Julho de 2007, 9h Duragao: 3h
LEA, MEAer, LEAN, LEM, MEMec

Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes

I. 1. Considere os seguintes subconjuntos de R:

A:{meR:m_Wgo}, B:{%:nGNl}.

222 + 3x

a) Mostre que A = [—m,—3[U]0,7].

jz[ =7
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pelo que A = [—W,—%[U]O,ﬂ'].

b) Determine ou mostre que nao existem, em R, min A N Q, sup(AN (R\ Q)), inf B,
méx(A N B).

min ANQ néo existe. De facto, sendo V. (—7)NANQ # ), para qualquer € > 0,
e —m um minorante de A (ou seja —m é o infimo de AN Q) a irracionalidade
de —7 mostra que nao existe min A N Q.

inf B = 0 porque a sucessao dada por z, = 7 ¢ estritamente decrescente e

converge para 0.
mix AN B = 7 porque, ANB=Be” =m, paran = 1.

sup(AN (R\Q)) =7 porquesupA =7mem cR\Q.




¢) Seja (z,,) uma sucessao crescente com os termos em A NRT. Justifique as seguintes
afirmacoes:

i) (zn) é convergente e limz,, € A.

Como A é majorado, (z,) serd majorada. Sendo crescente e majorada,
¢ convergente e limx,, = sup,,cyZn € A4, ja que sup A € A.

ii) Para qualquer fungdo f continua em A, (f(x,)) é uma sucessao convergente.

Uma vez que (z,) é convergente e limz, € A, segue directamente da
definicao de continuidade de f em A que (f(x,)) é convergente (com

lim f(zy,) = f(limzy,)).

2. Seja (uy) a sucessao definida por

2u

n
uy=1 e Uy =-——, paran > 1.
n+ 3 + 2un’ p
a) Prove, por induc¢do matematica, que
2n—1
Uy = I g’ para qualquer n € Nj.
o0
b) Determine a natureza da série E Up,.
n=1
_ o~ . _ 21—1 - 1 o ,
a) Para n = 1 a condigao acima fica u1 = 371 = 3753 = 1 que ¢ uma
proposicao verdadeira.
2n—1
Hipétese de indugao: Para um dado n € Ny temos u,, = 3 o
27’L
Tese: unt1 = oo oo
Da defini¢ao por recorréncia, temos u,11 = 3%’; e da hipotese de indu-
n

¢ao, resulta

n+1 3+2Un 3_1_2% 3n _ 9on 3n+1_32n+2n
2n 2"

= 3nt+l _ (3 _ 1)271 = 3nt+l _ 9n+1°
como queriamos demonstrar.

b) Atendendo a que se trata de uma série de termos positivos e que o limite

2 2\
AT gt T 3 —2n 1—(3 2
lim 2L — Jim 3 T = lim2 S = zhm% =
Un 3n_9n 3 -2 3—-2 (3) 3

existe e ¢ menor que 1, conclui-se do critério d’Alembert que Y 07 | u, ¢
convergente.




3. Estude a existéncia e, se for o caso, o valor em R de cada um dos seguintes limites:

2n
1 2
2) lim (1+) ) L eS0T

im
n—-o0 (2n)! z—0 senzx
1 22n 22n 22n
. o . (2n)! 0 _
a) nEToo (1 + (271)') = ngrfoo 1+ o2 = e’ = 1, uma vez que
limn_,+oo 22771

@n) = limy, 400 % = 0, pela escala de sucesoes.
b) Temos uma indeterminagao da forma %. Pela Regra de Cauchy,
1

. a2
= lim Y= =1.
z—0 COST

. arcsenz
lim ———

z—0 Senx

1
(7,0) II. 1. Considere a funcao h: R\ {0} — R tal que h é par e, para x > 0, h(z) = arctg (f)
x

a) Calcule lim,_,o h(z) e justifique que h é prolongavel por continuidade a 0.

lim,_ o+ h(z) = lim,_,o+ arctg (%) = arctg 0% = 5. Como h ¢é par, h(—z) =

h(z) e lim,_,o- h(z) = lim,_,o+ h(z). Logo lim; .o h(z) = 5. Como este limite
existe em R, a fungao é de facto prolongavel por continuidade a 0.

b) Sendo H : R — R o prolongamento por continuidade de h a 0, decida se H ¢é dife-
rencidvel em 0.

Temos H(0) = lim; o h(x) = 5. Logo,

1 s
H(z) — H(0 arCtg<7>_§
H,(0) = lim ( ©) = lim ve
z—07+ z—0 z—0t X
L -3
-5z 2
. 1+ . 11
= lim = lim — T = —00
z—07F 1 z—0+ 2 T2 + x2

Como H),(0) nao existe em R, H nao é diferencidvel em 0.

2. Considere a funcao f : R — R definida por

flz) = ¥/ (@ —2042),

a) Justifique que f é diferencidvel em R e calcule f/(z).

Sendo =z +—

ﬁm uma funcao racional definida em R, é também
diferencidavel em R. Entao f é diferencidvel em R porque é a composta da

funcao exponencial, diferencidvel em R, com uma funcao igualmente diferen-
cidvel em R.




A derivada de f, para qualquer z € R, é dada por:

! 2
Moy [T\ mem e 27T ot
/(@) (x2—2w—|—2> c (x2—23:+2)2€ '

b) Determine os intervalos em que f é mondtona.

Sendo f diferencidavel em R, os respectivos intervalos de monotonia sao deter-
minados pelo sinal de f’. Assim

fllz)y<0e 2-2))<0ez>V20uz < —V2

@) >0 2-22) >0 V2 <z < V2

Podemos entao concluir que
f(z) é estritamente decrescente no intervalo | — oo, —v/2],

f(z) é estritamente decrescente no intervalo [v/2, +ocl,

f(z) é estritamente crescente no intervalo [—v/2, v/2].

¢) Verifique que f tem extremos nos pontos v/2 e —v/2 e diga se sdo pontos de méximo
ou minimo, local ou absoluto. Determine, justificando, o contradominio de f.

f tem um minimo no ponto x = —v/2 porque f’(—v/2) = 0 com
f(x) est. decrescente em | — 0o, —V/2| e est. crescente em [—v/2,v/2].
f tem um méximo no ponto x = v/2 porque f’(v/2) = 0 com

f(x) est. crescente em [—Vv/2,v/2] e est. decrescente em [v/2, +oo].

. © 2
Como lim f(x)= Mt o — 0 = 1 e f(=V2)=e 722 < =1

r—300

V3
e f(V2) = ei2v2 > ¢ = 1, temos que —v/2 e /2 sdo pontos de extremo
absoluto de f. Dado que f é continua em R, por ser diferenciavel, o teorema
do valor intermédio garante que f(R) = [f(—v/2), f(v/2)].

d) Mostre que a funcao g definida, para qualquer x € R, por
2x

glz) = [ ft)dt

0

é duas vezes diferencidvel e calcule g'(x) e g”(x).

Sendo a fungao integranda f diferencidvel em R, é também continua em R e
consequentemente, do teorema fundamental do cédlculo, o integral indefinido




() = /O " fe)at

é uma funcgao diferencidvel em R com derivada ¢'(u) = f(u)
derivacao da funca o composta, g é entao diferenciavel em R com derivada

. Da regra de

g'(x) = (2x)¢'(22) = 2 f(22).

e segunda derivada

2(1—-22%) =
" —92022) £'(22) = 222 —22+1

e) Determine o sinal de g e verifique que g é crescente em R. Determine os pontos de

inflexdo do gréfico de g.

Como f(x) > 0, para qualquer z € R, temos g(z) >0 2z >0< x> 0e
g(x) <0< 2 <0. De ¢'(x) = 2f(2x) > 0, temos também que g é crescente.
Sendo g duas vezes diferenciavel em R, o sentido da concavidade do seu grafico

é determinado pelo sinal de g”. Assim

V2

g”(:z:)<O<:>(1—2x2)<0<:>:6>70ux<—7

’ V2 No

g”(a:)>0<:>(1—2x2)>0<:>—7<x<7.

Temos assim que :i:? sao os pontos de inflexdo do gréfico de g.

III. 1. Determine a funcao F': RT — R tal que

(6,0)
F'(z) = log (1 + ;) : F(1) = g

Uma primitiva de F'’ é dada por

1 1 ()

Pl 1+—= | ==zl 1+—=|—-P =
og( +x2> 1:0g<+x2> <x1+$12

1

1
=z log <1 + 2> + 2arctg x.
x

Sendo que qualquer outra primitiva de F/ em RT é obtida da anterior por

soma de uma constante real, entao

1
F(z) =z log (1 + 2) + 2arctgz + C,
x




C € R. A condigao F(1) = § significa que
F(1) = g & log(2) + g +C = g s O =log(2).

Resulta que
1
F(z) =z log (1 + 2) + 2arctg z + log(2)
T

para qualquer x € RT,
2. Calcule o valor dos seguintes integrais:
T cos(tgx log2 w1
a) / # dz, b) / ———dx.
0 cos’x 0 €e%(e*+1)
a) A fungao integranda ¢ imediatamente primitivavel no intervalo de integracao

considerado. Aplicando a regra de Barrow resulta
I cos(tgx) .
/0 QPSS dx = [sen(tgx)|; = sen(1).

b) O método de integragao por substituigao é aplicavel recorrendo & substitui-

¢ao e¥ =t & x =logt:
log 2 T _ 1 2 t—1 1 2 t—1
0o er(er+1) L tE+1) 0t L 2(t+1)
Obtem-se uma fungao racional com a seguinte decomposi¢ao em fracgoes sim-

C A4 At+ Bt+ B+ Ct?
t2(t+1) ’

ples:
t=1 _A B
2(t+1) t 2 t+1
ouseja, B=—-1, A+ B=1A4A=2 A+C=0& C=-2. Logo,
2

2
2 1 2 1
dt = |2log|t| +E —2log |t + 1]
1

2 t-1
T 2 141
L 2+ 1) Lt t+1
1
=2log2+ - —2log3 —1+2log2=4log2 — - —2log3
oo
— 9"
3. Considere a série Z %
n=0 (71) 2
a) Determine o intervalo de convergéncia da série dada e a sua soma.
o0 n
—2)" -2
Tem-se 7;) Eil)";” = ;_:0 <— x 5 ) é uma série geométrica de razao —%.
Logo, a série converge absolutamente se |—“372‘ < 1 e diverge se ‘—172;2| > 1.

O intervalo de convergéncia é assim dado por z € R tal que

-2
‘—x ’<1(:>|x—2|<2<:>0<x<4.




(Alternativamente, poder-se-ia calcular o raio de convergéncia.) A soma é
dada por

b) Sendo f(x Z 73;1, indique f(109)(2).

Uma vez que a série dada corresponde a série de Taylor no ponto 2 de f, no
seu intervalo de convergéncia, temos

f(100) (9 1 100!
( ) _ o <:>f(100)( ) =
100! (—1)1002100 2100
(2,0) IV. Seja f : RT™ — R uma fungao diferencidvel tal que f(1) = 1 e que, para qualquer = > 0,
1
/ —_—
flz) = 1+ 22 f(x)?

1. Mostre que, para qualquer x > 1,

Todt
<1 —
f@) < +/1 1+¢?

(Sugestao: Podera ser-lhe til verificar que f é crescente.)

Dado que f/(x) > 0, para qualquer x € R, a fungao f é estritamente crescente
e
1 1
< .
I+ 2 [f@)P = 1+

r>1 = fl@)>f)=1 = fl(z)=

Resulta da monotonia do integral e da aplicacao da regra de Barrow que, para
qualquer z > 1,

f’(ﬂc)s1 - = /f / itzdt

v d
SRR
T dt

2. Prove que existe o limite lim f(x)e que lim f(z) <1+ T

r——+00 T——+00 4

No intervalo [1,+oo[ a funcao f é limitada, com se verifica da desigualdade

R

Toodt
f(:z)§1+/1 W:1+[arctgt]gf:1+arctg(:1c)—%Sl—i——.

e sendo f uma funcao estritamente crescente fica garantida a existéncia de
limite em +o00. Da desigualdade anterior, resulta

™
1 <147
i f@) <14







