Capitulo 5

Primitivacao

5.1 Determine uma expressao geral de todas as primitivas das seguintes fungoes.
a) (1-2)°,  b) lzf.

(Grupo 1112 da Prova de 25/7/77)

5.2 Para cada uma das fungoes definidas em R pelas expressoes

7 T 2
2 - _), —, x
COS( X 1 122 xre

(todas elas imediatamente primitivdveis) obtenha, se possivel:
a) A primitiva que se anula no ponto z = 0.
b) A primitiva que tende para 1 quando & — +o0.

Se nalgum caso for impossivel obter uma primitiva que verifique a condigao requerida explique a
razao dessa impossibilidade.

(Pergunta 1 da Prova de 20/7/78)

Resolugao:
Designando por F uma primitiva de cos (22 — %) temos:

1 1
F(z) E/cos(2x— %) dr = 5/c05(2m—%)2dmz Esen(Qac— %) + K.
a) Se F(0) =0 é porque K = ﬁ; a primitiva que se anula para x = 0 é pois:

1 m 1
F(z) = 5 sen (23: — Z) 4 EWok

b) Para nenhum valor de K existe o limite lim,_, - F(z) pelo que nao existe nenhuma primitiva
tal que lim, .4 F(z) = 1.

Designando por G uma primitiva de 7% temos:

a 1 21 1 9
E —_— = — —_— = - K.
G(x) /1+$4 dx 2/1—1—(352)2 dx 2arctg:c 4F
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CAPITULO 5. PRIMITIVACAO

a) Se G(0) =0 é porque K = 0; a primitiva que se anula em 0 é pois:

Glz) = arctgm2
2
b)
t 2
lim G(z)= lim =8 (g="1FK
T——+00 T——+00 4

Se limg o0 F(x) =1 é porque K =1 — %, logo a primitiva pedida é:

G(z) = %arctgac2 I (1 - g) .

. o 2
Designando por H uma primitiva de ze™*

1 1
H(z) = /1’@_12 dr = ) /e_zz(—Zx) dr = —§E_I2 + K.
a) Se H(0) = 0 é porque K = L. Logo, a primitiva pedida é:
1
H) =5 (1-<).

b) limy oo H(z) = limg . too (—%e‘zz—f—K) = K. Logo a primitiva que verifica

lim, 4o H(z) =1

D~

5.3 a) Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

. 1 -
z? cos(a3 + 1), T e’ senzx.

V1I—a?
b) Determine a fungdo F definida em R\ {1} que obedece as seguintes condigoes:

! F2)=0, lim F(z)=10.

P =G m

(Grupo I da Prova de 11/9/78)

5.4 Obtenha uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes (todas elas elementarmente pri-
mitivdveis).
1 m+ez.

SGH(Q.Z') COS(QJZ)7 m, €

(Grupo Ia da Repeti¢iao do 2° Teste de 18/9/80)
Resolugao: Notando que a derivada de - (sen(2z)) = 2 cos(2z):
1 1,
sen(2z) cos(2z) dx = 3 sen(2x) cos(2x)2 dx = 7 50 (22).
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Notando que % é a derivada de logx:

1 1 1
P S .
x(2 —3logx)3 (2—3logz)s @
= 1/(2 3logz) 3 3) dx = 13(2 3logz)3
— 0gx =) de=—3 ogx
= —(2—3logz)3.

Finalmente

H(z) = /6z+81 dx = /ezeex dz = e .

5.5 Para cada umas das fungoes (todas elas imediatamente primitivaveis) definidas pelas ex-
pressoes:
9 e’ 1
Tsenx
’ 24 e’ (1+ 2?)[1 + (arctg z)?]

determine, se possivel:
1. Uma primitiva que se anule no ponto =z = 0;
2. Uma primitiva que tenda para 0 quando x — +o0.

Nos casos em que nao seja possivel obter uma primitiva nas condigoes requeridas explique sucin-
tamente a razao dessa impossibilidade.

(Grupo Ib do 2° Teste de 28/7/80)

5.6 Determine uma primitiva de
log x

z(logz + 1)
no intervalo ]0, +o0[.
(Pergunta 1b da Prova de 7/74)

5.7 a) Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

. 1
tg z sec? x; senx 2°°°%; —_—.
x+xlog”x

b) Determine a funcdo f, definida em R\ {0} que verifica as seguintes condigoes:

f'(x) = 4z log |x|,
f(=1)=1,
f)=-1.

(Grupo Ia e b do Ezame de 2% época de 11/2/80)

Resolucgao:

a) Designamos por F(z) uma primitiva de tgx sec? .

1
F(z) = /tgmsechdm = itg2 &
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CAPITULO 5. PRIMITIVACAO

Designemos por G(z) uma primitiva de sen z2°°5%.

G(z) = /senxQC‘)” dx = /2“’” senx dx

e(log 2) cos 9cos @

(log 2) cos z —log?2 dr = — = — .
/e (—log2senz)dx Tog2 Tog 2

=1
" log2

1
z+xlog? x

o= [ aen [ L L,
z+xlog”x 1+ log“zx

Usando primitivacao por substituigdo com y = logx e portanto j—g = 1/z consideramos

Designemos por H(x) uma primitiva de

1 p—
W dy = arctgy

donde
H(x) = arctg(log ).

b) Trata-se de determinar em R \ {0} uma primitiva J(x) de 4zlog|z| de forma que:

Se = > 0 devemos ter para alguma constante K;:
1, 1,1
J(xz) = [ dzlogzdx =4 [ xlogxdr =4 7% logz — 7% —dx
x
=2z%logw — Q/xd:c =22%logr — 2% + Ky = 2*(2logz — 1) + K3
Se x < 0 devemos ter para alguma constante Ks:
L o
J(x) = [ 4zlog(—x)dr =4 7% log(—z) — 7% —(-1) dz

= 2?(2log(—z) — 1) + K>.

Assim J(x) terd de ser da forma:

(@) = 2?(2logz — 1) + K7, se x >0,
~ |222log(—z) — 1) + Ky sex <O0.

Para obter f(1) = —1 e f(—1) =1 as constantes K; e K3 tém de escolher-se assim:

5.8 Determine a fungdo f, definida no intervalo ]0, +oo[ e que satisfaz as condigoes:
f’(:r):mslogar—isenz v e f(1y=0
P 22 z >0 .

(Pergunta 1a da Prova de 18/12/72)
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5.9 Estabeleca uma férmula de recorréncia para o calculo de

Ptg" z, n € Nj.
(Pergunta 3 da Prova de 12/3/74)
Resolugao: Ponha-se J,(z) = [tg" zdz. Sen = 1:

Jl(ac):/tg:rdx:/i?;;dx:

1
:—/ (—=senz)dr = —log| cosz|
cosx

Sen=2
Jo(z) = /thwdw = /(sec2$ —1)dx =tgx — .

Sen>2

dha((@) = /tg”xdw = /tg"’%&tgzxdx =
1
= /tg"‘2 z(sec’z — 1) dr = /tg"‘2 zsec’ xdr — Jp_a(z) = — tg" tx — J,_a(x).
—
Temos pois:
1 n—1
dha((@) = 1 tg" x — Jp—2(x), sen>2,
=

Ji(z) = —log | cos x|,

Jo(z) =tgx — .

5.10 Primitive

1 1 1
xlogx + 08T

x zlogx + xlog zlog(logz)’
(Pergunta 2 da Prova de 21/10/7})
5.11 Determine a fungao f que verifica:

f"(z) = senxsen2x, paratodooz € R,
f(0)=f"(0) = 1.

(Pergunta 3a da Prova de 19/7/71)

5.12 Determine a fungéo f : ] — 1, 4+00[ — R que verifica:

{f”( T) = ﬁ qualquer que seja x > —1,

f(0) = f'(0) =

(Grupo Ila da Prova de 18/9/79)
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CAPITULO 5. PRIMITIVACAO

5.13 Determine a fungao ¢, definida em R e que verifica as condigoes seguintes:

o' (x) = ;'Qt_ll qualquer que seja z € R,

(Pergunta 2b de wma Prova de Andlise II)

5.14 Calcule

g 4
T
dz.
/ i —1
(Grupo Ia da Prova de 23/2/79)

~ 4 ~ .
Resolugao: Escrevamos —i— como soma de fracgoes simples:

4 1 1 _Ax+B C D

ey e s E - s S B B

Determinemos A, B, C e D:

1=(Az+B)(2* - 1)+ C(@* +1)(z + 1) + D(z* + 1)(z — 1)
I1=(A+C+ D)z’ +(B+C-D)z’ +(-A+C+D)z+(-B+C - D)

A+C+D=0 A=0
B+C-D=0 B=-1
—A+C+D=0 C=1
-B+C-D=1 D=-1

Quer dizer que:

xt 1 1 1 1 1 1
dv=[lde—> | ——de+- | —de—~ | ——4d
/ﬁflx / * 2/ﬁ+1$+4 z—17 4/x+1m

=z— %arctgm—i—iloghs—l\ - ilog|x—|—1|
1 1 z—1
= — iarctngerog :B—-i-l‘
5.15 Obtenha a primitiva da funcao
122 4+ 8
x4 — 42

definida no intervalo ]2, +oc0[ e que tende para 1 quando x tende para +oo.

(Grupo Ib da Repeticao do 2° Teste de 18/9/80)

5.16 Determine:

a) Uma expressao geral das primitivas da fun¢ao definida em R pela férmula:
F(x) = (z+ 1) 27,
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b) A primitiva G, da fungao
r+3
9(@) = 45

definida no intervalo |1, +o0o[ e que verifica a condi¢do lim,_, 4 G(z) = 3.

(Grupo I da Prova de 28/6/79)

5.17 a) Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

_ log arcsenx h(z) = 3

f(z) = cos(2z) cos z, g(x) Nk m.

b) Considere a fungéo:
R
(2 +4)(22 - 1)

definida em R\{—1,1}. Obtenha uma primitiva F' de f que satisfaca as trés condigdes seguintes:

fz) =

i) lim F(x):g,
S Pl —
ii) lim F(z) =0,

i) F(0)=1.

(Grupo I da Prova de 11/9/79)

5.18 a) Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

(1+ 2arctgz)?
1422

z24+2senx (

e x + cosx), , z?shz.

b) Calcule:

/ 422 — 3z +5
— = " .
(x = 1)*(z +2)

(Grupo I da Prova de 22/9/78)

5.19 Calcule uma primitiva de cada uma das fungoes seguintes:

arcotgx 3z +4
—_— e —_—
x? (x—5)2+3

(Pergunta 2a da Prova de 6/7/71)

5.20 Calcule
x? J
/ o Sy e

(Grupo Illa da Prova de 18/7/77)

5.21 Determine:
a) Uma fungdo f, definida em R, e verificando as condigoes:

arctgx .
f(z) = 1522 Vaer e wgl}rloof(ﬂﬁ) =0.
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CAPITULO 5. PRIMITIVACAO

b) Decida justificadamente se existe uma funcao g, definida no intervalo I = |16, +oo[ e tal que:

g/(l‘) = m vzel € xglfoc g( ) 1.

(Pergunta 3 da Prova de 20/2/71)
5.22 Calcule uma primitiva de cada uma das fungoes
log x 5z — 6
e —_.
1+z z[(z —1)2 + 2]
(Pergunta 2a da Prova de 5/7/71)

Resolugao:

a) Primitivando por partes de \l/og—m para x > 0:

log T

\/1+x

1 . p e
Para calcular J(z) = [(1+z)2 % dz poderia parecer razoavel tentar de novo uma primitivacao
por partes. No entanto tal conduz sempre a primitivas envolvendo poténcias fraccionérias
de 1 + x a multiplicar por uma poténcia inteira e ndo nula de x ou conduz-nos de novo a
primitiva com que tinhamos comegado.

dx.

8|

(1 +x)_%10gxd:c = 2(1+x)%logx—2/(1+m)%

Como as poténcias fraccionarias de 14z sdo um problema tentamos uma mudanca de variavel

para eliminé-las. Para tal consideramos a substituicdo y = (1 + m)é onde x > 0 e portanto

y > 1, cuja inversa é x = 32 — 1 que por sua vez tem derivada —z = 2y, conduzindo ao

calculo de:
/y 21 2ydy*2/ v’ dy:2/(1+;)dy:2y+2/;dy. (5.1)
Y y? -1 y? -1 y? -1
Decompondo y%l = 1 +5ge determinando as constantes A e B através de 1 = A(y —

1)+ B(y+1) obtém—seA— —% e B =1, quer dizer
1 1 1 1
-1 2\y—1 y+1/)’

1 1. y—1
——dy = = log =—— sey >1).
/y2—1 y ( )

pelo que

Substituindo em (5.1)

Dai que:

Voltando a I(z):

=1

wl=| =

I(z) =2(1+z)% logz — 4(1 + z) — 2log

= [ =
+ |+
g |&

I
— | =

NI N
Nl=| = N

1 14z
=2(1+x)2(logz —2) —2lo
(12t Qog —2) ~2log (=
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Em conclusao:

log x Vvi4+z—1
dr=2(vV1+z(logr —2) —log—— | + K
/ Trz < z(logz =2) g\/1+x+l>

b) A primitiva [ m dz calcula-se mais comodamente efectuando a mudanca de varidvel
y =z — 1 o que conduz a:
/ 5y —1 d
@+ +2) "
Decompondo a fracgao racional:
5y —1 A By+C
+12+2) y+1  y2+2

obtém-se calculando A, B e C,

5y —1 -2 2y+3
(W+D@2+2) y+1 ¢y2+2

e dai:

5y —1 2y +3
/(y+1)(y2+2) dy:_210g|y+1‘+/y2+2dy

2y 1
=-21 1 dy+3 | ——d
3 1
:—2log|y+1|+log(y2+2)+—/72dy
: (L) +1
V2
:—2log|y+1|+10g(y2+2)+iarctgi.
V2 V2
Invertendo a mudancga de varidvel:
5T — 6 3 =1l
———dx = —2log|z| + log((x — 1)® + 2) + —= arctg ——.
[ gl +1og((z — 1)7 +2) + - arctg T

5.23 Calcule
[
———dx
zv/1+ 2z

(Grupo III da Prova de 19/9/77)

5.24 Determine as fungoes f e g, definidas em R e que verificam as condigoes:
f’(z) = (1 +senzx)cosz, [f'(0)=1, [f(0)=3;
1
9'(@) lim g(z) = 1.

o 14e2’ ateo

(Pergunta 2a do Ponto n° 5 de 25/10/71)
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CAPITULO 5. PRIMITIVACAO

5.25 Obtenha uma primitiva ¢ da funcao

2e™"
(,0(.73) - 1— €2w7

definida no intervalo ]0,4o0[ e tal que ¢(4+00) = 1. Seria possivel obter uma primitiva ¥ de ¢
definida em | — 00, 0] e com limite finito quando z — —oo 7 Justifique abreviadamente a resposta.

(Grupo IIc do Ezame de 2/10/80)

Resolugao: Vamos fazer a mudanca de varidvel y = e” em [ % dz. Notando que z = logy e

%:lobtemosl
c ' 1 1
2e" 2y~
————dr = —dy=2 | ————dy.
/1—6% ‘ /1—y2y Y /yz(l—yz) Y
Tem-se:

1 _A+B+ C . D
v?1-92) w2y 1-y 14y’
A, B, C e D calculam-se a partir de:
1=A(1-y%) + Byl —¢*) + Cy*(1+y) + Dy*(1 —y)

atribuindo por exemplo a y os valores 0, 1, —1 e 2:

1=A A=1
1=2C - C=1
1=2D D=1
1=-34—-6B+12C —4D B=0

Vem, desta forma:

1 1 1 1 1 1
- _ay=f wdy+: | —dy+: [ —a
/y?(l—y?) Y /y2 “2/1—@/ y+2/1+y Y

1 1
=il
=— —log|—= |+ C
y o+ 21087 ‘+
Portanto:
2e~" 2 1+y 2 1+ e®
= | ———dr=——+log|— |+ K=——+1 K.
9() /1—623” v y+0g1—y‘+ e“‘+0g‘1—e$+

Se limy 100 ¢(z) = 1 é porque K = 1. Assim —e% + log.}fzz' + K é ainda a forma geral
das primitivas de ¢ para z < 0. Porém, seja qual for o valor da constante K, tem-se sempre
lim, oo ¢(x) = —oo pelo que é impossivel encontrar uma primitiva ¥ de ¢ em |—o0, 0[ verificando

lim, o ¥(z) = o com a € R.

5.26 Calcule

eSx
/ AT em)(er — 22 ™

(Grupo Ia do Exame de 2% época de 7/2/79)

INesta solucdo e nalgumas outras deste capitulo uma igualdade entre primitivas J f(z)dz = [ g(y) dy significa
de facto que considerdmos uma mudanga de varidvel y = §(x) com inversa x = 6~ !(y) e que a fungio de y do lado
direito da igualdade composta com 6 iguala o lado esquerdo da igualdade como fungdo de x. Este pequeno abuso
de notagao revelar-se-a pratico ao nivel do célculo.
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5.27 Calcule

3t 3 2t
/ e F3em+6
e3t + 3et
(Grupo II da Prova de 9/10/78)
5.28 Calcule a primitiva G da fungao
2logz — 1

g(z) =

xlogxz(logx — 1)2
definida no intervalo Je, +00[ e que verifica a condigao:

lim G(z)=7.

r——+o0

(Grupo Ib da Prova de 25/9/79)

5.29 a) Obtenha uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

1
Y= —-: S y=3%coszx

xloga?’ y V1+ 322’

b) Calcule uma primitiva F(x) de
sen 2x

10 =5+ senap?

tal que F'(0) = 0. Haverd outra primitiva de f(z) que se anule para z = 0?7 Justifique.

(Grupo Ia e b do Ezame de 2% época de 4/2/80)

5.30 Primitive as fungoes

1 1 1
1+zx x senxcos?

(Pergunta 1a do Ponto n°3 de 1/10/71)

5.31 Primitive as fungdes:
arctg 2x 1

e .
1+ 422 sen? x cos x

(Pergunta 1a do Ponto n°4 de 1/10/71)

5.32 Determine o conjunto de todas as primitivas da funcao f definida por

1
1 —senz —cosx

f(x)

no intervalo ]0, 7/2].
(Pergunta 2 da Prova de 22/3/74)

Resolugao: Vamos considerar a mudanga de varidvel tg § = ¢t que conduz a:

2t il =2 2

JRN— = — d :—dt.
1+¢2’ cose 14 ¢2’ v 1+1¢2

senx =
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CAPITULO 5. PRIMITIVACAO

Note-se que ao variar z em |0, 5[ a varidvel ¢ percorre |0, 1[.

/—1 d :/ L 2 dt
72

_ _ 2t 1—¢2 2
1 —senz — cosx 1—1t2—1t21+t

1 1 1
S L e h el L

=log [t — 1| — log |t| = log(1 —t) — log ¢
1-1¢
t

(por ser sempre 0 < ¢t < 1).

= log

Quer dizer:

1 1-tgZ
/—dmzlog#—l—]ﬁ
1—senz —cosz tg 5
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Capitulo 6

Integral de Riemann

6.1 Definicao e primeiras propriedades

6.1 Recorde que se chama oscilagdo de uma fungdo f num subconjunto (ndo vazio) A do seu
dominio a diferenga entre o supremo e o infimo da func¢do no conjunto A (onde f se supoe limitada).
Nestas condigoes, sendo f uma fungao limitada no intervalo [a,b], prove que f é integrdvel em
I = [a, b] se for verificada a condi¢do seguinte:

Qualquer que seja € > 0 existe uma decomposicao de I tal que a oscilagao de f em cada um
dos subintervalos de I determinados por essa decomposi¢ao é menor que €.

Mostre ainda que a verificagdo da condigdo referida ndo é necessaria para que f seja integravel.
(Grupo V do 1° Teste de 20/7/78)

Resolugao: Sendo f : [a,b] > Red={x1,...,2,_1} uma decomposicio de [a,b] define-se Sy =
Z?;Ol Mi(xiv1 — i), Sa = Z::Ol mg (41 — ;) (com z9g = a e x, = b) onde M; = SUP[3, 2:41] f,
m; = inf[,, », 1 f e portanto: Sg — sq4 = ZI-ZOI(MZ- —m;)(Tip1 — Ti)-

Sendo verificada a condi¢ao do enunciado, dado § > 0, escolha-se uma decomposicao d de I =
[a,b] tal que a oscilagdo M; — m; de f em cada um dos subintervalos de I determinados por

d={x1,...,Tp_1} seja menor que € = %. Vira entao:
n—1 n—1
Sq — 84 = Z(MZ = mi)(xiﬂ = .271) < E(I’prl = .271)
i=0 =0
n—1 5 n—1
=&)Y (w1 —m) = b a D (@ir1 — =)
i=0 i=0
)
=——(b—a)=4.
il )

Quer dizer que dado § > 0 é possivel encontrar uma decomposigao d de [a,b] tal que Sq — sq < 9,
o que equivale a dizer que f é integravel em [a, b].
Para ver que a condi¢ao do enunciado nao é necessaria para que f seja integravel, basta considerar

a funcao
0, sex # xg,
flz) = {
1, sex = xo,

onde z € [a,b]. A funcdo f é integrdvel mas nado existe uma decomposicao d de [a,b] tal que a
oscilagao de f em cada um dos subintervalos de [a, b] determinados por d seja menor do que 1 pois
em qualquer subintervalo que contenha xg a oscilagdo de f sera igual a 1.
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CAPITULO 6. INTEGRAL DE RIEMANN

6.2 A cada aplicacdo f : R — R podemos associar as aplicagoes f e f~ (designadas por parte
positiva e parte negativa de f, respectivamente) pelas seguintes definigoes:

f(x), se f(x) >0, _ —f(x), se f(x) <0,
0, se f(z) <0 0, se f(z) > 0.
a) Indique uma aplicagdo limitada f : R — R tal que f* seja integrdvel em [0,1] e f~ nfo o seja.

b) Indique uma aplicagio limitada g : R — R tal que g* + g~ seja integrdvel em [0,1] e g ndo o
seja.

6.3 Mostre que a integrabilidade de f : R — R em [a, b] implica a integrabilidade de f2 em [a, b].
Observagao: Prove-o directamente, isto é, ndo utilize o conhecimento de que o produto de duas
funcGes integraveis num intervalo é integravel nesse intervalo.

(Pergunta 6 da Prova de 12/3/74)

6.4 Seja ¢ uma fungio integrével em [0,1] e ¢(z) = [ (t) dt com a € [0,1]. Justifique que ¢ é
integrével em [0, 1] e mostre que existe b € [0, 1] tal que

/01 o) dt = /ab o(t) dt.

(Na resolugao desta alinea poderd ser-lhe 1itil recorrer ao teorema da média).
(Grupo IVb do 1° Teste de 11/9/78)

Resolugao: Sendo ¢ integravel em [0, 1], a funcdo ¢ é continua em [0, 1] e portanto integrével em
[0, 1]. Existe por isso b € [0, 1] tal que

1 b
/ o(t) dt = g(b)(1 — 0) = $(b) = / o(t) dt.
0 a

6.5 Sejam f e ¢ definidas em [a,b] maiores ou iguais a 0 e integréveis em [a, b]. Suponha-se que
¢ é crescente e designe-se por p(b~) o lim, ;- ¢(x).

b b
1) Mostre que: Jeepap) : [, f(x)p(x)de = o(b7) [ f(z) dx.
2) A igualdade seria vdlida se substituissemos ¢(b~) por ¢(b)?

3) Mostre que se @ é estritamente crescente em ]a, b e f; f(z)dx # 0 entdo ¢ deverd ser diferente
de a e de b.

(Grupo IV do 1° Teste de 11/9/79)

6.2 Teorema fundamental. Regra de Barrow

6.6 Seja f uma funcdo duas vezes diferencidvel e tal que f/(z) e f”(x) sdo positivas em todo o
ponto x € R; seja ainda

g(x) = /Owc f(t2) dt7 V:L'E]R-

Justifique que g é trés vezes diferencidvel, calcule ¢”(z) e ¢""'(x) para x € R e aproveite o resultado
para estudar, quanto a concavidade e inflexdes, o grafico de g.

(Pergunta 4a do Ponto n°5 de 25/10/71)
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Resolugao: Como f é continua em R tem-se em R, pelo Teorema Fundamental do Cdlculo,
g' () = f(2?). Como f é duas vezes diferencidvel segue do Teorema de Derivacido da Funcdo
Composta que:

g//(x) — 2f/(~'132)-777
g"(x) = f"(2*)(22) + f'(2)2 = 4f" (2*)2® + 2f'(2®).

O estudo da concavidade e inflexdo de g pode fazer-se através do sinal de ¢’ (z): como f'(z) e
f"(x) séo positivas: ¢g”(z) > 0se z > 0, ¢’(z) < 0se z < 0. Para z > 0, a concavidade estd
voltada para cima, para x < 0, voltada para baixo. Em x = 0 ha pois um ponto de inflexao
(9"(0) =0e g"(0) > 0).

6.7 Sendo f uma fungao continua em R e diferenciavel no ponto 0,

g@=£3ww,wﬂ

e h = gog, calcule h”(0), expresso em f(0) e f'(0).
(Pergunta 3b do Ponto n°1 de 1/10/71)
6.8 Sendo f uma fungao diferencidavel em R,
a) Justifique que a igualdade:
Fo) = [ fw
0
define uma funcao F, duas vezes diferencidavel em R.

b) Sendo ¢ = F o F (isto é, ¢(z) = F[F(x)],V4er), prove que, se f(z) < 0,Vyer, ¢ é estritamente
crescente em R.

¢) Calcule ¢'(0) e ¢"(0), em funcao de f(0) e f/(0).

(Pergunta 4 da Prova de 20/2/71)

6.9 Prove que se f é uma fungao diferencidvel em R, verificando a condigao

Ame:ww,w@

entdo f é constante. [Sugestao: derive ambos os membros da igualdade anterior.)
(Pergunta 4a da Prova de 23/1/783)

6.10 Sendo f uma fungéo continua em R prove que, se é nulo o integral de f em qualquer intervalo
limitado, entdo f(z) = 0, para todo o z € R.

Mostre, por meio de exemplos, que a conclusao precedente poderia ser falsa em qualquer das
duas hipdteses seguintes:

1. Se, em lugar de supor f continua em R, se suposesse apenas que f era integravel em qualquer
intervalo limitado;

2. Se, em vez de supor que é nulo o integral de f em qualquer intervalo limitado, se admitisse
que era nulo o integral de f em qualquer intervalo de R com comprimento igual a 1.

(Pergunta 4b da Prova de 2% época de 8/1/73)
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6.11 Sendo ¢ uma fungao continua em R, e para cada = € R,

mmzlﬂw%wwm,

calcule ¢'(x) e ¢"(x). Justifique todos os passos dos cdlculos efectuados.
(Pergunta 4a da Prova de 4/11/72)

6.12 Seja g uma fungéo definida e continua em R tal que g(1) =5 e fol g(t)dt =2.
Seja f a funcao definida em R por

fa) =3 [ =g

Mostre que f admite derivadas continuas em R até & 3% ordem e calcule /(1) e f"'(1).

(Grupo III da Prova de 23/3/77)

Resolugao:
I 2 L[ 2
f@)==[ (x—t)°g@t)dt == [ (z° —2xt+t)g(t)dt
2Jo 2Jo
= 1an2/ g(t) dt—z/ tg(t) dt + 1/ t2g(t) dt.
2 Jo 0 2 Jo

As fungdes g(t),tg(t),t2g(t) sdo continuas em R pelo que, pelo teorema fundamental do Cdlculo:

Fl(z) = (az /Ozg(t) dt + %ng(x)> - (/Oz tg(t) dt +x29(m)) 4 %xQQ(x)
::r/ozg(t)dt—/oztg(t)dt,
7@ = [ a0 dr-+ agt) - agta) = [t

" (x) = g(x).

Tem-se pois f”(1) = fol gt)dt =2e f"(1) = g(1) = 5.

6.13 Calcule ¢/(z) sendo ¢(x) = jf x2esent dt.
(Grupo Il1c da Prova de 18/7/77)

3
6.14 Seja ¢ a funcao definida em R pela férmula ¢(z) = fcf)s-;l e~t" dt. Indique, justificando, os
valores de ¢(0) e ¢'(0).

(Grupo Ila da Prova de 25/9/79)
6.15 Demonstre que, se f é continua em R e se
x
f(t)dt =0, para todo o z € R,
—XT

entdo f é uma fungdo impar. Dé um exemplo de uma fungao g definida em R, verificando a
condi¢ao ffT g(t) dt = 0,VY4er, € que nao seja impar.
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6.16 Calcule R
Jo sen 3 dt

lim 7

z—0 X
(Grupo Ib da Prova de 28/2/74)

6.17 Determine o seguinte limite
—t
z dt
i 20
z—0 1 —e~
(Grupo II1c da Prova de 2/12/76)

Resolucao: Trata-se de uma indeterminacao do tipo %. Aplicando sucessivamente a regra de
Cauchy:

2 2 2
2 2 —x —x —T
fL'fO ) foz €7t dt o me*&b ) e —+ (6 = 5@ 2.’1,')
= lim o = lim 5 5
acHO 1—e" z—0 e 721 z—0 —e T 42 + e~ 272

2e=%"(1 — 22) o 2077 _

6.18 Calcule
f sentd dt

200 f sent?dt
(Grupo Ilc do 2° Teste de 28/7/80)

6.19 a) Determine o valor da constante real K, por forma a que f’(1) = 0, sendo

Klogx R
f(x) :/ et dt.

2

b) Determine uma funcio g de classe C? que satisfaca as seguintes condicdes:

€T
/ g't)dt=2%+x A ¢'(0)=g(0)=1.
0
(Grupo III da Prova de 22/9/78)

Resolugao:

p2(x)
f L) 9(¢
intervalo7 1, P2 fun(;()es com valores nesse intervalo e a um qualquer ponto desse intervalo, tem-

a) Para derivar f fazemos a seguinte observagao: sendo f(z) = t) dt com g continua num

se f(z) = [} @Z(z) t)dt — [’ 1) g(t) dt. Dai resulta que, sendo 7 e o fungoes diferencidveis,
e usando o) Teorema Fundamental do Cadlculo e o Teorema de derivacdo da Fun¢ao Composta:

f'(x) = g(p2(2))s () — g(p1(x)) 1 ().

Logo, no caso f(z) = fgglogz ~* dt vem:
f/(x) _ ef(klogx)zg _ 679642%
0
e portanto f/(1) = K —2e~!. Ter-se-a f/(1) =0se K = 2

b) Temos [, ¢"(t)dt = g'(x)—¢'(0), isto &, ¢(z) = 2®+x+1 e portanto g(z) = 1zt + 12’ +o+ K
sendo K = ¢(0) = 1. Portanto g(z) =zt + 122 42+ 1.
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6.20 Indique onde esta o erro no célculo seguinte:

/2 de [ 117 3
P S
(Grupo Ic da Prova de 7/74)

Resolugao: A regra de Barrow, f: f(x)dz = F(b) — F(a) aplica-se’a uma funcio f integravel em
[a,b] e com uma primitiva F em [a,b]. Ora, embora F(z) = —1 seja uma primitiva de f(z) = %
em R\ {0} e portanto em [—1,2]\ {0}, ndo é verdade que F(z) seja primitiva de f(z) em [—1,2],
logo a férmula de Barrow nao é aplicavel pelo que é ilegitimo escrever ffl i—;” = [—%]2_1 Pode
de resto observar-se que o integral em causa nao existe; visto que a fungao integranda x%, nao é
limitada no intervalo de integracao.

6.21 Calcule

™

=z 1
4 t
/ sen2xcos2xdr e / ete’ dt.
0 0

(Note que ambas as fungoes integrandas séo facilmente primitivéveis.)
(Grupo IIa do Ezame Final de 18/9/80)

6.22 Estude, quanto a existéncia de assimptotas, a fungdo f definida por

2x
d
f(m)zlogx/ ° , parax > 1.
. slogs

(Pergunta 4 da Prova de 12/3/74)

6.23 Calcule .
/ zarctg x dx.
1

(Grupo 12a da Prova de 19/9/77)

1 ™
t
/ are g;z: dr e / sen® u du.
o 14z 0

(Grupo Ila do Exame de 2/10/80)

6.24 Calcule

6.25 Seja f uma funcio definida no intervalo [a, b] e que admite segunda derivada continua nesse
intervalo. Exprima fab xf"(x) dx como fungéo dos valores de f e f’ nos pontos a e b.
(Grupo 1V2 do Ezame de 18/7/1977)

6.26 Calcule

1 4 3
[ [
o T—3 o v —1

L Assume-se a convengao habitual de que do ponto de vista da integragio uma funcdo pode nio estar definida
num ndmero finito de pontos. Desta forma a solugdo do problema nao tem a ver com o facto da fungdo integranda
nao estar definida em 0 mas sim com a fungao ser ilimitada numa qualquer vizinhanca de 0.

(Grupo 112 da Prova de 2/12/76)
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6.27 Calcule

6.28 Calcule

6.29 Calcule

6.30 Calcule

6.31 Sendo f'(x)

6.32 Calcule o integral

6.33 Calcule

6.34 Calcule

6.35 Calcule

o=

€ 1
/ log x dz, / 5 dx.
1 o x4—1

(Pergunta 2a e b da Prova de 23/3/77)

3 1 T
/ - dx e / sen® x dx.
2 TP+ T o

(Grupo Ia do 2° Teste de 28/7/80)

2
4xr — 4
———dx.

/1 x4 + 42 v

(Grupo Ila da Prova de 11/9/78)

/0 (x +2)2(z2 +4) dr.

(Grupo Ic da Prova de 28/2/74)

Veer € f(0) = 1, calcule:

/0 @) do.

(Pergunta 3a da Prova de 20/7/71)

1
1
— dt.
/O et + e2t

(Grupo II da Prova de 20/7/78)

1 ¢
4
/ %
o € +4

(Grupo Ic do Exame de 2% época de 11/2/80)

/g 8tgx
————dx.
0o 3+sen’z

(Grupo Ib da Prova de 18/9/79)

T osendz
5 —sonzas
0 2—sen®x

(Grupo 1a da Prova de 18/12/72)
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Resolugao: Uma maneira de calcular o integral é observar que = — cosz é uma bijeccao de [0, 7]
em [—1,1] e usar a mudanga de varidvel y = cosz.
Tem-se entao, designando o integral que pretendemos calcular por I:

T 3 T 2 ™ 2
1—
IE/ Lﬁdwz/ &zsenmdx:/ T enada
0 2—sen’x 0 2—sen?zx o 1+cos?z
=1 2 1 2
l-y / l-y
=— dy = d
/1 1+y? Y 1 1492 Y

=1+ 1_37 edaf [ };Zﬁ dy = —y + 2arctgy. Quer dizer:

2

1-y
Ora Tre?

I=[-y+ 2arctgy]1_1 = (—1+2arctgl) — (1 + 2arctg(—1))

Y ™
7(—1+QZ)—(1—21)7—2+7T—7T—2.

6.36 Aplicando a regra de Barrow prove que, sendo f uma fungdo continua em R,

/_; fle— o) dz = /ab (@) da.

(Pergunta 4a da Prova de 5/7/71)

6.37 Seja F' uma fungao continua em R e sejam a, b, ¢ nimeros reais com ¢ # 0. Mostre que

b

/:F(x) do = c/ F(cx) da.

(Grupo 1V da Repeti¢ao do 1° Teste de 22/9/78)

6.38 Seja f uma fungdo continua em R e a um ponto de R. Mostre que:
a) Se f épar, [*, f(z)dz =2 foaf(x) dx.
b) Se f é impar, [* f(z)dz=0.

(Grupo 1V1 do Exzame de 18/7/1977)

6.39 Sendo ¢ diferencidvel em R, f continua em R e h definida pela férmula seguinte

(&)
hx) = / ( o
o(x

calcule h/(x). Supondo agora que ¢ e f sdo fmpares, mostre que h é par.
(Grupo IIb da Repeticao do 2° Teste de 18/9/80)

Resolugao:
W(a) =2 ( 2/¢<zs>f( )d)
T)=——" |2 t)dt
dz o(z)
#(=*) 2 3\\, 7 (,3\0,.2 /
=2z " F(@) dt +z=(f (p(a”))¢' (2°)3z" — f(p(2))¢ (x)).

o(x

Ora se ¢ e f sao impares, tem-se, usando a mudanca de variavel ¢ = —u:
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o(—z®) —p(z?)
h(—z) = / S2f (1) dt = / S2f(8) dt
p(—x) —p(z)

o(z3) o(z®)
- / 22 f(—u)(~1) du = / 22 f(u) du = h(z),
o(z) »(z)

pelo que h é par.

6.40 Considere a fungido ¢ definida no intervalo ]0, +oo[ pela férmula

z t
= e — .
o(x) /1 e ogtdt

a) Calcule p(2).

b) Mostre que ¢ é diferencidvel (em todo o seu dominio) e, supondo z > 0, indique, justificando,
o valor de ¢'(z).

¢) Estude a funcdo ¢ sob o ponto de vista do crescimento e mostre que hd um sé ponto ¢ do
dominio de ¢ satisfazendo a condi¢do ¢(c) = 0.

(Pergunta 2 da Prova de 23/1/72)

6.41 Considere a funcao F' definida pela igualdade
z 3/,2
Fo = [ sy
no conjunto dos valores reais de x para os quais tem sentido o integral do segundo membro.
a) Calcule F'(3) e F"'(3).
b) Calcule F(3).

¢) Indique o dominio de F, sob a forma de intervalo, e justifique que é efectivamente esse o
dominio.

(Pergunta 3 da Prova de 8/1/73)

6.42 a) Seja g a fungdo definida pela férmula g(x) = folog *zet” dt. Mostre que ¢”’(1) = 1.

b) Seja h uma fungdo definida em R, continua, impar e estritamente crescente e seja H a fungio
definida em R pela férmula

Justifique que H é diferencidvel em R, que é funcao par, que tem um minimo absoluto no ponto
zero, e determine os intervalos de monotonia de H.

(Grupo III da Prova de 11/9/78)

6.43 a) Justifique que a igualdade (onde surge um integral que ndo deverd calcular)

x
o(x) = / (2 +sen %) dt
0
define uma funcao ¢ indefinidamente diferenciavel em R.
Mostre que ¢ é estritamente crescente e estude o sinal de ¢(z), para cada x € R.

Sera ¢ par? E impar? Justifique.
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b) Considere a fun¢ao ¢ definida em R pela equacio seguinte

z%-1
o(z) = / st dt.

Determine a fungao derivada.
(Grupo IV de 20/7/78)

6.44 Seja f uma fungao diferenciavel em todos os pontos de R. Considere, para cada h # 0, uma
nova fungao F}, definida por

z+h
Fpn(x) = %/ f(u) du.

Como sabe, Fj,(z) representa o valor médio de f no intervalo [z, z + h].

a) Em que pontos do seu dominio é F}, diferenciavel?

Justifique a resposta e determine a derivada F (z) = 4L (Fj,(x)).

b) Para cada valor de z, Fj,(x) e F},(z) dependem de h. Considere entéo, para um dado z = a, duas
outras fungdes, ¢ e 1, definidas respectivamente pelas igualdades ¢(h) = F} (a) e (k) = Fy(a),
VheR\{O}- Determine

Lim o(h) e lim ().

(Pergunta 4 da Prova de 6/7/71)

6.45 Como sabe, diz-se que a fung¢do f : R — R tem periodo a sse f(z + a) = f(x), Vier.
Supondo que a fungdo continua f tem periodo a e que g é uma primitiva de f (em R), mostre

que a fungdo g(z+a)—g(x) é constante; aproveite o resultado para provar que, sendo f uma fungéo

continua que tenha periodo a, as primitivas de f terao também esse periodo sse foa flz)dx =0.

(Grupo IIla do 2° Teste de 28/7/80)

sen x

6.46 a) Paracadaz € R, sejap(z) = [~ " log(1 +12) dt. Sem efectuar qualquer integracio prove
que p(x + 27) = p(z) (qualquer que seja x € R) e determine os valores de z, pertencentes ao
intervalo [0, 27[ e tais que a tangente ao grafico de ¢ no ponto (z, ¢(z)) seja horizontal; indique
ainda, justificando, quais desses valores sdo pontos de maximo ou de minimo para a fungao .

b) Sejam u e v fungbes continuas em R, tais que, para qualquer x € R,

/ju(t) dt = /bwv(t) dt,

S . b
onde a e b sao nimeros reais. Prove que u = v e que [ u(z)dr = 0.

¢) Seja f uma fungao continua em R e

) = L fwyat,  sex#0,
F( ) {f(0)7 se x =0.

Prove que F' é continua em R e diferencidvel em R\ {0}; mostre que, nas condigoes indicadas,
F pode nao ser diferencidvel na origem.

(Grupo III da Prova de 28/6/79)
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6.47 Sejam f e ¢ duas fungoes que admitam segundas derivadas continuas em R e seja

o(z)
Pla) = /O (1) dt.

a) Exprima F'(z) e F(z) em termos das derivadas de f e .

b) Supondo que f(z) > 0, Vaoer € ¢”(z) # 0, Viecr, mostre que os pontos de mdximo de F
coincidem com os de ¢ e os pontos de minimo de F' coincidem com os pontos de minimo de ¢.

¢) Mostre por meio de um exemplo que, omitindo a hipdtese f(x) > 0, Vyer, F pode admitir
maximos e minimos em pontos onde ¢ nao admita extremos.

(Grupo II do Exzame de 2% época de 7/2/79)

6.48 Seja f uma funcao continua em R e ¢ o seu integral indefinido com origem no ponto 0.
a) Se ¢ tem maximo no ponto a, qual é o valor de f(a)? Justifique cuidadosamente a resposta.
b) Prove que, se ¢(c) = 0, sendo ¢ # 0, f tem pelo menos uma raiz real, com o mesmo sinal de c.

¢) Mostre que, sendo a >0 e I = [0,qa],
m < am
nax|¢(z)| < amax|f(z)|

e dé um exemplo de uma fungdo f para a qual se verifique a igualdade, qualquer que seja o
ponto a > 0.

(Pergunta 4 da Prova de 2 época de 18/12/72)

Resolucao:

a) Sendo f continua em R, ¢(z) = [ f(t)dt é diferencidvel em R, sendo ¢'(z) = f(z). Ora se
uma funcao ¢ é diferencidvel em R e tem um mdximo em a entdo necessariamente ¢’(a) = 0,
pelo que f(a) = 0.

b) O teorema do valor médio e a continuidade de f garantem que existe um « no intervalo de
extremos 0 e ¢ tal que [; f(t)dt = f(a)(c —0). Ora, se ¢(c) = 0, entdo f(a)c = 0 e, como
¢ # 0, tem-se f(a) = 0. Como « estd no intervalo entre 0 e ¢, tem o sinal de c.

c) Para todo o = € I tem-se |p(z)| = |[; f(t)dt| < [ ()| dt < [ 1f(®)]dt < amaxeer |f(2)].
Logo maxcy |¢(x)| < amaxer |f(¢)]. Qualquer funcdo constante verifica a igualdade.

6.49 Supondo que f é uma fungao diferenciavel em R e tal que, para qualquer z € R, os valores
f(z) e f'(x) sdo ambos negativos, considere a fungéo g definida em R pela férmula:

12—4z+3
o) = / £(t)dt.

1. Determine os intervalos em que g ¢ mondtona, os seus pontos de maximo ou de minimo e as
raizes da equagdo g(z) = 0. Estude ainda o sentido da concavidade do grafico de g.

2. A fungdo g é majorada? E minorada? Justifique.

(Grupo Illa do Ezxame de 2/10/80)
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6.50 Sendo ¢ uma fungao continua e positiva em R e

2
x
o) = [ eld Veen
T
1. Estude o sinal de ¥(x).
2. Justifique que ¥ é diferencidvel e calcule W',
3. Prove que ¥ ¢ estritamente decrescente no intervalo | — oo, 0].

4. Justifique que ¥ tem minimo (absoluto) e, designando esse minimo por m, prove que se
verifica necessariamente a relagao:

jm] < - ()
m — Imax xX).
~ 4 z€0,1] 14

(Grupo IIIb do 2° Teste de 28/7/80)
6.51 Sendo ¢(x) = 1’5# se z # 0 e ¢(0) = 0, considere a funcdo g, definida pela férmula:
g(x) = fOI p(u)du (x € R). Nestas condicoes:
1. Justifique que a funcao g é impar.
2. Determine ¢'(x) para x # 0 e ainda ¢’(0); justifique as respostas.

3. Indique as abcissas dos pontos em que o grafico de g tem tangente horizontal. Justifique que
g € estritamente crescente.

4. Justifique que g é limitada.

(Grupo I1Ib do Exame Final de 18/9/80)

6.52 Justifique que a férmula

2

olx) = / e Vit
0

define uma funcao ¢ : R — R. Mostre que ¢ é uma fungao par. Calcule a derivada de ¢ nos seus
pontos de diferenciabilidade, e estude ¢ quanto ao crescimento e convexidade.

Sendo @ um nimero positivo tal que e* > 2% para todo o x > a, determine em funcio de a,
um majorante do limy,_, 4o ¢(z).

(Grupo IVb da Prova de 18/9/79)

6.53 Seja f uma fungdo continua em R e tal que f(z) > 0 qualquer que seja z € R e seja

wm=£ﬂmw, Voc.

a) Justifique que g é diferencidavel em R. Qual é o valor da derivada de g num ponto a € R?
b) Mostre que g é estritamente crescente e que, para todo o z € R\ {0}, zg(z) > 0.

¢) Prove que, se f(z) tem limite positivo quando x — 400, entao lim,_, + g(z) = 400 e mostre,
por meio de exemplos, que, se f(z) tender para zero quando x — +o00, o limite de g(x) quando
x — +o0o pode ser finito ou +o0.

(Pergunta 4 da Prova de 1/8/72)
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6.54 Seja f uma fung@o continua em R e seja g a fungdo definida pela férmula

z+1
olz) = /0 F)dt,  Vaeen

a) Justifique que g é diferencidvel em R e indique, justificando, o valor de g’'(z).
b) Prove que, se lim;—, 1o f(x) = 0, entdo também lim,_ ;o [g(z) — g(z — 1)] = 0.
¢) Mostre, por meio de um exemplo, que pode verificar-se a igualdade

Jim [g(2) —g(z —1)]=0

sem que f(z) tenha limite quando x — +o0.

(Pergunta 4 da Prova de 4/9/72)

6.55 Seja f uma fungao continua em R e g a fungdo definida em R\ {0} pela igualdade

oo =7 [ " f) d.

a) Indique o valor de lim,_,¢ g(z). Justifique cuidadosamente a resposta.

C

)
b) Prove que g é uma fungio constante (em R\ {0}) se e s6 se f também o é (em R).
) Prove que o contradominio de g esta contido no de f.

)

d) Sendo a um dado ntimero real, dé um exemplo de uma fungdo f (continua em R) sem limite
quando x — 400 e tal que lim,_, o g(z) = .

(Pergunta 4 da Prova de 11/10/72)

Resolugao:

a) Como f é continua em R, o seu integral indefinido é diferencidvel usando o Teorema Funda-
mental do Cdlculo, permitindo usar a regra de Cauchy para obter:

b f®de _ 18 _ o)

lim g(x) = lim
z—>0g( ) z—0 T z—0

b) Se g for constante e igual a k vem: foz f(t)dt = kx e por derivagao f(x) = k para todo o z € R.
Reciprocamente, se f for constante o cédlculo do integral permite obter que g toma o mesmo
valor constante.

¢) Se a pertence ao contradominio de g entdo existe 5 € R\{0} tal que oo = ¢g(3) e portanto, usando

o teorema do valor médio e a continuidade de f vem a = % foﬁ ft)dt = %(ﬁ —0)f(&) = f(&);
logo a pertence ao contradominio de f.

d) Seja f(t) = o+ cost. Entao nado existe lim;—, 1 f(¢) €, no entanto,

1 T
lim —/ (e +cost)dt =a+ lim ST _ o
0

T—+00 T z—to0 I

123



CAPITULO 6. INTEGRAL DE RIEMANN

6.56 Considere a funcio f(x) = sz cost .
a) Determine o seu dominio e mostre que é par.
b) Mostre ainda que é diferencidvel e calcule a sua derivada.

c) Mostre que existe um € > 0 tal que fljp,| € monétona e limitada.

d) Que pode concluir quanto & existéncia de limite da fungdo f na origem?

(Grupo III da Prova de 4/2/80)

6.57 Seja f uma fungao real definida e diferencidvel no intervalo [0, +oo] e tal que:

£(0) = 0; lim f(z) = +oo; f'(#) >0 Vaeo, 4ol

T—+00
1. Mostre que f~! é integravel no intervalo [0, b], Vp=o-

2. Prove (analiticamente) que, qualquer que seja t € [0, +00]

wo=[ 1+ "

e aproveite o resultado para mostrar que, quaisquer que sejam a, b € [0, +o0[

abS/oaer/obfl-

(Grupo IVb do Exame Final de 25/9/78)

Figura 6.1: Os casos b > f(a) e b < f(a).

Resolugao:

1. Nas condigoes do enunciado, f é uma funcao estritamente crescente e continua em [0, +o0].
Além disso, como lim;—, o f(t) = +o00 e f(0) = 0, o teorema do valor intermédio garante
que o seu contradominio é [0, +oo[. Assim, existe f~! : [0, +0o[— [0, +-oc[. Pelo teorema de
continuidade da inversa, f~! também é continua e portanto integrdavel em qualquer intervalo
[0,5] com b > 0.
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6.2. TEOREMA FUNDAMENTAL. REGRA DE BARROW

T

Figura 6.2: Simetria do grifico de uma funcio f e da sua inversa f~' relativamente & bissectriz do
1° quadrante.

2. Considere-se fof ®© f~1(u) du e fagamos neste integral a mudanga de varidvel u = f(v). Ob-

temos:
f(t) ¢
/ du—/f )dv—/vf’(v)dv
0 0
t
= oW} - / fwydo =) - [ fw)do
0 0
Entdo tf(t) fo (v)dv + fof(t) f71(u) du. Se interpretarmos graficamente os nimeros [ f

e fo f~! veremos que eles correspondem as medidas das dreas a diferentes tons de cinzento
na figura 6.1.

Esta interpretacdo geométrica resulta do facto dos graficos de f e f~! se relacionarem (uma
vez escolhidas as mesmas unidades de medida nos dois eixos), através de uma simetria em
relagdo a bissectriz do primeiro quadrante como se ilustra na figura 6.2.

No caso de ser b = f(a) é claro que:

a)—/oaf+/0f(a)f1—/0af+/0bfl~

Se b > f(a):

ab= a(f(a) +b— f(a)) = af(a) +a(b— f(a))

f(a) b
=/f+/ P [ N
f(a)
f(a) b
[ [ [
0 0 f(a)
a b
1+ [ 1,
0 0
em que no pentltimo passo usdmos o facto de f~! ser crescente.
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Se b < f(a) (e portanto f~1(b) < a):
ab=(f71(b) +a— fHB)b =TI B)b+ (a— fTH(B)D
e O) PO @)
[ i [ e o
0 0

- / T / "t e S e
g/ofil(b)f+/0bf—1+/;l(b)f
_/Of (b)f+/fal(b)f+/0bfl
=/Oaf+/0bf‘1-

onde também utilizimos o teorema do valor médio, o facto de f ser crescente e a desigualdade:

/a f2la—f7'0) min f=(a— OO = (@ O
F=1(b) [f=1(b),a]

Se b > f(a) podemos usar o caso anterior aplicado a f~1.

6.58 a) Para cada a > 0 e cada x > 0 existe foa tTe~t dt. Porqué?
b) Mostra-se que existe lima—. o0 [y t* ‘e~ dt (para x > 1) e representa-se por I'(z). Mostre

que tem lugar a relagdo I'(z + 1) = zI'(z) para = > 1. Calcule I'(1). O que pode dizer de I'(n)
comn € N;?

(Grupo IVb da Prova de 7/74)

6.59 Sendo f uma funcao continua em R e a € R, designa-se por I, f o integral indefinido de f
com origem no ponto a.

a) Utilizando o método de integragao por partes, mostre que I,(I, f) (que designaremos por I2f)
é dado pela seguinte expressao:

(L2f)(z) = /z(x —t) f(t) dt.

b) Sendo D o operador de derivacao, mostre que
D(I.f)=f e DI;f)=/.

¢) Supondo agora f com segunda derivada continua em R, mostre que I2(D?f) é o resto da
férmula de Taylor resultante da aproximacao de f pelo seu polinémio de Taylor de grau <1
no ponto a. [Sugestao: pode ser-lhe itil o resultado obtido na alinea a) e uma nova utilizagao
da integragdo por partes].

(Grupo III da Repeticao do 2° Teste de 18/9/80)
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REVOLUCAO

Resolugao:

a) Como (I f)(x) = [ f(t)dt vem

@ = [ ([ swa)a= ["o [ s aa

_t/:f(u)du|§—/:tf(t)dt_x/:f(u)du—/:tf(t)dt

:/azxf(t)dtf/aztf(t)dtz/az(;z:ft)f(t)dt.

o)) = ([ 1) = @
(D(12f))(x) = D? ( [@-050 dt) _

= D? (xa/ax f(t)dt — /; tf(t) dt) =

([ 10+ 210 -2 10) = 1)
¢) Da alfnea (a) temos:
@@ = [[@-or@a=@-orok- [ Corow
——@-af@+ [ FOd=-@-af @+ @) - @,

Entdo f(z) = f(a)+(z—a)f (a)+I2f")(x), o que permite concluir imediatamente que I2D? f
é o resto da férmula de Taylor referida no enunciado.

6.3 Calculo de areas, comprimentos de linha e volumes de
solidos de revolucao

6.60 Calcule a area da regidao plana definida pelas seguintes condigoes:

y <e’,
y > logz,
1<zx<e.

(Grupo I1 da Prova de 2/12/76)

Resolugao: Como temos e” > log x para todo o z > 0 a area é dada por

/ (e —logz)dx = [e® —z(logz —1)]|] =€ —e—1.
1
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6.61 Calcule a drea da regifio plana definida pelas condicoes z2 4+ 32 < 4 e y > v/3z2.
(Grupo IIb da Prova de 11/9/78)

6.62 Calcule a édrea da regiao do plano XOY limitada pelo gréfico da fun¢ao y = arctgx e pelas
rectas de equacao z =1 e y = 0.

(Pergunta 4a da Prova de 7/74)

6.63 Determine a drea da regido plana constituida pelos pontos (z,y) € R? que satisfazem as

condicoes seguintes:

0< SE ZlmZ < arctg x.
Yy 1 Yy 167 Yy g

(Grupo Ic da Prova de 4/2/80)

6.64 Calcule a area da regido contida no semiplano x > 0 e limitada pelas linhas de equagGes
y =arctgr e y = .

(Pergunta 2b do Ponto n°5 de 25/10/71)

6.65 Calcule a drea do conjunto A = {(z,y):0 <2 <1 A warctgr <y < Ta}.

(Grupo Ilc do Exame Final de 18/9/80)
6.66 Calcule a drea da regiao plana limitada pelas linhas de equagoes x =0, x =2y e y = ﬁ
(Grupo Ia da Prova de 18/9/79)

6.67 Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) cujas coordenadas verificam as condigoes:
0<zx<1learcsenz <y < 2arctgz.

(Grupo Ila do 2° Teste de 28/7/80)

6.68 Calcule a 4rea do conjunto limitado pelos arcos das curvas de equaces y = 2 e y = x2 cos

compreendidos entre a origem e o ponto de menor abcissa positiva em que as duas curvas se
intersectam.

(Pergunta 2b do Ponto n°2 de 1/10/71)

Resolugao: Os pontos de interseccao dos dois graficos tém por abcissas as solucoes da equagao

22 = 2% cosx que s3o . = 0 e x = 2k7 (k € Z). O ponto de interseccdo de menor abcissa positiva

é pois x = 2m. A area pedida é entdo:

2 1 27 87['3 27
A= / (2 — 2? cosz) dz = ~ 232" — / 2coszdr = — — / x? cosx da.
0 3 0 3 0

Ora

/xQCosmdm:xzsenw—Z/xzsenxdas

_ Prgnm =" (w(—cosw) - /(—cosx) dx) _

= z%senx + 27 cos T + senx

pelo que A = % — 4.
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6.69 Calcule a drea do conjunto dos pontos P(z,y), cujas coordenadas verificam as condigoes
1<x<2e0<y<cos(logz). (Na primitivagdo pode utilizar de inicio a substitui¢ao = = e?).
(Pergunta 2b da Prova de 11/10/72)
6.70 Calcule a area da regiao do plano limitada pelos arcos das curvas de equagoes:
y=logx ey :long
compreendidos entre os pontos de interseccao das duas curvas.

(Grupo IIb do Exame de 2/10/80)

6.71 Calcule o valor de a € [1,4o00[ por forma a que a drea da parte colorida na figura 6.3 seja
igual a 7.

22 +y2/a? =1

Figura 6.3: A figura do exercicio 6.71.
(Grupo Ib do Exame de 2%época de 7/2/79)

Resolugao: Designando a area pretendida por A temos

A:/_l1 (a\/l—xQ—\/l—:ﬁ) dx:/t(a—l)ﬂdaz

1 ™
:(afl)/ \/lf:c2dm=(a71)/2 V1 —sen?tcostdt
1 —

:((/L—l)/2 cos® t dt.

i)
2

]

Ora [cos?tdt = 5 [(1 4 cos2t)dt = 3(t + § sen2t) pelo que:

A=(a—-1) B(t—i— %senZt)] :

(a— 1)% Kg —l—%sen 7r> - (—g + %sen(—ﬂ)ﬂ

= Sla-1).
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Querendo que §(a — 1) = 7 terd de ser a = 3.

6.72 Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (x, y) cujas coordenadas verificam as condigdes:
x| <1 A 0<y < vVa? -zt

(Pergunta 2b da Prova de 4/11/72)

6.73 Considere duas circunferéncias de raio igual a 1, com centro nos pontos (0,0) e (1,0), que
limitam dois circulos no plano.
Determine a drea do conjunto reuniao desses circulos.

(Pergunta 2b da Prova de 5/7/71)

6.74 Calcule a drea do conjunto limitado pelos arcos das curvas de equagdes y = rsenzx e y =
x cos z, compreendidos entre a origem e o ponto de menor abcissa positiva em que as duas curvas
se intersectam.

(Pergunta 2a do Ponto n°1 de 1/10/71)

6.75 Determine a area da “regiao” do plano definida pelas condigoes:

1
VR tr<y<——— e 0<z<l
T T 14V +1 -

(Grupo IIb do 1° Teste de 11/9/79)

6.76 Determine a area do conjunto de menor drea limitado pela elipse de equacao:

2?2
R
4+2

e pela parabola 22 = 2y.
(Pergunta 2b da Prova de 6/7/71)

Figura 6.4: O conjunto no exercicio 6.76.

130
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Resolugao: O conjunto referido é o que estd colorido na figura 6.4. Os pontos de intersecgao da
parabola e da elipse tém por abcissa as solugoes da equagao ’”2—2 =4/2(1— %) que sdo z = V2 e

v =\

A 4rea pedida é pois

V2 2 2 V2 2
A:/ 2<1J">_x_ dx:ﬂ/ J1-Za- 23
_\/i 4 2 _\/§ 4 3

Ora
V2 —_ 2 i
/ 1—(—) dx:Q/ \/1—y2dy22/ cos? tdt =
—V3 2 ) =
2 4
t 2 2t% U T\ oTm
= — sen = (| — — |- ——===] == .
2> o \4T2 1 2)7 72
Logo

A—¢?[ZH1—§dm—;@—w@(g+Q—§V§—<g+%>¢§

6.77 Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) cujas coordenadas verificam as condigoes:
y2fx22a26|y|§a\/§coma>0.
(Pergunta 3b da Prova de 19/7/71)

6.78 Determine a drea do conjunto de todos os pontos (x,y) cujas coordenadas verificam as
condigoes: 2% +y% <10 e |z| + |y| > 4.
(Pergunta 3b da Prova de 20/7/71)
6.79 Seja A o conjunto dos pontos P(x,y) cujas coordenadas verificam as condigoes:
0<y<loger e z<a
(onde a designa um ntmero real maior do que 1).
a) Calcule a drea de A.

b) Calcule o comprimento da linha (formada por um arco de curva e dois segmentos de recta) que
“limita” o conjunto A.

(Pergunta 1 da Prova de 4/9/72)
Resolucao:

a
1

a) A érea de A é dada por [["logzdx = [zlogz]|{ = aloga.

b) O comprimento do arco de curva é:
a a 1
C:/ \/1+((logw)’)2dm:/ \/ 1+ —5dx=
1 1 X

a 1 2 al
:/ A/ +2x dx:/ “V1+x2dx.
1 T 1 T
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0
Figura 6.5: A regido A no exercicio 6.79.
A substitui¢do © = V12 — 1 (que define uma aplicagdo bijectiva e diferencidvel do intervalo

[v'2, V1 + a2] no intervalo [1,a]) conduz a
V1+ax2=t, e _ ¢

dt 2 —1

e portanto

dt

|
C:/ —V1+22de = TR
1 X \/5 t°—1

\/H’T 1 1 1+a?
_ 142 Z1
/ﬂ {+2t71 2t+1} [ Og ]ﬁ
L
510

Traz s L VIHe? - \/5—1
1+(I—|— ﬁ \/— \/§+1

Os dois segmentos tém comprimentos a — 1 e loga pelo que o comprimento total da linha é:

/v 1+a? t2

(a—1)+loga—+C.

6.80 a) Calcule a drea da regido plana “limitada” pela curva de equagdo y = log x e pela recta
que intersecta aquela curva nos pontos de abcissa 1 e e.

b) Calcule o comprimento da linha que “limita” essa regido.

(Grupo III do 1° Teste de 20/7/78)

6.81 Seja A o conjunto dos pontos P(x,y) cujas coordenadas verificam a condigdo:
2 <y<az+2.
a) Calcule a drea de A.

b) Calcule o comprimento da linha (formada por um segmento de recta e um arco de pardbola)
que “limita” o conjunto A.

(Pergunta 1 da Prova de 1/8/72)
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6.82 Considere a regifio plana limitada pelas linhas de equagio y =z +1 e y = (z — 1)2. Calcule:
a) a sua drea,

b) o comprimento da linha que limita essa regido.

(Pergunta 1b da Prova de 23/2/79)

6.83 Faca um esboco da regido plana A definida por:
A:{(w,y):flgxgl A melgygarccos;r}
e determine a sua area. Calcule o comprimento da linha que limita a regidao
B=An{(z,y):y <0}.

(Grupo II da Prova de 22/9/78)

6.84 Faca um esboco da regiao plana definida por:
A= {(x,y) Dsenzx| <y < ch?z A 0<2< 27r}

e determine a sua area. Calcule o comprimento da linha que “limita superiormente” a regiao A
(de uma forma mais precisa, a linha definida pela equagao y = ch?2 com z € [0, 27]).
Nota — Na resolugao desta questao poderao ser-lhe titeis as seguintes igualdades:

ch?z —sh?z =1 e sh(2z) = 2shzchz.
(Grupo I da Prova de 9/10/78)

6.85 Determine o comprimento do grafico das seguintes fungoes, entre os pontos considerados:
a) y:%qL# entre os pontos x =1 e z = 2.

b) y = chx entre os pontos de abcissas 0 e z.

(Grupo I2 da Prova de 2/12/76)

6.86 Calcule o comprimento do arco da curva de equagao

z—3
3

JT

Yy =

compreendido entre os pontos de abcissas 0 e 1.

(Pergunta 1b do Ponto n°3 de 1/10/71)

6.87 Calcule o comprimento do arco de curva de equagao

_z—6 T
Y32

compreendido entre os pontos de abcissas 0 e 2.

(Pergunta 1b do Ponto n°4 de 1/10/71)
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6.88 Calcule o comprimento do arco da curva de equagao

y = log(cos x)

compreendido entre os pontos de abcissas 0 e F.

(Pergunta 2a da Prova de 11/10/72)

6.89 Calcule o comprimento do arco da curva de equagao

9 (ef +6_§)

y:2

compreendido entre os pontos de abcissas 0 e a.

(Pergunta 2c de uma Prova de Andlise Matemdtica 1)

6.90 Determine o comprimento do arco da curva de equagao

e —1
et +1

y = log

compreendido entre os pontos de abcissas a e b com 0 < a < b.

(Grupo IIb do 2° Teste de 28/7/80)

Resolucao: O comprimento é dado por:

b 2

1 e?+1 e*(e*+1) —e®(e® — 1)

1 1 dr = 1 d
/a +<(°g z+1)> v /\/Jr s 1 (e* +1)2 &

/ 263” / 462””

/ 1 + dz = / 629”

b 2z 2x
1 2e°" — —
-/ M_+ = / (o1,
o e —1 o =1

b 2z 2b
2 -1
:/—1+ c da:—afb+10g< 1).
a e? -

6.91 Seja g a funcdo definida em [0, 1] por g(x) = 22. Calcule:
a) A drea limitada pelo grafico de g, pelo eixo dos zx e pelas rectas de equagbes z =0 e x = 1.
b) O comprimento do gréfico de g.

¢) O volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagdo do grifico de g em torno do eixo dos zz.

(Grupo 112 do Ezame de 18/7/77)

Resolucgao:

a) Como 22 >0

Wl

1 2 1 =1
/ 2?de = = 28 .=
0 3 7=
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—_ <

1 =z

Figura 6.6: A regido no exercicio 6.91

b) O comprimento serd dado por (note a mudanga de varidvel 22 = shy):

1 1
/\/1+(g/(:c))2dx=/ V1+44z2dx
0 0
argsh 2 1 1 argsh 2
:/ \/1+sh2y—chydy:—/ ch2ydy
0 2 2 Jo

argsh 2 1 _ h2
/0 (1+ch2y)dy = 3 (2y +sh2y)[ ="

NN

1 1 1
argsh2 + 52 sh(argsh 2) ch(argsh2) = 1 argsh2 + 5\/5

¢) O volume serd m fol g(z)% dx = 7rf01 zrde = %x5|i:(1) =11

6.92 Seja ¢ a funcdo definida em R por: ¢(x) = 1+1|I|.
a) Indique o dominio de diferenciabilidade de ¢ e faga um esbogo do seu grafico.

b) Calcule o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno do eixo dos zx do grafico da restrigdo
da fungéo ¢ ao intervalo [—1,1].

(Grupo 1Va e ¢ do Exame de 23/3/1977)
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