A estrutura de Morse da equacao de calor

Carlos Rocha

Introducao

Estas notas tém como objectivo a apresentacao dos resultados principais
sobre a estrutura de Morse-Smale dos sistemas gerados por equacgoes es-
calares semilineares parabdlicas. Pretende-se que esta apresentagao seja o
mais possivel autocontida e, para evitar complexidades nao essenciais, a
discussao é conduzida no caso mais simples e paradigmatico do problema
de Chafee-Infante. Em particular considera-se este problema no caso de
condicoes de fronteira separadas de tipo Neumann.

Seja entao a seguinte familia de equacgoes semilineares parabdlicas a um
parametro A € IR:

Up = Uy FIlu—u2, 0< <7

Uup(£,0) = ug(t, ) = 0 . (PCI)

Para os diferentes valores de A € IR vamos considerar solugoes do problema
de valores iniciais (PCI) com condigdes iniciais

u(0,2) =up(x) , 0 <z < 7.

dadas no espaco de fase adequado.

Naturalmente, a discussao que se segue centra-se na descricao qualitativa
das solugoes deste problema, encarado como um sistema dinamico de di-
mensao infinita, para os varios valores do parametro A € IR. Em particular,
formula-se (PCI) como uma equagao diferencial abstracta e discute-se o com-
portamento das suas solugoes sob o ponto de vista dinamico.

Formulacao nos espagos de energia

Associado a este problema considera-se o operador linear fortemente eliptico
A: D(A) — X, definido por:

Au= Uy, +cu, €>0.

De um certo ponto de vista, a forma natural de se colocar o problema é
procurar solucoes em L? aproveitando a estrutura de Hilbert deste espaco.



Assim, toma-se para espaco de partida X, = L? e considera-se D(A) = H?:
A:D(A)=H> - L[*=X,.
A forma bilinear associada ao operador A é dada por
Blu, v] :/ Uy +euv ,  u,v € H .
0
Entao
Blu,v] > e||ull3:
Segue-se por aplicagao do teorema de Lax-Milgram que o problema
Au=g , g€ L?

tem uma solucao fraca tnica u € H', isto é, existe um tnico u € H' que
satisfaz a igualdade
Blu,o] = (g,v) , veH

para todo o v € H!, onde (-,-) designa o produto interno em L2
Da mesma forma, a equacao linear parabdlica

ug + Au =g

por consideracao de aproximacoes de Galerkin mostra-se que possui uma
solucao fraca tnica, isto é, dados g,u € L? existe um 7 > 0 e um tnico

we L*0,7; H') com o' € L*(0,7; H™') tal que
(u',v) + Blu,v] = (¢9,v) , ¢tp.(0,7) , veEH
para todo o v € H!, e satisfazendo a condicao inicial
u(0) = ug .

Este tipo de problemas tem a propriedade de regularizar instantaneamente
as solucoes. Em particular, se se considerarem os dados iniciais em espacos
com alguma regularidade, obtem-se solugoes com a regularidade adequada.
Se por exemplo, se considerar uy € H', entdo

u € L*(0,7; H) N L>®(0,7; H') .



Como
(Au,v) = (u, Av) , wu,v € H?

(Au,u) = Jul3p >0 , we H'

pelo teorema de Friedrich, A possui uma extensao como operador linear au-
toadjunto definido num dominio denso em X, = L?

D(A)={uel?*: Aue L*} = H*.

Assim, o(A) é real e A possui uma inversa linear limitada e compacta. Os
valores proprios de A satisfazem

A <A <A< — +0o0
com uma base ortogonal de L? constituida por fungoes préprias {wy}32:
o(A)={\.=c+k} , wp(x)=coskr , k=0,1,2,....
Conclui-se que A é um operador sectorial. Logo —A gera um semigrupo

linear =4, ¢ > 0 fortemente contfnuo em H' = D(AY2) = X,/*. De facto

e~ é compacto para t > 0.

Tomando entao para espaco de estados
X=X/?"=H"cc°

obtem-se que as solugoes fracas anteriormente definidas sao efectivamente
solucoes classicas para t > 0.
O problema nao-linear, considerado na forma

w + Au= f(A\u), t>0
u(0) = ug ,

com ug € D(A) e f satisfazendo uma condi¢ao de Lipschitz em u, tem uma
solucao unica dada por

t
u(t) = e g +/ e A= £(X u(s)) ds
0
gerando em X um semigrupo (local) ndo-linear u(t) = T'(t)uo,t > 0.

Comportamento gradiente



Este semigrupo possui um funcional de Liapunov V : X — IR

1 A 1
V(u)—/ —u2 — Su?+ St
. 2T Ty

De facto,

d ™
EV(U):—/O u? <0

e o semigrupo nao-linear T'(t),t > 0 gerado por (PCI) é de tipo gradiente.
Como, além disso, facilmente se conclui que V é limitado inferiormente,
V(u) > ¢y com ¢g = —wM?/4, M = max0, )\, qualquer que seja u € X,
e satisfaz ainda V(u) / +oo quando |ul| / +o00 conclui-se que as solugdes
de (PCI) sao globais para t > 0.

Segue-se que w(ug) € E, onde F designa o conjunto dos pontos de equilibrio
do sistema, isto é, o conjunto das solugoes do problema de valores na fronteira

Vpe F A0 —03=0 |, O<z<m

v (0) = v,(m) =0 . (PVF)

Qualquer que seja o valor de A € IR, a solugao trivial v = 0 é uma solugao
de equilibrio.
Dada uma solucgao global limitada

u(t) =T({t)ug , —oo<t<+4o0

existem equilibrios e* € F tais que

wlug) =et |, alug) =e”

Diagrama de bifurcagao

Para estudar as solugoes de equilibrio de (PCI) considera-se o problema de
valores iniciais associado ao (PVF)

Uy + A —u® =0

w(0) =@ . ua(0)=0. (PVI)

Para A > 0 as solucoes auténomas deste problema, além da solugao trivial
uw = 0, incluem as duas solucbes © = £v/A que, portanto, sdo também
solugbes estaciondrias do (PCI).
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Figura 1: Curvas de nivel H = ct¢.

A equagao diferencial ordinéria (PVI) é integrével por quadratura, obtendo-
se H = H(u,u,) constante ao longo das solugoes, onde

1 A 1 A 1
H(U, U,$) = §Ui + §’UJ2 — ZU4 = §ﬂ2 — Zﬂ4 .

O problema (PVI) tem solucoes periédicas se e s6 se @ € I = (—vV/A, V))
para A > 0.
Define-se a aplicacdo do periodo T : Iy — IR' da seguinte forma

T(a) =min{T > 0: u,(T) =0}
T é dado pelo seguinte integral abeliano

u V2du

ruy= [ V@ -2 -2 )

Facilmente se conclui que
T(5) = 2V2(2\ — @) V2K (a(2) — @?)~Y/?)
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Figura 2: Aplicagdo do periodo T

onde p
K(&) = / (1 —&2sin0)"1/2d0
0

designa o integral eliptico de primeira espécie.
Entao, a solu¢ao u = u(x,u) de (PVI) é uma soluc¢ao de equilibrio u € E
(nao-auténoma) de (PCI) se e s6 se

Completa-se assim a representacao do diagrama de bifurcacao para as solu-
¢oes de equilibrio do problema (PCI)

Outra caracterizacao equivalente de u € E obtem-se integrando directamente
o problema de valores iniciais (PVI).
Introduz-se a curva de alcance I' definida no plano de fase de (PVI):

I'={y@:aeR} , ~:a— (u(r,a),u(r, @)
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Figura 3: Diagrama de bifurcacao.

e tem-se que u = u(x,u) é solucdo de equilibrio u € F se e s6 se:

v(u) € {u, =0} (i.e. u(m,u)=0)

Linearizacao e analise espectral. Hiperbolicidade

O comportamento de 7'(f) na vizinhanga de uma solugao u(t) = T'(t)ug é
dado pela linearizagao em torno de u

v(t) = (DT (Huo)y , Y eX
que satisfaz a equagao linear variacional:

V= Uy + fu( N u(t))v, 0O<z <7
0.(t,0) = v (t,m) =0, (ELV)
v(0,2) =¢(z), 0<z<m

onde se tomou f(\, u) = \u—u?, e portanto f,(\,u) = A — 3u®. Note-se que
sendo u € E um ponto de equilibrio a correspondente (ELV) é auténoma.
Um equilibrio w € E ¢ hiperbdlico se ;n = 0 nao ¢ valor préprio do operador
linear L = L(u) correspondente a (ELV), Lw = wy, + fu (A, uw)w. O problema
de valores préprios é assim da forma:

Wee + fu N W)w=pw , 0 <z <7

w0, (0) = wy(m) = 0. (PVP)



Figura 4: Curva de alcance I'.

Como L é autoadjunto o seu espectro é real e constituido por valores proprios
simples:
o(L) fo > Ji1 > g > - — —00 .

No caso do equilibrio trivial u = 0, temos

Wee + AW =pw , 0 <x <7
w,(0) = w,(m) =0,

ao qual correspondem os valores préprios e fungoes préprias (pu, wy):
wg(z) = cos kx , wr=A—k* k=0,1,...
Assim, o equilibrio v = 0 é hiperbdlico se e sé se
N£KE2 , k=0,1,...

Para cada A = k? o teorema da bifurcacao de valores préprios simples impoe
a existéncia de bifucacoes de solu¢oes nao-triviais a partir de u = 0.
Para as solucdes auténomas, u = +vA € E o operador de linearizacio é
dado por

Lw = wg, — 2 \w

8



portanto o(L) = {ur = —2A — k* < 0,k =0,1,...} e as solugoes u = +v/\
sao estaveis para todos os valores de A > 0.
A caracterizagao da hiperbolicidade dos equilibrios é dada pelo seguinte:

Teorema: Sendo u € E um equilibrio, as seguintes afirmagoes sao equiva-
lentes:

(i) w=wu(x,u) € E é hiperbdlico;
(i) 7"(a) # 0;
(iii) y(u) M {us = 0}.

Dem: (i) Diferenciando (PVI) obtem-se que w = du/0u é uma solucao nao
trivial de
Wee + (A =3u?)w =0 , w(0) =1, w,(0)=0

concluindo-se que u € E ¢é hiperbdlico se e s6 se w,(m) # 0. Entao temos:
(ii) Diferenciando wu, (kT (u),u) = 0 em ordem a u obtem-se

W () + Uy (m, 1) KT (1) = 0 .
Como Uy, (m, 1) = —(Au — u?) # 0 temos que w,(m) # 0 se e s6 se T'(u) # 0.

(iii) Como Tzy = span{(w(u),w,(u))} a condigdo vy(u) M {u, = 0} corre-
sponde a condigao w,(m) # 0. D]

Dimensao e projecgao espectral das variedades instaveis

Define-se o indice de Morse de um equilibrio hiperbdlico v € E como o
numero de valores préprios positivos do operador L correspondente a lin-
earizagao de (PCI) em torno de u

)\O>"'>/\k:—1>0>)\k>/\k+1>'-~ ; Z(u):k

A correspondente variedade instdvel W*(u) é uma variedade mergulhada e
satisfaz

dim W*(u) =k ; T,W*wu)=span{wg,wy,..., wx_1} .
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Figura 5: A variedade instével como gréfico de ®.

Analogamente para a variedade estavel tem-se

codimW?(u) =k ; T,W*u)= clspan{wy, wri1,...}

( Referir aqui que T(t) e DT(t) sao injectivas )

Associada a decomposicao espectral é natural introduzir as projeccoes
P = proj span{wg,wy,...,wxg_1} , Q=1—P.
Como veremos adiante, P : W*(u) — T,W"(u) é injectiva e portanto
W (u) = graf &
onde ¢ : T,W*(u) — X ¢ continua.

O resultado mantem-se com qualquer projec¢do espectral (correspondente
a linearizagdo em qualquer ponto de equilibrio), por exemplo a de Fourier
correspondente a solucao trivial

wi(x) = coskx .
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Associado ao fluxo gerado por este tipo de equagoes (escalares semilineares
parabdlicas) define-se em X o importante funcional

z(u) = { n° de mudangas de sinal estritas de u(z) em 0 <z < 7} .

E um resultado cldssico que z(-) se comporta como um funcional de Lia-
punov discreto para os fluxos lineares. Atendendo ao teorema classico de
Sturm-Liouville, as propriedades oscilatorias das fungoes préprias associadas
ao espectro de L escrevem-se em termos do funcional z da seguinte forma

z(wg) =k .

Outro resultado classico de Sturm ¢é o seguinte:
Teorema: n <z, cwp) <m

Dem: Seja w =), a,wg. Como z(wg) = 0 tem-se que z(w) = z(w/wp),
e por aplicacao do teorema de Rolle a relacao

/
w w'wy — wwy
wo w?

z (W'wy — wwy) > z(w) +1

obtem-se

onde se contabilizaram os dois zeros (w'wy — wwy)|z—=0,» = 0.
Derivando de novo tem-se

(w'wy — wwp)' = we(Lw — Now) = wg (i()\k — )\O)akwk)
k=n
e por nova aplicacao do teorema de Rolle, resulta:
z (i()\k — )\o)akwk> > 2(w'wg — wwpy) — 1> z(w) = z(i Qwy) -
k=n k=n
Iterando repetidamente este resultado, obtem-se
z (i()‘k — )\O)Takwk> > z(w) > z <i()\k — )\O)Takwk>
k=n k=n
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para todo o r =1,2,..., e para r suficientemente grande conclui-se

n<z(w)<m.

Principio de Sturm-Matano

O resultado fundamental no estudo do fluxo gerado pelas equacoes escalares
semilineares parabdlicas é o seguinte resultado classico frequentemente re-
descoberto:

Teorema: (Principio de Sturm-Matano) Ao longo das solugoes w = w(t, x)
da equacao (ELV) a funcao z(w(t,-)) é mondtona nao crescente.

Dem: A funcio w(t,z) = e?@"w(t, z) onde ¢(x) = 2(1 — x/7) satisfaz
Wy = Wep +alt,z)w , O0<zx<m , t>0

Wy, —wW=0emz=0 , w,+w=0emz=m

com a(t,z) < 0 se r > 0 for escolhido suficientemente grande.

Sem perda de generalidade, seja D C [0, 7] x [0, 7] uma regiao conexa onde
w > 0. Note-se que a transformacao w — w nao altera a regiao D.

Entao em D tem-se w; — w,, < 0 e pelo principio do maximo forte o maximo
de w em D apenas pode ocorrer na fronteira

> = {0} x [0,7] U [0, 7] x {0,7} .

No entanto o maximo maxp w(t,z) > 0 ndo pode ocorrer nas laterais onde
se obteria a contradicao:

w(0,t) =w,(0,¢) <0 ou W(mt)=—w,(mt)<0.

Conclui-se portanto que D N {0} x [0, 7] # () e assim para ¢t = 7 existem pelo
menos tantas componentes {w # 0} como em ¢ = 0.

Por aplicacao do teorema da curva de Jordan obtem-se ainda a mesma or-
denagao destas componentes em t =0eem t = 7.

12
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Figura 6: Regides D; onde sgnw # 0.
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Pode ainda mostrar-se que para t > 0 se tem z(w(t,-)) < 0o e que se w(ty, )
possui um zero multiplo entao z(w(t,-)) decresce estritamente em t = ¢:

z(w(tg —e,-)) > z(w(to + ¢, +))

para todo o £ > 0.
Deste resultado fundamental obtém-se intimeras consequéncias, em particu-
lar relativamente ao comportamento do fluxo sobre as variedades W*(u) e

W (u):

Teorema: Sendo u € E um equilibrio hiperbdlico com indice de Morse
i(u) = n, entao

(i) para v; =v;(t, ) € W*(u), j = 1,2, duas drbitas na variedade instavel
de u, tem-se:
z2(v1 —ve) <M ;

(ii) para v; = v;(t, ) € W*(u), j = 1,2, duas drbitas na variedade estavel
de u, tem-se:
z(v —va) >n.

Dem: (esbogo) Se vy, v € W*(u) entdo w = vy — vy satisfaz a equagao linear

Wy = Wyy + a(t, x)w (LIN)
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onde 1
a(t,z) = / fu(A, sv1 + (1 — s)vg)ds
0

e tem-se que lim;,_ o w(t,-) = 0. Em particular, (passo delicado)como
a(t,x) — fu(A u) quando t — —ooa equacao (LIN) aproxima-se da equagao
linear variacional (ELV) em u € FE, a qual se usou para a caracterizagao
espectral de W*(u) na vizinhanga de u.

Entao w € W*(0) para (LIN) e portanto z(w) < n.

Destes resultados segue a injectividade da projeccao espectral.

Designando por Ej = span{wy},k=0,1,... e

n—1 o]
U=PE . S=dPE
k=0 k=n
entdao P : W"(u) — U é injectiva visto que se vy # vy e Pv; = Pvy obtem-se

z(vy —vg) = 2(Q(v1 —v2)) > n

mas como vy,vy € W"(u) forcosamente se tem que z(v; — v3) < n, uma
contradicao.

Mais uma vez, como este resultado ndao depende da base {wg, wy, ...} esco-
lhida, pode sem perda de generalidade usar-se a base de Fourier

Fy, = span{coskz}, k=0,1,...

Filtracoes. Transversalidade

O estudo do comportamento local na vizinhanca de u € E pode ser bastante
mais detalhado, utilizando a separagao que existe entre as taxas exponenci-
ais correspondentes aos diferentes espagos espectrais. Para tal considera-se
o resultado anterior tomando vy = u. Sendo u € FE hiperbdlico, existem
filtracoes das variedades estaveis e instaveis contituidas por subvariedades
invariantes com as seguintes propriedades:

Teorema: (Filtracao instavel) Nas condigdes anteriores a variedade instével
W"(u) possue uma filtragao constituida por subvariedades invariantes

Wo CWy C--- C Wiy = WHu)

com as seguintes propriedades
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i) T.W,=E e E1®--- L ; dmW; =7+1

(i) Para w € W;\W,_4, seja v(t,-) = T'(t)w (definida para todo ¢ € IR).
Entao existe o limite

~—

o))
A o) e P €MD

(ili) Para w € W;\W,_; existe ¢, € IR tal que
z(v(t,-) —u(-)) = paratodo t <t .

Analogamente

Teorema: (Filtracao estdvel) Nas condigdes anteriores a variedade estavel
W#(u) possue uma filtragao constituida por subvariedades invariantes

Wou) =Wy, DWhi1 D..t
com as seguintes propriedades
(i) TWry=c{Ey®E 1@ ...} ; codimW, =k

(ii) Para w € Wi\Wy1, seja de novo v(t,-) = T(t)w. Entéao existe o limite

~—

lim olt, ) = ul
= Tolt, ) = )]

=1 € E;\{0}
(ili) Para w € Wy \Wj,, existe ¢y € IR tal que
z(v(t,-) —u(-)) =k para todo t > tq .

Nota: (Aqui deve usar-se o fluxo variacional DT (t)y) com ¥ = vy — vy) As
afirmagoes (ii) dos teoremas anteriores sao ainda véalidas na forma

o(t,-)

im — = ¢i
t—oo [[0(¢, )|

onde ¥ = dv/dt.
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Finalmente podemos formular o teorema da transversalidade.
Teorema: (Angenent-Henry) As variedades invariantes de equilibrios hiper-
bélicos u* € E sao tranversais:

W*(u™) MW (u") .

Dem: (esbogo) Seja W¥(u~) N W*(u") # 0. Entao existe u(t) = T'(t)uo,
uma solugao global limitada, tal que w(ug) = u™, a(ug) = u~. A observagao
crucial é a seguinte:

=cw; , j<i(u)

alt,

, =ctw, , k>i(u")
t=oe [lu(t, -

onde ¢, ¢ sdo constantes nao nulas. Entao, como z(4(t)) é mondtona nao-

crescente, obtem-se
i(u™) > 7 >k>i(uh)

Além disso,
w(0) € Ty, W (u™) N Ty, W (u™) .

Considere-se o subespago tangente T,,,W*(u~), e seja

Ln(UO) -
_ _ DT (t)ug)v o }
ObUqveT, W' u ),v#0: lim ————=——=c w,, comm<n, .
(0h {o T 405 i e
Para cadan =1,...,i(u") existe um subespago linear L, (ug) C Ty W"(u")

tal que se v € L, (up)\{0} entao z(v) < n.

Por outro lado sabemos que z(v) > N onde N = i(u") para cada v €
Ty W*(u")\{0}.

Se u™ é estdvel (caso N = 0) a tranversalidade é trivial. No caso N > 1
temos que Ly (ug) N T,,W*(u™) = {0}, e portanto

Ly(u) ® T, ,Wo(ut) = X
concluindo-se a transversalidade:

Ty W u™) + Ty W (ut) = X
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Figura 7: Transversalidade entre W*(u~) e W*(u™).

De forma inteiramente analoga obtem-se a transversalidade das filtracoes
introduzidas anteriormente.

Teorema: Sejam u™,u~ € E hiperbdlicos e considerem-se as filtracoes:
WO_ C Wl_ C Tt C W?’;—l — Wu(u_)
Ws(u+) = W,T D W,jﬁrl DL
Entao todas estas variedades invariantes sao transversais:

W, mw,;

Propriedade de Morse-Smale. Decomposicao de Morse

Em conclusdo, o atractor do sistema dinamico gerado por (PCI) é Morse-
Smale para todos os valores A # k%, k =0,1,....

Considerando o diagrama de bifurcacao, e em particular a bifurcacao de
forquilha local, pode entao obter-se a estrutura geométrica global do atractor:

A= W ()

UjGE
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A<0 0<i<1 1<i<4 4<)<9

B

Figura 8: Atractores de Chafee-Infante.
E facilmente se conclui a decomposicao de Morse correspondente

Classificagao

(esbogo) Caracterizacao (aplicagdo do indice de Conley)
(global) — Curva de alcance: Permutagoes meandricas de Morse

(local) — k-adjacéncia
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Figura 9: Diagrama de bifurcagao e decomposigao de Morse.
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