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I - Introdução

1 - Conjuntos limite: órbitas, conjuntos α e ω-limite,
atractores.
Seja X um espaço métrico completo, r ≥ 0 e RI + = [0,∞) (X um espaço de
Banach se r > 0).
Definição: Um semigrupo de classe Cr, r ≥ 0, (um sistema semi-
dinâmico) é uma famı́lia de aplicações T (t) : X → X, t ≥ 0, tal que:
(i) T (0) = I;
(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para t ≥ 0, s ≥ 0;
(iii) T (t)x é cont́ınua em t, x e Fréchet diferenciável em x até à ordem r para
todo (t, x) ∈ RI + ×X.
Para cada x ∈ X define-se a sua semiórbita positiva: γ+(x) = {T (t)x, t ≥
0}.
Consegue ainda definir-se semiórbita negativa: Seja φ : (−∞, 0] → X
cont́ınua tal que φ(0) = x e para todo s ≤ 0 se tem T (t)φ(s) = φ(t+ s) para
0 ≤ t ≤ −s.
Como se pode dar que o contradomı́nio Rg [T (t)] 6= X, pode não existir
semiórbita negativa φ. Se esta existir, como T (t) não é necessáriamente
injectiva, pode falhar a unicidade. Então define-se γ−(x) =

⋃
t≥0H(t, x)

onde:
H(t, x) =

{
y ∈ X : existe φ : (−∞, 0]→ X, φ(0) = x, φ(−t) = y

}
.

Finalmente define-se órbita: γ(x) = γ+(x) ∪ γ−(x).
Quando a órbita (ou a semiórbita negativa) existe define-se T (t)x para t < 0.
Para conjuntos B ⊂ X definem-se os correspondentes conceitos:

γ+(B) =
⋃
x∈B γ+(x)

γ−(B) =
⋃
x∈B γ−(x)

}
γ(B) .

Definição:

{
conjunto ω − limite : ω(B) =

⋂
s≥0 cl

⋃
t≥s T (t)B

conjunto α− limite : α(B) =
⋂
s≥0 cl

⋃
t≥sH(t, B)

Definição: Diz-se que B ⊂ X atrai C ⊂ X sob o fluxo de T (t) se:

∀ε>0 ∃t0 = t0(C, ε) T (t)C ⊂ Vε(B) para t ≥ t0 .

Definição: S ⊂ X diz-se invariante se:

∀x ∈ S existe γ(x) e γ(x) ⊂ S.
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Nota: S invariante ⇒{
T (t)S ⊂ S; e ∀y ∈ S, z = T (−t)y ∈ S ⇒ T (t)z = y ∈ T (t)S ⇒ S ⊂
T (t)S

}

⇒ T (t)S = S ∀t ≥ 0. Igualmente T (t)S = S ∀t ≥ 0 ⇒ S invariante.
Questão: Que subconjuntos de X podem ser invariantes? Naturalmente os
α e ω-limites de órbitas são invariantes.
(1) Proposição: Se B ⊂ X é tal que ω(B) é compacto e atrai B, então
ω(B) é invariante. Se B é conexo, então ω(B) é conexo. Se α(B) é compacto
e dist(α(B),H(t, b)) → 0 quando t → +∞, então α(B) é invariante. Se
H(t, B) é conexo, α(B) é conexo.
Nota: Tomou-se dist(K,C) = supy∈K infz∈C d(y, z).
Demonstração: Se ω(B) 6= ∅ , então y ∈ ω(B) é equivalente a

∃ sucessões {yk} ⊂ B, {tk} ⊂ RI +, com tk ↗ +∞, tais que T (tk)yk → y

e por continuidade, para t ≥ 0, T (t+ tk)yk → T (t)y e portanto T (t)ω(B) ⊂
ω(B). Igualmente, como ω(B) é compacto e atrai B existe uma subsucessão
{t′k} tal que T (t′k − t)yk → z. Então z ∈ ω(B) e portanto T (t)z = y ∈
T (t)ω(B) ⇒ ω(B) ⊂ T (t)ω(B) concluindo-se que ω(B) é invariante. Se-
ja B conexo e ω(B) = A1 ∪ A2 com A1, A2 compactos disjuntos tais que
dist(A1, A2) > δ. Então como A1 e A2 atraem B pode obter-se uma subsu-
cessão {zk} tal que dist(zk, A1) > δ/2 e dist(zk, A2) > δ/2, uma contradição.
Questão: Quando é que os conjuntos α e ω-limite de um conjunto B são
compactos e atraem B?
(2) Proposição: Se B ⊂ X é não vazio e γ+(B) é pré-compacto então
ω(B) é não-vazio, compacto, invariante e atrai B. Se γ−(B) é não vazio e
pré-compacto então α(B) é não-vazio, compacto, invariante e

dist (x(B),H(t, B))→ 0

quando t→ +∞.
Demonstração: Se B 6= ∅ e cl γ+(B) é compacto, então ω(B) é não-vazio
e compacto. Se ω(B) não atrai B então existe ε > 0 e existem sucessões
{tk} ⊂ RI +, com tk ↗ +∞, {yk} ⊂ B, tais que dist(T (tk)yk, ω(B)) > ε para
todo o k. Mas T (tk)yk ⊂ cl γ+(B) que é compacto e tem-se uma subsucessão
convergente T (tk′)yk′ → z, dist(z, ω(B)) > ε. Como z ∈ ω(B) tem-se uma
contradição!

2 - Regularidade assimptótica, contracções-α.
Questões: (Dos últimos 25 anos)
(1)- Quando é que uma equação de evolução define um semigrupo C r?
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(2)- Quando é que o fluxo possui um atractor compacto (máximo invariante
compacto)?
(3)- Quais as propriedades do atractor? Conterá ω(B) para B limitado?
Para responder à questão 1 é necessário obter propriedades de existência lo-
cal, extensão de solução e dependência cont́ınua das soluções com respeito às
condições iniciais. Para responder a 2 e 3 é necessário obter propriedades de
regularização do semigrupo T (t), e uma certa propriedade de “instabilidade
do ∞”.
Definição: O semigrupo T (t) diz-se assimptoticamente regular se para
todo B ⊂ X com B limitado, fechado e não vazio tal que T (t)B ⊂ B para
t ≥ 0, existe um conjunto compacto J ⊂ B tal que J atrai B.
Caracterização dos semigrupos assimptoticamente regulares:
(3) Lema: T (t) é assimptoticamente regular se e só se para todo B ⊂ X,
B limitado, fechado e não vazio, existe um conjunto compacto J = J(B) ⊂
X, tal que J(B) atrai o conjunto L(B) = {x ∈ B : T (t) ∈ B para t ≥ 0}.
Demonstração: (⇐) Se B é limitado e fechado e T (t)B ⊂ B para t ≥ 0
então L(B) = B e J(B) atrai B.
(⇒) Se B é limitado e fechado e L = L(B) então T (t)L ⊂ L. Por conti-
nuidade para cada t ≥ 0, tem-se T (t)L ⊂ L para t ≥ 0 e existe J atraindo
L.
Na verdade para estes semigrupos obtem-se a propriedade desejada (mesmo
sem assumir pré-compacidade de γ+).
(4) Proposição: Se T (t) é assimptoticamente regular e o conjunto não vazio
B ⊂ X é tal que γ+(B) é limitado, então ω(B) é não-vazio, compacto,
invariante e ω(B) atrai B. Se além disso B é conexo, então ω(B) é conexo.
Em particular, se a semiórbita γ+(x) é limitada para x ∈ X então cl γ+(x)
é compacto e ω(x) é não-vazio, compacto, conexo e invariante.
Demonstração: É necessário obter a compacidade de ω(B). Então

T (t)γ+(B) ⊂ γ+(B) e T cont́ınua ⇒ T (t) cl γ+(B) ⊂ cl γ+(B).
Mas T assimptoticamente regular implica a existência de J compacto, J ⊂
cl γ+(B), tal que J atrai B. Portanto existem sucessões εk ↘ 0 e tk ↗ +∞
tais que T (t)B ⊂ Vεk(J) para t ≥ tk. Conclui-se que ω(B) ⊂ J . Mas J
compacto e ω(B) fechado ⇒ ω(B) compacto.
Falta provar que ω(B) atrai B. Supondo que ω(B) não atrai B temos que
existem ε > 0, tk ↗ +∞, yk ∈ B tais que T (tk)yk 6∈ Vε(ω(B)). Mas J
atrai B e é compacto, portanto usando uma sucessão em J para extrair uma
subsucessão convergente, obtem-se uma subsucessão T (tk)yk → z ∈ J . Mas
como então z ∈ ω(B), temos uma contradição.
O resto da Proposição provem da Proposição (1).
Questão: Que classes interessantes de semigrupos T (t) são assimptotica-
mente regulares?
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Definição: Um semigrupo T (t), t ≥ 0, diz-se condicionalmente com-
pletamente cont́ınuo para t ≥ t1 se para cada t ≥ t1 e cada conjunto
limitado B ⊂ X, tal que {T (s)B, 0 ≤ s ≤ t} é limitado, se tem que T (t)B é
pré-compacto.
Definição: T (t), t ≥ 0, diz-se completamente cont́ınuo ou compacto se
fôr condicionalmente completamente cont́ınuo e, para cada t ≥ 0, B ⊂ X e
B limitado implicam que {T (s)B, 0 ≤ s ≤ t} é limitado.
(5) Proposição: Se T (t), t ≥ 0, é condicionalmente completamente cont́ınuo
para t ≥ t0, então T (t) é assimptoticamente regular.
Demonstração: Imediato.
Seja X um espaço de Banach.
(6) Teorema: Se T (t), t ≥ 0, é tal que T (t) = S(t) + U(t) onde U(t) : X →
X, t ≥ 0, é completamente cont́ınuo e S(t) : X → X, t ≥ 0, é tal que existe
uma função cont́ınua k : RI + × RI + → RI +, k(t, r) → 0 quando t → +∞ e
|S(t)x| ≤ k(t, r) se |x| ≤ r, então T (t) é assimptoticamente regular.
Para provar este teorema é necessário introduzir a noção de medida de não-
compacidade. Seja X um espaço métrico completo.
Definição: Sendo B ⊂ X, B limitado, define-se a medida de não-com-
pacidade de Kuratowski α(B):

α(B) = inf {d : B tem cobertura finita de diâmetro < d}

onde o diâmetro de um conjunto A é dado por:

diâmetro (A) = sup
x,x′∈A

d(x, x′).

Por uma questão de notação usar-se-á β para a medida de não-compacidade.
Propriedades gerais:
1. β(B) = 0 se e só se B é pré-compacto.
2. β(A ∪B) = max{β(A), β(B)}.
3. β(coB) = β(B), onde co designa o envólucro convexo fechado.
Referências:
B. N. Sadovskii, Limit compact and condensing operators, Russian Math.
Surveys, 163 (1972) p.85-146, (Motivado por teoremas de ponto fixo).
P. Massat, Some properties of condensing maps, Ann. Mat. Pura Appl. (4)
125 (1980) p.101-115.
Outras propriedades:
4. Se A1 ⊃ A2 ⊃ . . . são subconjuntos fechados não-vazios de X tais que
β(Ai)→ 0 quando i→ +∞, então

⋂
i≥0 Ai é não-vazio e compacto.

5. Definindo A+B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}, então:

β(A+B) ≤ β(A) + β(B).
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Demonstração de (6):
Seja Br = {x ∈ X : |x| ≤ r} e Lr = {x ∈ Br : T (t)x ∈ Br, t ≥ 0}. Mostra-se
que existe J = J(Br) compacto tal que J atrai Lr e utiliza-se o Lemma (3).
Seja β a medida de não compacidade de Kuratowski. Então:

γ+(T (t)Lr) = T (t)γ+(Lr) , t ≥ 0 e γ+(Lr) ⊂ Br.
Portanto, por 5. e 1. obtem-se:

β
(
γ+(T (t)Lr)

)
= β([S(t) + U(t)]γ+(Lr)) ≤ β(S(t)γ+(Lr)) ≤ k(t, r), t ≥ 0.

Assim β
(
cl γ+(T (t)Lr)

)
≤ k(t, r) e tende para 0 quando t → +∞. Como

ω(Lr) =
⋂
t≥0 cl γ+(T (t)Lr) =

⋂
n≥0 cl γ+(T (n)Lr) por 4. tem-se que ω(Lr)

é não-vazio e compacto. Então J(Br) = ω(Lr) e mostra-se que atrai Lr.
Supondo que não:
∃ ε > 0, {tk} ⊂ RI , tk ↗ +∞, {yk} ⊂ Lr tais que T (tk)yk /∈ Vε(ω(Lr)).

Seja Aj = cl {T (tk)yk : k ≥ j}. Então A1 ⊃ A2 ⊃ . . . e

β(Aj) = β
(
T (tj){T (tk − tj)yk : k ≥ j}

)

≤ β(T (tj)Lr) ≤ β(S(tj)Br) ≤ k(tj, r)→ 0 ,

portanto
⋂
j≥0Aj é não vazio e compacto. Assim, para uma subsucessão

tem-se T (tk′)yk′ → z ∈ ω(Lr), obtendo-se uma contradição.
Definição: Um semigrupo T (t), t ≥ 0, diz-se uma contracção-β condi-
cional com respeito à medida da não-compacidade β se existe uma função
cont́ınua k : RI + → RI + tal que k(t) → 0 quando t → +∞ e para cada t > 0
e cada conjunto limitado B ⊂ X tal que {T (s)B, 0 ≤ s ≤ t} é limitado se
tem:

β(T (t)B) ≤ k(t)β(B) .

Definição: O semigrupo T (t), t ≥ 0, diz-se uma contracção-β se é uma
contracção-β condicional e para cada t > 0 o conjunto {T (s)B, 0 ≤ s ≤ t} é
limitado se B é limitado.
Notas:
(1) A função k diz-se uma função de contracção para o semigrupo T (t).
(2) Definição: Uma aplicação cont́ınua T : X → X diz-se uma contracção-
β se T é limitada (isto é, transforma conjuntos limitados em conjuntos limi-
tados), e para cada conjunto limitado B ⊂ X se tem β(TB) ≤ Kβ(B) com
0 ≤ K < 1.
Definição: O semigrupo T (t), t ≥ 0, diz-se uma condensacção-β se para
cada conjunto limitado B ⊂ X o conjunto {T (s)B, 0 ≤ s ≤ t} é limitado
para cada t > 0 e β(T (t)B) < β(B) se β(B) > 0.
(7) Lema: Seja T (t), t ≥ 0, um semigrupo com a seguinte propriedade:
existe uma função M : RI + → RI + não-decrescente tal que para todo t > 0
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e B ⊂ X, B limitado, se tem β(T (t)B) ≤ M(t)β(B). Então T (t), t ≥ 0, é
uma contracção-β se e só se existe t0 > 0 tal que T (t0) é uma contracção-β.
Nota: A hipótese em M é muito pouco restritiva.
Demonstração:(⇒) Seja T (t), t ≥ 0, uma contracção-β com função cont́ınua
k. Então existe t0 > 0 tal que k(t0) < 1 e portanto T (t0) é uma contracção-β.
(⇐) Seja T (t0), com t ≥ 0, uma contracção-β e seja α > 0 tal que K =
e−αt0. Para cada t ∈ RI + existe um inteiro n = n(t) tal que nt0 ≤ t ≤
(n + 1)t0. Então, para todo o conjunto limitado B ⊂ X tem-se T (t)B =
[T (t0)]

nT (s(t))B, onde s(t) = t− nt0. Portanto

β(T (t)B) ≤ e−αt0nβ
(
T (s(t))B

)
≤ e−nαt0M(s(t))β(B) ≤M(t0)e−α(t−t0)β(B),

visto que 0 ≤ s(t) < t0 e que nt0 > t − t0. Então T (t), t ≥ 0, é uma
contracção-β com função de contracção k(t) = M(t0)eα(t0−t).
(8) Proposição: As contracções-β condicionais são assimptoticamente regu-
lares.
Demonstração: Seja B ⊂ X, B limitado, tal que T (t)B ⊂ B para t ≥ 0.
a) Vai-se demostrar que existe um conjunto compacto J ⊂ X que atrai B.
Então γ+(B) é limitado e

β
(
cl γ+(T (t)B)

)
= β

(
γ+(T (t)B)

)
= β(T (t)γ+(B)) ≤ k(t)β(γ+(B)) .

Mas ω(B) =
⋂
t≥0 cl γ+(T (t)B) e k(t) → 0 quando t → +∞. Então J =

ω(B) é compacto.
b) ω(B) atrai B (ver demonstração de (6)).

3 - Estabilidade de Conjuntos Invariantes.
Seja T (t) : X → X, t ≥ 0, um semigrupo de classe Cr, r ≥ 0, e J um
conjunto invariante.
Definição: J diz-se estável, se para qualquer vizinhança V de J existe uma
vizinhança U de J tal que T (t)U ⊂ V para t ≥ 0.
(9) Lema: J é estável se e só se para cada vizinhança V de J existe V ′ ⊂ V
contendo uma vizinhaça de J tal que T (t)V ′ ⊂ V ′ para t ≥ 0.
Demonstração: (⇐) Óbvio; (⇒) Se J é estável existe uma vizinhança U
de J tal que T (t)U ⊂ V para t ≥ 0. Toma-se V ′ =

⋃
t≥0 T (t)U .

Nota: Se T (t) não fôr um homeomorfismo V ′ pode não ser aberto.
Definição: O conjunto invariante J diz-se que atrai pontos localmente
se existe uma vizinhança W de J tal que J atrai pontos de W .
Definição: J diz-se assimptoticamente estável se J é estável e atrai
pontos localmente.
Definição: J diz-se uniformemente assimptoticamente estável se J é
estável e atrai uma vizinhança de J .
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(10) Lema: Se T (t), t ≥ 0, é assimptoticamente regular e se J é um conjunto
compacto, invariante e estável então são equivalentes as seguintes afirmações:
(i) J atrai pontos localmente;
(ii) Existe um conjunto W limitado contendo uma vizinhaça de J tal que
T (t)W ⊂ W , t ≥ 0, e J atrai subconjuntos compactos de W.
Demonstração: (ii)⇒ (i): Óbvio; (i)⇒ (ii): Pelo Lema (9) vamos assumir
que o conjunto limitado W ⊂ X contendo uma vizinhança de J é tal que
T (t)W ⊂ W . Seja H ⊂ W , H compacto. Então γ+(H) é limitado e pela
Proposição (4) temos que ω(H) é compacto e atrai H. Seja U ⊂ W , uma
vizinhança aberta de J . Então pela estabilidade de J existe uma vizinhança
U ′ ⊂ U de J tal que T (t)U ′ ⊂ U .
(Para referência futura demarca-se a argumentação que segue)

(∗)
Para cada x ∈ H existe t0 = t0(x,U) tal que se T (t0)x ∈ U ′ então T (t)x ∈ U
para t ≥ t0. Como T (t) é cont́ınua existe uma vizinhança Ox de x tal que
T (t)Ox ⊂ U para t ≥ t0. Seja {Oxi , i = 1, . . . , p} uma cobertura finita de H,
seja N = N(H,U) = maxi t0(xi, U) e seja V = V (H,U) =

⋃
iOxi, (V é uma

vizinhança de H). Então T (t)V ⊂ U para t ≥ N .
(∗)

Tomando uma sucessão U1 ⊃ U2 ⊃ . . . tal que
⋂
i Ui = J conclui-se que

ω(H) ⊂ J e portanto J atrai H.
Notas:
(a) Definição: O conjunto invariante J diz-se isolado se existe uma vizi-
nhança V de J tal que se K é um subconjunto invariante de V então K ⊂ J .
(b) Se J é um invariante isolado então é fechado (por continuidade de T (t)).
(c) Se dimX < ∞ o lema anterior implica que J e um invariante isolado
limitado (portanto compacto) e então J é assimptoticamente estável se e só
se J é uniformemente assimptoticamente estável.
(11) Teorema: Se T (t) é assimptoticamente regular e J é um conjunto com-
pacto invariante que atrai pontos localmente então as seguintes afirmações
são equivalentes:
(i) Existe um conjunto limitado W ⊂ X contendo uma vizinhança de J tal
que T (t)W ⊂ W , t ≥ 0, e J atrai subconjuntos compactos de W ;
(ii) J é estável;
(iii) J é uniformemente assimptoticamente estável.
e cada uma das condições implica que J é isolado.
Demonstração: (iii)⇒ (ii): Óbvio; (ii) ⇒ (i): Lema (10).
(Nota: No argumento seguinte não é usada a regularidade assimptótica de
T (t), nem que T (t)W ⊂ W , sendo apenas usado o facto de que J atrai
conjuntos compactos).

(∗∗)
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(i)⇒ (ii): (Por contradição) Caso contrário para todo o ε > 0, existem {tk},
tk ↗ +∞, e {yk}, yk → y ∈ J tais que yk ∈ Vε(J) e T (tk)yk 6∈ Vε(J). O
conjunto H = {y, yk; k ≥ 1} é compacto e portanto J atrai H. Então existe
t0 = t0(H, ε) tal que T (t)H ⊂ Vε(J) para t ≥ t0, uma contradição.

(∗∗)
(ii) ⇒ (iii): Dada a vizinhança U ⊂ W de J existe uma vizinhança U ′ de J
tal que T (t)U ′ ⊂ U . Pelo argumento (∗) da demonstração anterior, para H
compacto tal que H ⊂ W , existe uma vizinhança V de H e um N = N(H,U)
tal que T (t)V ⊂ U para t ≥ N . Como T (t), t ≥ 0, é assimptoticamente
regular existe um conjunto compacto K ⊂ W que atrai U (basta tomar
B = cl W , U ⊂ L(B)). Mas por (i) J atrai K, segue-se que J atrai U e
portanto atrai a vizinhança V do compacto H. Tomando H = J tem-se que
J atrai uma vizinhança de J e portanto é uniformemente assimptoticamente
estável. Finalmente (i)⇒ J é isolado: Basta mostrar que ω(W ) ⊂ J . Então,
como T (t), t ≥ 0, é assimptoticamente regular da Proposição (4) segue-se
que ω(W ) é compacto. Mas como J atrai conjuntos compactos e ω(W ) é
invariante segue-se que ω(W ) ⊂ J .

(12) Corolário: Se T (t), t ≥ 0, é assimptoticamente regular, então um
conjunto compacto invariante J é assimptoticamente estável se e só se é
uniformemente assimptoticamente estável.

4 - Semigrupos dissipativos e atractores globais.
Definição: O semigrupo T (t), t ≥ 0 diz-se dissipativo para pontos (dis-
sipativo para compactos, localmente dissipativo para compactos, dissipativo
para limitados) se existe um conjunto limitado B ⊂ X que atrai cada ponto
de X (cada compacto de X, uma vizinhança de cada compacto de X, cada
limitado de X) sob o fluxo de T (t).

Definição: Para o semigrupo T (t), t ≥ 0, o conjunto compacto invariante A
diz-se o máximo compacto invariante se todo o compacto invariante do
semigrupo pertencer a A.

Definição: O conjunto invariante A diz-se o atractor global se A fôr o
máximo compacto invariante que atrai os conjuntos limitados B ⊂ X.

No que se segue considera-se X um espaço de Banach.

(13) Lema: Se J é um conjunto invariante compacto que atrai conjuntos
compactos, então J é conexo.

Demonstração: O conjunto coJ é compacto, conexo e é atráıdo por J . Se
J não é conexo, então J = A ∪ B, A ∩B = ∅. Como J ⊂ T (t)[coJ ], t ≥ 0, e
T é cont́ınua tem-se que T (t)[coJ ] é conexo. Sendo T (t)[coJ ] ∩ C 6= ∅ para
t ≥ 0 com C = A e C = B, tem-se que existe uma sucessão {tk} tal que
T (tk)[coJ ] 6∈ A∪B. Mas como T (tk)[coJ ] é compacto tem-se que existe uma



10

subsucessão convergente para z 6∈ A ∪B e z ∈ J , uma contradição.
(14) Teorema: Seja T (t) : X → X um semigrupo-Cr, r > 0, tal que
existe um conjunto compacto K 6= ∅ que atrai compactos de X e seja A =⋂
t≥0 T (t)K. Então:

(i) A é conexo e independente de K.
(ii) A é o máximo compacto invariante.
(iii) A é estável e atrai compactos.
Se além disso T (t) é assimptoticamente regular, então:
(iv) Qualquer que seja o conjunto compacto H ⊂ X existe uma vizinhança
H1 deH tal que γ+(H1) é limitado e A atrai H1. Portanto A é uniformemente
assimptoticamente estável.
(v) Se C ⊂ X é tal que γ+(C) é limitado então A atrai C.
Finalmente, se T (t) é injectiva em A então T (t)|A é um grupo-Cr.
Demonstração: (Ver teorema (11)) Sendo H ⊂ X, H compacto, então
T (t)H → K, cl γ+(H) é compacto, e ω(H) ⊂ K. Em particular, ω(K) ⊂ K
e ω(K) = A que é não-vazio, compacto, invariante e atrai compactos. Pelo
lema anterior A é conexo. Se houver outro conjunto K1, então ω(K1) ⊂
ω(K) ⊂ ω(K1) e conclui-se que A é independente de K. Para provar que
A é estável usa-se (∗∗) do Teorema (11). Para provar (iv) usa-se o argu-
mento a seguir a (∗∗) no Teorema (11). Para provar (v) basta notar que
T (t)cl γ+(C) ⊂ cl γ+(C) e, pela Proposição (4), K = ω(C) é compacto não-
vazio e atrai γ+(C). Então (iii) implica que A atrai C. Finalmente, seja T (t)
um semigrupo-Cr e T (t) injectiva. Então, como A é invariante tem-se que
T (t) é sobrejectiva emA. Assim T (t) tem inversa emA e T (t)−1|A = T (−t)|A.
Finalmente, T (t)|A cont́ınua e A compacto implica que T (t)−1|A é cont́ınua
(ver Royden, p.159). Portanto T (t)|A é um grupo-Cr.
(15) Corolário: Se T (t) é assimptoticamente regular então as seguintes afir-
mações são equivalentes:
(i) existe um conjunto compacto que atrai os conjuntos compactos de X.
(ii) existe um conjunto compacto que atrai uma vizinhança de cada compacto
de X.
(16) Teorema: Se o semigrupo T (t), t ≥ 0, é assimptoticamente regular,
dissipativo para pontos, e as semiórbitas positivas de conjuntos limitados são
limitadas, então existe um atractor global A.
Demonstração: 1) Existe um compacto que atrai pontos: Seja B ⊂ X o
conjunto limitado que atrai pontos e seja B = cl B. Então L(B) = {x ∈ B :
T (t)x ∈ B, t ≥ 0} atrai pontos (pela Proposição (4)), e γ+(L(B)) é limitado.
Como T (t)γ+(L(B)) ⊂ γ+(L(B)) e T (t) é assimptoticamente regular, o Lema
(3) implica que existe um conjunto compacto K ⊂ X que atrai L(B) e
também pontos de X. Como K se atrai a si mesmo e γ+(K) é pré-compacto,
segue-se que J = ω(K) é compacto, invariante e atrai pontos.
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2) Existe uma vizinhança V de J que atrai uma vizinhança de cada compac-
to: Dada uma vizinhança V de J tem-se que γ+(V ) é limitada. Usando o
argumento (∗) obtem-se que dado o conjunto compacto H ⊂ X existe uma
vizinhançaH1 de H tal que γ+(V ) atrai H1. Conclui-se que T (t) é localmente
dissipativa para compactos.

3) Existe um conjunto compacto que atrai os conjuntos compactos: SeB ⊂ X
é o conjunto limitado que atrai conjuntos compactos (B = γ+(V )), então
L(B) = {x ∈ B : T (t)x ∈ B, t ≥ 0} satisfaz T (t)cl L(B) ⊂ cl L(B) para
t ≥ 0 e existe um conjunto compacto K que atrai cl L(B) (Lema (3)). Então
K atrai conjuntos compactos (pela Proposição (4)). Pelo Teorema (14) tem-
se que A =

⋂
t≥0 T (t)K é o atractor global. Conclui-se do Teorema (14(v))

que T (t) é dissipativa para limitados.

5 - Dependência de parâmetros, semicontinuidade
superior.
Seja Λ um espaço métrico, X um espaço métrico completo e, para λ ∈ Λ,
T (t, λ) : X → X um semigrupo-Cr, r ≥ 0, com T (t, λ)x cont́ınua em t, λ, x.
Tem-se pela definição que, para λ ∈ Λ, se T (t, λ) é assimptoticamente regular,
então para qualquer conjunto limitado B ⊂ X tal que T (t, λ)B ⊂ B, t ≥ 0,
existe um conjunto compacto Kλ(B) ⊂ B tal que Kλ(B) atrai B sob o fluxo
de T (t, λ).
Definição: Diz-se que {T (t, λ), t ≥ 0, λ ∈ Λ} é colectivamente assimpto-
ticamente regular se T (t, λ) é assimptoticamente regular para cada λ ∈ Λ
e
⋃
λ∈ΛKλ(B) é pré-compacto.

Definição: {T (t, λ), t ≥ 0, λ ∈ Λ} é colectivamente contracção-β se
T (t, λ) é uma contracção-β para cada λ ∈ Λ, e existem t0, k ∈ [0, 1) tais que
para todo o conjunto limitado B ⊂ X tal que β(B) > 0 se tem

β
( ⋃

λ∈Λ

{T (s, λ)B, 0 ≤ s ≤ t0}
)
≤ k β(B) .

(17) Lema: Se {T (t, λ), t ≥ 0, λ ∈ Λ} é colectivamente contracção-β então é
colectivamente assimptoticamente regular.

Demonstração: Pela Proposição (8) tem-se que para cada λ ∈ Λ, T (t, λ)
é assimptoticamente regular. Para B ⊂ X, B fechado, limitado e não-vazio,
tal que T (t, λ)B ⊂ B para t ≥ 0, seja Kλ(B) ⊂ B o conjunto compacto que
atrai B sob o fluxo T (t, λ). Em particular tem-se T (t, λ)Kλ(B) = Kλ(B)
(ver Teorema (16)). Então Φ =

⋃
λ∈ΛKλ(B) é limitado (pois está em B) e:

β(Φ) = β(
⋃

λ∈Λ

Kλ) = β
(⋃

λ∈Λ

{T (s, λ)Kλ, 0 ≤ s ≤ t0}
)
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≤ β
(⋃

λ∈Λ

{T (s, λ)Φ, 0 ≤ s ≤ t0}
)
.

Então β(Φ) ≤ kβ(Φ) se β(Φ) > 0 obtendo-se (1 − k)β(Φ) ≥ 0, uma contra-
dição. Portanto β(Φ) = 0 e

⋃
λ∈ΛKλ(B) é pré-compacto concluindo-se que

T (t, λ) é colectivamente assimptoticamente regular.
(18) Teorema: Seja T (t, λ) : X → X, t ≥ 0, um semigrupo-C r para cada
λ ∈ Λ tal que existe um conjunto limitado B0 ⊂ X (independente de λ) que
atrai pontos deX sob o fluxo de T (t, λ), e para cada conjunto limitadoB ⊂ X
o conjunto Γ =

⋃
λ∈Λ

⋃
t≥0 T (t, λ)B é limitado. Se a famı́lia de semigrupos

T (t, λ) é colectivamente assimptoticamente regular, então o atractor global
Aλ é semicont́ınuo superior em λ ∈ Λ.
Demonstração: Pode-se escolherB0 fechado. Pelo Teorema (16) tem-se que
Aλ existe para cada λ ∈ Λ e Aλ ⊂ B0. Seja H ⊂ X um conjunto compacto.
Então, Aλ atrai H para cada λ ∈ Λ, e portanto Γ =

⋃
λ∈Λ

⋃
t≥0 T (t, λ)B0 ⊃⋃

λ∈ΛAλ atrai H sob o fluxo de T (λ, t) para cada λ ∈ Λ e portanto Γ atrai
conjuntos compactos H. O conjunto

⋃
λ∈ΛAλ ⊂ Γ é limitado e T (λ, t) colecti-

vamente assimptoticamente regular, portanto
⋃
λ∈ΛAλ é pré-compacto. Aλ é

semicont́ınuo superior se e só se para toda a sucessão {λk} ⊂ Λ, λk → λ0 e to-
da a sucessão {xk} ⊂ X com xk ∈ Aλk e xk → x0 se tem que x0 ∈ Aλ0. Como
Aλk é invariante para T (t, λk), dada uma sucessão {tj}, tj → +∞, pode-se
determinar para cada tj uma sucessão {yjk} ⊂ X tal que T (tj, λk)y

j
k = xk.

Como
⋃
λ∈ΛAλ é pré-compacto e B0 é fechado, para j = 1 obtem-se uma

subsucessão y1
k′ → y1

0.

λλλλ1 k 0

x
1

y

xx x
k

1 1
0

0y

y
11

1
2
2

2y1
1

Aλ

2

Sendo T (t, λ) cont́ınuo em λ, fazendo λk → λ0 obtem-se T (t1, λ0)y1
0 = x0.

Para j = 2 obtem-se uma subsucessão y2
k′′ → y2

0 e tem-se T (t2, λ0)y2
0 = x0 . . .

Por triangularização obtem-se uma subsucessão {yj0} ⊂ X tal que

T (tj, λ0)yj0 = x0.

Como {yj0} ⊂ B0 tem-se que γλ0(x0) ⊂ B0 e como γλ0(x0) é invariante para
T (t, λ0) temos que x0 ∈ γλ0(x0) ⊂ Aλ0.
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Notas:

Definição: Os semigrupos T (t, λ1) e T (t, λ2) dizem-se equivalentes (A-
equivalentes), escrevendo-se T (t, λ1) ∼ T (t, λ2), se existe um homeomorfismo
entre Aλ1 e Aλ2 que transforma órbitas em órbitas preservando a direcção de
evolução no tempo. Note-se que o homeomorfismo não dá necessáriamente
uma conjugação e, para que a definição de equivalência tenha algum interesse,
não pode ser um difeomorfismo.

Definição: O semigrupo T (t, λ0) diz-se estruturalmente estável (A-está-
vel). Se existe uma vizinhança V (λ0) tal que T (t, λ) ∼ T (t, λ0) para todo o
λ ∈ V (λ0).

Proposição: Se T (t, λ1) ∼ T (t, λ2) e T (t, λ1) é bijectiva em Aλ1 então
T (t, λ2) é bijectiva em Aλ2.

Corolário: Se T (t, λ0) é estruturalmente estável e bijectiva em Aλ0, então
existe uma vizinhança V (λ0) tal que T (t, λ) é bijectiva emAλ para λ ∈ V (λ0).

Exerćıcio: Refazer a demonstração apresentada em N. Sternberg, J. Diffe-
rential Equations, 85 (1990), p.201-213.

6 - Fluxo produto assimétrico.
Consultar: L. T. Magalhães e C. Rocha, Methods of Nonlinear Dynamical
Systems Theory.

Considera-se o sistema não-autónomo ẋ = f(t, x) com f : RI × RI n → RI n.
Define-se a translacção ft(s, ·) = f(s + t, ·) e o conjunto compacto H(f) =
clC1

w
{ft : t ∈ RI }. Então, no novo espaço de fase X = RI n × H(f) define-

se o fluxo produto assimétrico π : RI × X → X dado por π(t, (x0, f)) =
(x(t, x0), ft), ou seja π = (ψ, σ) com ψ(t, x0) = x(t, x0) a solução do sistema
não-autónomo e σ(t, f) = ft o fluxo correspondente à translacção.

Exemplo: A linearização de um sistema autónomo em torno de uma solução
φ conhecida, ψ(t, z, x) = Dxφ(t, x)z. O fluxo produto assimétrico obtido diz-
se linear.

7 - Sistemas Gradiantes.
Elementos Geométricos: Seja T (t), t ≥ 0, um semigrupo-C r em X, e E
o conjunto dos seus pontos de equiĺıbrio:

x ∈ E ⇔ T (t)x = x, t ≥ 0 .

Definições: O ponto de equiĺıbrio x ∈ E diz-se hiperbólico se e só se o
espectro σ(DT (t)x) não intersecta o ćırculo unitário em CI . Se T (t), t ≥ 0,
possui um atractor global A, então E ⊂ A. Define-se o conjunto não-errante
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Ω ⊂ A:

x ∈ Ω ⇔ ∀ V (x), t0 > 0 ∃ t = t(V, t0) > t0 tal que y ∈ V (x) e T (t)y ∈ V (x)

Nota: Sendo T (t) injectiva em A compacto, tem-se que Ω é invariante,
T (t)Ω = Ω. A demonstração é idêntica à da invariância do conjunto limite
ω(B). Seja P o conjunto das órbitas periódicas de T (t). Então E ∪ P ⊂ Ω.
Definição: A órbita γx ∈ P diz-se hiperbólica se o espectro σ(Dπ(x)) não
intersecta o ćırculo unitário (π designa a aplicação de Poincaré).
É natural considerar a aplicação de unidade de tempo de fluxo (time-one
map). Imediatamente se obtem as seguintes relações de inclusão dos vários
conjuntos relativos ao fluxo e à sua aplicação de unidade de tempo de fluxo:

E

T(1) T(t)

P P

E

Ω Ω

Variedades estável e instável: Para x ∈ E, definem-se os conjuntos:
W u(x) = {y ∈ X : T (−t)y está definido para t ≥ 0

e T (−t)y→ x quando t→ +∞}
W s(x) = {y ∈ X : T (t)y → x quando t→ +∞}

Sendo x hiperbólico existe uma vizinhança U de x tal que os conjuntos:
W u
loc(x) = {y ∈ W u(x) : T (−t)y ∈ U, t ≥ 0}

W s
loc(x) = {y ∈ W s(x) : T (x)y ∈ U, t ≥ 0}

são subvariedades deX. No caso em que dimW u
loc(x) <∞ e codim W s

loc(x) <
∞, pelo Teorema 6.1.9 de Henry, tem-se que sendo T (t) injectiva e DT (t)
um isomorfismo, então os conjuntos W u(x), W s(x) são variedades imersas
em X (em geral não são mergulhadas).
Note-se que a verificação das hipóteses em T e DT requerem a utilização de
um teorema de unicidade para trás em t (ver Henry, cap.7.3).
Consideram-se em seguida apenas semigrupos Tλ(t), t ≥ 0, possuindo um
atractor global Aλ semicont́ınuo superior em λ na topologia de Hausdorff.
Definição: O semigrupo Tλ(t), t ≥ 0, diz-se Morse-Smale se:
1) Tλ(t) é injectivo e DTλ(t) é um isomorfismo em Aλ;
2) O conjunto não errante Ω(Tλ(t)) é composto de um número finito de pontos
de equiĺıbrio e órbitas periódicas;
3) As variedades instáveis têm dimensão finita;
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4) As variedades estáveis locais e instáveis dos pontos equiĺıbrio e órbitas
periódicas são transversais: W s(x)∩| W u(y) para x, y ∈ Ω;

Nota: Se nesta definição se retirar a condição 2) então obtem-se a definição
de sistema de Kupka-Smale.

Para a aplicação de unidade de tempo de fluxo tem-se os seguintes resultados:

Seja Tλ : X → X uma famı́lia de aplicações cont́ınuas possuindo um atractor
global Aλ semicont́ınuo superior em λ.

Definição: A aplicação Tλ, diz-se Morse-Smale se:

1) Tλ e DTλ são injectivas em Aλ;

2) Ω(Tλ) é finito (então Ω = P );

3) Todos os pontos periódicos x ∈ P são hiperbólicos e possuem variedades
instáveis de dimensão finita;

4) W s(x)∩| W u(y) para x, y ∈ P .

Definição: Diz-se que Tλ1 e Tλ2 são equivalentes, Tλ1 ∼ Tλ2, se existe uma
conjugação entre Tλ1|Aλ1

e Tλ2|Aλ2
, isto é, existe um homeomorfismo h :

Aλ1 → Aλ2 tal que hTλ1 = Tλ2h em Aλ1.

A aplicação Tλ0 diz-se A-estável se existe uma vizinhança O de λ0 tal que
Tλ ∼ Tλ0 para todo λ ∈ O.

(19) Teorema: (W. Oliva) Se Tλ é Morse-Smale então Tλ é A-estável.

Definição: (Sistema gradiante) Um semigrupo-C r, r ≥ 1, T (t) : X → X,
t ≥ 0, diz-se gradiante se:

1) Cada semiórbita positiva é pré-compacta;

2) Existe uma função de Liapunov para T (t); isto é, existe uma função
cont́ınua V : X → RI tal que:

a) V é limitado inferiormente;

b) V (x)→ +∞ quando |x| → +∞;

c) V (T (t)x) é não-crescente em t para cada x ∈ X;

d) Se x é tal que T (t)x está definido para t ∈ RI e V (T (t)x) = V (x) para
t ∈ RI , então x ∈ E.

(20) Lema: Se T (t), t ≥ 0, é um sistema gradiante, então para cada x ∈ X
tem-se que ω(x) ∈ E. Se γ−(x) é uma semiórbita pré-compacta, então
α(x) ∈ E.

Demonstração: Sendo γ+(x) pré-compacta tem-se que ω(x) é compacto e
invariante. Além disso, γ+(x) é pré-compacta e {V (T (t)x), t ≥ 0} limitado
inferiormente implica que V (T (t)x) → c, uma constante, quando t → +∞.
Sendo V cont́ınua tem-se que V (T (t)y) = c para todo t ∈ RI , e y ∈ ω(x) ⇒
y ∈ E. Sendo γ−(x) pré-compacta e x /∈ E tem-se que α(x) é compacta.
Se y ∈ α(x) então existe uma sucessão tk ↘ −∞ satisfazendo tk − tk+1 ≥ 1
e tal que T (tk)x → y. Então para todo t ∈ (0, 1) tem-se V (T (tk)x) ≤
V (T (tk + t)x) ≤ V (T (tk−1)x) para todo o inteiro k e portanto V (T (tk)) →
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V (y) quando k →∞. Mas como também V (T (tk + t)x)→ V (T (t)y) obtem-
se V (T (t)y) = V (y) para todo o t ∈ (0, 1), e portanto para todo o t ∈ RI .
Conclui-se que y ∈ E.
Nota: O sistema gradiante T (t), t ≥ 0, é dissipativo de pontos se e só se o
conjunto E fôr limitado.
(21) Lema: Seja T (t), t ≥ 0, um sistema gradiante tal que V (T (t)x) < V (x)
para t > 0 e x /∈ E, e seja x0 ∈ E hiperbólico. Então existe uma vizinhança
U0 de x tal que se x ∈ U0\W s

loc(x0), então existe t0 > 0 tal que T (t)x /∈ U0

para todo t ≥ t0 (portanto T (t)x sai de U0 e não volta a entrar).
Demonstração: Seja dimW u(x0) ≥ 1. Seja δ1 > 0 tal que se T (t)x ∈
Bδ1(x0) para todo o t ≤ 0, então x ∈ W u

loc(x0). Existem constantes k, α > 0
tais que d(T (t)x,W u

loc(x0)) ≤ Ke−αt enquanto T (t)x ∈ Bδ1(x0) fôr satisfeita.
Para todo 0 < δ0 < δ1 existe t2 > 0 tal que T (t2)Bδ0(x0) ⊂ Bδ1(x0). Seja
Wη = {x : δ0 ≤ |x − x0| ≤ δ1, d(x,W u

loc(x0)) < η}, tomando-se η tal que
sup{V (x), x ∈ Wη} < V (x0), (o que é posśıvel visto que V (T (t)x) < V (x)
se x /∈ E e dimW u(x0) ≥ 1). Seja t1 > 0 tal que Keαt1 < η e seja U0

uma vizinhança de x0 tal que T (t)U0 ⊂ Bδ0(x0) para 0 ≤ t ≤ t1. Se x ∈
U0\W s

loc(x0) então T (t)x eventualmente sai de Bδ1(x0) e existem t0 > 0, ε > 0
tais que T (t)x ∈ cl Bδ1(x0) para 0 ≤ t ≤ t0, e T (t0 + ε)x /∈ cl Bδ1(x0). Como
t0 ≥ t1 tem-se que T (t0)x ∈ Wη e portanto

V (T (t)x) ≤ V (T (t0)x) < inf{V (y), y0 ∈ U0}, t ≥ t0
concluindo-se que T (t)x /∈ U0 para t ≥ t0.

0δ

η

δ1

U0

(22) Teorema: Seja T (t), t ≥ 0, um sistema gradiante em X tal que
V (T (t)x) < V (x) para t > 0 e x /∈ E. Se x0 ∈ E é hiperbólico com
dimW u(x0) < ∞, T (t) é injectiva em W u(x0), e DT (t)(x) um isomorfismo
para cada x ∈ W u(x0), então W u(x0) é uma subvariedade mergulhada em
X.
Demonstração: Já se viu que W u(x0) é uma subvariedade imersa. Vai-se
mostrar queW u(x0) é isomorfica a uma subvariedade mergulhada deX e pelo
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Lema (21) basta considerar W u
loc(x0). Para todo o x ∈ W u(x0)\W u

loc(x0) exis-
tem uma vizinhança U1 de x e t0 > 0 tais que W u(x0) ∩ U1 ⊂ T (t0)W

u
loc(x0).

0x
δ1

U1

ηW
0x

x

0t

x

Usando o conjunto Wη e a constante δ1 do Lema (21) temos que existem
t1 ≥ 0, t0 > 0 tais que

T (−t)x→ x0 quando t→ +∞ ,

|T (−t1)x− x0| > δ1 , e

T (−t0)x ∈ Wη ∩W u
loc(x0) = W1 .

Como dimW u
loc(x0) < ∞ tem-se que W1 é compacto, existe t2 > 0 tal que

sup{V (y) : y ∈ T (t2)W1} < V (x) e existe uma vizinhança U1 de x tal
que sup{V (y), y ∈ T (t2)W1} < inf{V (y), y ∈ U1}. Se y ∈ U1 ∩ W u(x0)
então existe t3 > 0 tal que T (−t3)y ∈ W1. Portanto tem-se t3 < t2 e
U1 ∩W u(x0) ⊂ T (t2)W

u
loc(x0).

(23) Teorema: Se T (t), t ≥ 0, é gradiante, assimptoticamente regular, e o
conjunto E é limitado, então existe um atractor global A (conexo se X fôr
um espaço de Banach) para T (t) e

A = W u(E) = {y ∈ X : T (−t)y está definido para t ≥ 0 e

T (−t)y→ E quando t→ +∞}.
Se, além disso, todos os equiĺıbrios são hiperbólicos, tem-se que o conjunto
E é finito e

A =
⋃

x∈E
W u(x) .

Demonstração: Sendo T (t) gradiante, o conjunto E limitado e usando o
Lema (21) tem-se que T (t) é dissipativo de pontos. Devido à condição b)
satisfeita por V tem-se que as órbitas de conjuntos limitados são limitadas.
Pelo Teorema (16) obtem-se a existência de um atractor global A. A é
compacto e invariante, portanto as órbitas em A são globalmente definidas e
limitadas. Pelo Lema (21) tem-se para todo o x ∈ A que α(x) ∈ E. Conclui-
se que A = W u(E). Sendo todos os pontos de equiĺıbrio hiperbólicos tem-se
que E é finito e portanto W u(E) =

⋃
x∈EW

u(x).
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Decomposição de Morse de A: SejaE = {x1, . . . , xN}, sendo os equiĺıbrios
xj todos hiperbólicos e v1 > . . . > vn os distintos valores de V (x1), . . . , V (xN),
(n ≤ N). Define-se Ek = {x ∈ E : V (x) = vk}. Por c) e d) da definição de
sistema gradiante tem-se que os conjuntos E1, . . . , En formam uma decom-
posição de Morse de A:
1) Cada Ek é compacto, invariante; e
2) Para todo o x ∈ A\⋃nj=1E

j tem-se que existem i < l tais que α(x) ∈ E i

e ω(x) ∈ El.

v1 E 1

v n E n

Definem-se:

Ak =
⋃


W

u(x) : x ∈
n⋃

j=k

Ej





Uk =
{
x ∈ X : V (x) < vk+1

}
.

Nota: Ak é o atractor compacto de T (t)|Uk visto que para todo o conjunto
B ∈ X tal que sup{V (x) : x ∈ B} < vk+1 tem-se que Ak atrai B sob o fluxo
de T (t).
Dependência de parâmetros: Seja Λ um espaço de Banach.
(24) Teorema: Se para cada λ ∈ Λ, Tλ(t), t ≥ 0, é um semigrupo-Cr, r ≥ 1,
gradiante em X, {Tλ(t), λ ∈ Λ} é colectivamente assimptoticamente regular,
e
⋃{Eλ, λ ∈ Λ} é limitado, então o atractor global Aλ existe e é semicont́ınuo

superior em λ.
Nota: Se os equiĺıbrios em Eλ são hiperbólicos obtem-se também semicon-
tinuidade inferior (Hale e Raugel, 1989).
(25) Teorema: Supondo que Tλ(t), t ≥ 0, satisfaz as condições do teorema
anterior, sendo U uma vizinhança deAλ0 tal que Tλ(1)→ Tλ0(1) em Cr(U,X)
quando λ→ λ0, e:
1) Tλ(t) é injectiva em Aλ e DTλ(t)ψ é um isomorfismo para λ ∈ Λ, ψ ∈ Aλ;
2) Os equiĺıbrios em Eλ0 são hiperbólicos e tem-se W u

λ0
(x)∩| W s

λ0,loc
(y) com

dimW u
λ0

(x) <∞ para cada x, y ∈ Eλ0;
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então Tλ0(t) é estruturalmente estável.
Demonstração: Aλ é semicont́ınuo superior em λ0 e Tλ0(t) é Morse-Smale.
Então Tλ0(1) é Morse-Smale e portanto existe uma conjugação hλ para os
atractores de Tλ(1) da qual se obtem um homeomorfismo hλ para os atrac-
tores de Tλ(t).

8 - Dimensão do Atractor.
Referência: J. Mallet-Paret, Negatively Invariant Sets of Compact Maps
and an Extension of a Theorem of Cartwright, J. Differential Equations, 22,
2 (1976) p.331-348.
Definições: Seja K um espaço topológico.
Dimensão Topológica: dim. É o mı́nimo inteiro n tal que para toda a
cobertura aberta de K existe uma outra cobertura mais fina tal que cada
ponto de K pertence quanto muito a n+ 1 abertos da cobertura.
Referência: Dimension Theory, W. Hurewicz e H. Wallman, (Introdução
axiomática).
Dimensão de Hausdorff: dimH . É dada por inf{α : µα(K) = 0} onde
µα(K) designa a medida de Hausdorff de dimensão α definida da seguinte
forma:

µα(K) = lim
ε→0

µαε (K) onde µαε = inf
Cε

∑

i

εαi

e Cε designa o conjunto das coberturas contáveis por bolas abertas Bεi(xi)
de raio εi < ε.
Nota: µα(K) = 0 ⇒ µβ(K) = 0 se β > α.

Capacidade limite: c. É definida por lim supε→0
logn(ε,K)

log 1/ε
onde n(ε,K) é o

mı́nimo número de bolas abertas de raio ε necessárias para cobrir K.
Tem-se a seguinte relação:

dimK ≤ dimH K ≤ c(K) .

(26) Teorema: Se T (t), t ≥ 0, é assimptoticamente regular, dissipativo para
pontos, e as órbitas de conjuntos limitados são limitadas, então o atractor
global tem capacidade finita: c(A) < +∞.
Resultados de Mallet-Paret:
(27) Teorema: Seja H um espaço de Hilbert separável, Γ um conjunto
compacto, U um conjunto aberto tal que Γ ⊂ U ⊂ H, e seja T : U → H uma
aplicação de classe C1 negativamente invariante (isto é Γ ⊂ TΓ). Se existe
um subespaço linear C ⊂ H tal que ‖DT (x)|C‖ < 1 para x ∈ Γ e codim
C < +∞ então dim Γ < +∞.
Demonstração: A ideia principal é a seguinte. A contracção em C obriga a
que µNαδ(Γ) ≤ βµNδ (Γ) com α, β < 1. Iterando (βn → 0) obtem-se µNδ (Γ) = 0.
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Notas:
1) As variedades instáveis para os sistemas de Morse-Smale têm dimensão
finita.
2) É natural fazer aqui uma referência às Variedades Inerciais.

II - Aplicações e Exemplos

1 - Equações de Evolução Sectoriais.
Pretende-se aqui considerar problemas da forma

dx

dt
+Ax = f(x) , t > 0; x(0) = x0

onde x ∈ X e A é um operador sectorial linear em X.
Definição: O operador linear A definido no espaço de Banach X diz-se
sectorial se fôr um operador fechado com o domı́nio denso em X, e tal que
existem constantes θ ∈ (0, π/2),M ≥ 1, a ∈ RI tais que

Sa,θ = {λ : θ ≤ |arg (λ− a)| ≤ π, λ 6= a} ∈ ρ(A)

‖(λI −A)−1‖ ≤ M

|λ− a| para todo λ ∈ Sa,θ

onde Sa,θ designa o sector em A de abertura θ e ρ(A) designa o conjunto
resolvente de A.

λ

θ

Sa,θ

a

Exemplos:
1) Sendo A linear cont́ınuo em X tem-se que A é sectorial. Na verdade,
sendo A limitado tem-se que |σ(A)| ≤ ‖A‖ e tomando |λ| > 2‖A‖ obtem-se
(A− λI)−1 = − 1

λ

∑∞
k=0(A/λ)k de onde se conclui que ‖(A− λI)−1‖ ≤ 2

|λ|.
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2) Sendo A autoadjunto com domı́nio denso no espaço de Hilbert X e A
limitado inferiormente tem-se que A é sectorial. O espectro σ(A) é real e
só contem valores próprios generalizados. A limitado inferiormente significa
que existe λ0 ∈ RI tal que (Ax, x) ≥ λ0‖x‖2 (A diz-se positivo se λ0 =
0). Portanto se λ < λ0 tem-se que ((A − λI)x, x) ≥ (λ0 − λ)‖x‖2. (Por
translacção toma-se λ0 = 0). Conclui-se que (A−λI)−1 existe porque A−λI
é injectiva. Assim λ ∈ ρ(A). Finalmente, da relação ((A−λI)x, (A−λI)x)=
(Ax,Ax) +λ2(x, x)− 2λ(Ax, x) obtem-se ‖(A−λI)x‖2 ≥ λ2‖x‖2 e portanto
‖(A− λI)−1x‖ ≤ 1

|λ|‖x‖ para todo o x no domı́nio de A que é denso em X.

3) Sendo A tal que Au = −∆u para u = u(x) ∈ C2
0(Ω), Ω ⊂ RI n, e tomando

o fecho em Lp(Ω) de (−∆)|C2
0(Ω)(1 ≤ p < ∞) então tem-se que A é sectorial

se o resolvente contem o semiplano esquerdo em CI . Consultar Henry (p.32)
e Pazy (p.208). Em L2 este resultado segue do exemplo anterior.
Definições: O semigrupo T (t), t ≥ 0, diz-se um semigrupo-C0 (ou forte-
mente cont́ınuo) se satisfaz:
(i) T (t), t ≥ 0, é um semigrupo de operadores lineares cont́ınuos;
(ii) limt↘0+ T (t)x = x para todo o x ∈ X.
O semigrupo diz-se anaĺıtico se além disto satisfaz ainda:
(iii) A aplicação t 7→ T (t)x é real anaĺıtica para t ∈ (0,∞) e cada x ∈ X.
O semigrupo T (t), t ≥ 0, diz-se ainda uma contracção se ‖T (t)‖ ≤ 1.
Define-se o seu gerador infinitesimal A tomando:

D(A) =

{
x ∈ X : existe o lim

t↘0+

T (t)x− x
t

}

Ax = lim
t↘0+

T (t)x− x
t

, para x ∈ D(A) .

(1) Teorema (Hille-Yosida): O operador A linear é o gerador infinitésimal
de um semigrupo C0 de contracções T (t), t ≥ 0, se e só se:
(1) A é fechado e o seu domı́nio é denso;
(2) O resolvente ρ(A) contem RI + e para todo λ > 0

‖(A− λI)−1‖ ≤ 1

λ
.

(2) Teorema: Sendo A sectorial, −A é o gerador infinitesimal do semigrupo
anaĺıtico {e−tA}t≥0, com

e−At =
1

2πi

∫

Γ
(λI +A)−1eλtdλ ,

onde Γ é uma curva contida no sector da figura.
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λ

θ
Γ

ρ(-A)

a'

Se Re σ(A) > a, tem-se as seguintes estimativas ‖e−At‖ ≤ ce−at, ‖Ae−At‖ ≤
c
t
e−at. Finalmente, é satisfeita a seguinte relação

d

dt
e−At = −Ae−At, t > 0 .

Demonstração: Toma-se a = 0

λ

σ(A)
S

a=0-δ
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λ

σ(-A)
S'

Γ'

Γ

Sendo A sectorial tem-se ‖(λI −A)−1‖ ≤ M
|λ| , para λ ∈ S e portanto ‖(λI +

A)−1‖ ≤ M
|λ| para −λ ∈ S ′. Então define-se e−At = 1

2πi

∫
Γ(λI + A)−1eλtdλ

sendo o integral absolutamente convergente para t > 0. Pode-se ainda trans-
ladar Γ 7→ Γ′ (para a direita) sem alterar o valor do integral. Então:

e−Ate−As =
1

(2πi)2

∫

Γ

∫

Γ′
eλt(λI +A)−1eµs(µI +A)−1dλdµ

=
1

(2πi)2

∫

Γ

∫

Γ′
eλt+µs

1

µ− λ
[
(λI +A)−1 − (µI +A)−1

]
dλdµ

=
1

(2πi)2





∫

Γ
eλt

∫

Γ′
eµs

1

µ − λ dµ
︸ ︷︷ ︸

2πi eλs

(λI +A)−1dλ −
∫

Γ′
eµs

∫

Γ

eλt

µ− λdλ︸ ︷︷ ︸
0

(µI +A)−1dµ





=
1

(2πi)

∫

Γ
eλ(t+s)(λI +A)−1dλ = e−A(t+s)

obtendo-se a propriedade de semigrupo. Tomando µ = λt, t > 0:

‖e−At‖ = ‖ 1

2πi

∫

Γ
(
µ

t
I +A)−1eµ

dµ

t
‖ ≤ 1

2π
M
∫

Γ
|eµ| |dµ||µ| = c

seguindo-se que o semigrupo é cont́ınuo, e:

‖Ae−At‖ = ‖ 1

2π

∫

Γ
A
(µ
t
I+A

)−1
eµ
dµ

t
‖ =

1

2π
‖
∫

Γ

[
I−µ

t

(µ
t
I+A

)−1
]
eµ
dµ

t
‖
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≤ 1

2π

{
‖
∫

Γ
eµ
dµ

t
‖ + ‖

∫

Γ
Meµ

dµ

t
‖
}

=
M + 1

2π

1

t

∫

Γ
|eµ||dµ| = c

t

correspondendo à propriedade de regularização do semigrupo. Seguidamente
mostra-se que e−Atx→ x quando t↘ 0+ para x ∈ X. Seja x ∈ D(A), que é
denso em X. Então, para t > 0:

e−Atx− x =
1

2πi

∫

Γ
eλt
[
(λI +A)−1 − λ−1

]
x dλ

= − 1

2πi

∫

Γ
eλtA(λI +A)−1λ−1 x dλ

e portanto

‖e−Atx− x‖ ≤ 1

2π
‖Ax‖ |

∫

Γ

M

|λ|e
λtλ−1dλ |

=
1

2π
‖Ax‖M

∫

Γ
|eµ| 1

|µ|2 |dµ| · t→ 0

Assim, {e−At}t≥0 é um semigrupo-C0 (e pode estender-se analiticamente a
t ∈ V , um sector aberto contendo o semieixo real). Finalmente, para x ∈
D(A)

d

dt
e−Atx+Ae−Atx =

1

2πi

∫

Γ
(λI +A) eλt (λI +A)−1x dλ = 0

podendo portanto escrever-se d
dt
e−At = −Ae−At = e−AtA, e obtem-se ainda

(após uma mudança de variável s 7→ st)

1

t
(e−Atx− x) =

1

t

∫ t

0
e−AsAxds→ −Ax

quando t↘ 0+, porque e−At é linear cont́ınuo. Portanto −A coincide com o
gerador infinitesimal G do semigrupo em D(A). Falta mostrar que D(G) ⊂
D(A):
1- ‖Ae−At‖ ≤ c

t
⇒ ∀x ∈ X, e−Atx ∈ D(A) para t > 0;

2- Seja L(λ)x
def
=
∫∞

0 e−λte−Atx dt; Então para δ > 0

A
∫ ∞

δ
e−λte−Atx dt = −

∫ ∞

δ
e−λt

d

dt
e−Atx dt = e−λδe−Aδx−λ

∫ ∞

δ
e−λte−Atx dt .

Como A é fechado, após tomar o limite δ ↘ 0+, obtem-se AL(λ)x = x −
λL(λ)x, e portanto (A + λI)L(λ)x = x concluindo-se que L(λ)x ∈ D(A) ⊂
D(G) para todo λ ≥ 0 e x ∈ X.
3- Para todo x ∈ D(G) tem-se e−Atx ∈ D(G) para t ≥ 0 e Ge−Atx =
d
dt
e−Atx = e−AtGx. Como anteriormenteL(λ)(λI−G)x = x para x ∈ D(G) e
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assim, designando por Rg o contradomı́nio de um operador obtem-se D(G) ⊂
Rg(L(λ)) ⊂ D(A) e portanto G = −A. Assim D(A) ⊂ X e por interpolação
obtem-se uma famı́lia de subespaços Xµ ↪→ X nos quais se pode obter o
problema bem posto e ter o semigrupo gerado assimptoticamente regular.
Nota: Se o resolvente de A é compacto, então e−tA é compacto para t > 0.

2 - Potências Fraccionárias.
Dado um operador A sectorial em X tal que Re σ(A) > 0 então A−1 existe
e é linear cont́ınuo. Pode então fácilmente definir-se A−α:
Definição: Sendo A sectorial, Re σ(A) > 0 e α > 0, define-se:

A−α =
1

Γ(α)

∫ ∞

0
tα−1e−Atdt ;

Aα = (A−α)−1 , D(Aα) = Rg(A−α) ;

A0 = I ∈ X .

(3) Teorema: SeA é sectorial num domı́nio contido emX,α > 0 e Re σ(A) >
0, então A−α é linear, cont́ınuo em X, injectivo e satisfaz A−αA−β = A−(α+β)

com α, β > 0. Além disso, para 0 < α < 1 tem-se:

A−α =
sinπα

π

∫ ∞

0
λ−α(λI +A)−1dλ .

Demonstração: Dado δ > 0 tal que Re σ(A) > δ tem-se que ‖e−At‖ ≤ ce−δt

para t > 0 e portanto ‖A−αx‖ ≤ 1
Γ(α)

∫∞
0 tα−1c e−δtdt ‖x‖ concluindo-se

que A−α é cont́ınuo. Sendo −A−αx = 0 tem-se que para n > α,A−nx =
A−n+αA−αx = 0 e portanto x = 0 visto que A−1 é injectiva. Por cálculo
directo:

A−αA−β =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞

0

∫ ∞

0
tα−1sβ−1e−A(t+s)ds dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞

0

∫ ∞

t
tα−1(u− t)β−1e−Audu dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞

0
du
∫ u

0
tα−1(u− t)β−1e−Audt

=
∫ 1

0
uα+β−2vα−1(1− v)β−1u dv = uα+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

=
1

Γ(α + β)

∫ ∞

0
uα+β−1e−Audu = A−(α+β) .
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Da identidade (λI +A)−1 =
∫∞

0 e−λte−Atdt válida para λ ≥ 0 obtem-se:

∫ ∞

0
λ−α(λI +A)−1dλ =

∫ ∞

0
e−At(

∫ ∞

0
λ−αe−λtdλ) dt

=
∫ ∞

0
e−Attα−1Γ(1− α)dt =

π

sinπα
A−α

visto que Γ(α)Γ(1 − α) = π
sinπα

para 0 < α < 1.
Notas: Se o resolvente de A é compacto, então A−α é compacto para α > 0.
O operador Aα é fechado. Na verdade tem-se que 0 ∈ ρ(Aα) visto Aα ser
invert́ıvel (Pazy, Teorema 6.8, p.72).
Para α ≥ β > 0 tem-se que D(Aα) ⊂ D(Aβ) visto que A−α = A−βA−(α−β) e
portanto Rg(A−α) ⊂ Rg(A−β)
Para todo α ≥ 0 tem-se que D(Aα) = X visto que D(A) ⊂ D(Aα)
Para α, β reais tem-se que Aα+βx = AαAβx para todo o x ∈ D(Aγ) onde
γ = max(α, β, α+ β).
Tem-se ainda a seguinte interpolação (Pazy, Teorema 6.10, p.73): ‖Aαx‖ ≤
c‖x‖1−α‖Ax‖α.
(4) Teorema: Sendo A sectorial e Re σ(A) > δ > 0, então para α ≥ 0 existe
cα < +∞ tal que

‖Aαe−At‖ ≤ cαt−αe−δt, t > 0 ,

e se 0 < α ≤ 1 e x ∈ D(Aα) tem-se:

‖(e−At − I)x‖ ≤ 1

α
c1−α tα ‖Aαx‖

onde cα é limitada em intervalos compactos de [0,∞).
Demonstração: Para 0 < α < 1 e t > 0 tem-se:

‖Aαe−At‖ = ‖A−(1−α)Ae−At‖ = ‖ 1

Γ(1 − α)

∫ ∞

0
s−αe−AsAe−Atds‖

≤ 1

Γ(1 − α)

∫ ∞

0
s−α‖Ae−A(s+t)‖ ds ≤ 1

Γ(1 − α)

∫ ∞

0
s−α

c

(s+ t)
e−δ(s+t)ds

=
1

Γ(1 − α)
t−αe−δt

∫ ∞

0
u−α

c

(1 + u)t
e−δtu t du = cαt

−α .

Definição: Sendo A sectorial no espaço de Banach X e α ≥ 0 define-se:

Xα = D(Aα
1 ) , ‖x‖α = ‖Aα

1x‖, x ∈ Xα

onde A1 = A+ aI com a tal que Re σ(A1) > 0.
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Nota: Os espaços Xα são espaços de Banach. Sejam A1 = A + aI, A2 =
A + bI, com Re σ(Ai) > 0 e ‖x‖α,i = ‖Aα

i x‖, i = 1, 2. Então tem-se a
equivalência das normas ‖ · ‖α,i:

‖Aα
1A
−α
2 x‖ ≤ k1‖x‖ ⇒ ‖Aα

1y‖ ≤ k1‖Aα
2y‖

‖Aα
2A
−α
1 x‖ ≤ k2‖x‖ ⇒ ‖Aα

2y‖ ≤ k2‖Aα
1y‖

visto que Aα
1A
−α
2 e Aα

2A
−α
1 são limitados em X; (ver Henry, p.28):

Aα
1A
−α
2 = Aα

1 (A−α2 −A−α1 ) + I

A−α2 −A−α1 =
sinπα

π

∫ ∞

0
λ−α(λI +A1)

−1(A1 −A2)(λI +A2)−1dλ ;

mas então A1 −A2 = (a− b)I e pode utilizar-se a estimativa:

‖Aβ
i (λI +Ai)

−1‖ ≤ c|λ|β−1, 0 ≤ β ≤ 1 .

(5) Teorema: Se Ω ⊂ RI n é um conjunto aberto limitado com ∂Ω uma
variedade de classe Cm separando RI n\Ω de Ω, e se A é sectorial em X =
Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, com D(A) = X1 ⊂ Wm,p(Ω) para m ≥ 1, então para
0 ≤ α ≤ 1 tem-se:

Xα ⊂ W k,q(Ω) para mα > k +
n

p
− n

q
, q ≥ p

Xα ⊂ Cν(Ω) para mα > ν +
n

p
, ν ≥ 0 .

Demonstração: Utilizam-se as desigualdades (a) e (b) de Nirenberg-Gagliar-
do que se apresentam seguidamente (Henry, p.37, Friedman, Partial Diffe-
rential Equations, p.27):

(a) ‖u‖W k,q(Ω) ≤ c ‖u‖θWm,p(Ω)‖u‖1−θ
Lp(Ω),

se 0 ≤ θ ≤ 1, k − n
q
< θ(m− n

p
)− (1 − θ)n

p
= mθ − n

p
, e q ≥ p. Então para

u ∈ D(A) obtem-se
‖u‖W k,q ≤ c‖Au‖θLp‖u‖1−θ

Lp

e a inclusão D(A) ⊂ Wm,p ↪→ W k,q estende-se a uma inclusão cont́ınua de
Xα ↪→W k,q para α > θ (Henry, p.28).
Procede-se igualmente para o segundo caso:

(b) ‖u‖cν(Ω) ≤ c ‖u‖θWm,p(Ω)‖u‖1−θ
Lp(Ω)

se 0 ≤ θ ≤ 1 e 0 ≤ ν ≤ θ(m− n
p
1− (1 − θ)n = mθ − n

p
.

Exemplo: Sendo A = −∆D em Ω ⊂ RI 3 com condições de fronteira de
Dirichelet então A é sectorial em X = L2(Ω) com D(A) = W 2,2(Ω)∩W 1,2

0 (Ω)
e
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Xα ⊂ Cν(Ω) para α > 3/4, ν < (4α − 3)/2;
Xα ⊂ W 1,q(Ω) para α > 1/2, 1

q
> (5− 4α)/6;

Xα ⊂ Lq(Ω) para 1
q
> (3− 4α)/6.

Nota: Para Ω ⊂ RI n com n > 3 é necessário escolher X = Lp(Ω) com
p > 2 para se obter uma regularização num espaço de funções cont́ınuas
Xα ⊂ Cν(Ω).


