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I - Introducao

1 - Conjuntos limite: orbitas, conjuntos o e w-limite,
atractores.
Seja X um espaco métrico completo, r > 0 e R = [0, 00) (X um espaco de
Banach se r > 0).
Definicao: Um semigrupo de classe C", r > 0, (um sistema semi-
dindmico) é uma familia de aplica¢oes T'(t) : X — X, t > 0, tal que:
() T(0) = I
(i) T(t+s) =T(t)T(s), para t >0, s > 0;
(iii) T'(¢t)x é continua em ¢, x e Fréchet diferencidvel em « até a ordem r para
todo (t,z) e R" x X.
Para cada 2 € X define-se a sua semiérbita positiva: v*(z) = {T'(¢)x, t >
0}.
Consegue ainda definir-se semiérbita negativa: Seja ¢ : (—o0,0] — X
continua tal que ¢(0) = x e para todo s < 0 se tem T'(t)p(s) = ¢(t + s) para
0<t< —s.
Como se pode dar que o contradominio Rg [T'(t)] # X, pode nao existir
semidrbita negativa ¢. Se esta existir, como T'(f) nao é necessariamente
injectiva, pode falhar a unicidade. Entao define-se v~ (z) = Uso H(t, )
onde:

H(t,x) = {y € X :existe ¢ : (—00,0] = X, ¢(0) ==z, ¢(—t) = y} :
Finalmente define-se 6rbita: v(z) =" (x) Uy~ (z).
Quando a érbita (ou a semidrbita negativa) existe define-se T'(¢)z para ¢t < 0.
Para conjuntos B C X definem-se os correspondentes conceitos:

77 (B) = Usen 7" (@)
TRy e,

conjunto w — limite : w(B) = N0 ¢l Uiss T'(t)
conjunto o — limite: a(B) = N, cl Uss H(t, B)

B
, B
Defini¢ao: Diz-se que B C X atrai C' C X sob o fluxo de T'(t) se:

Definicao:
Veso dto = tQ(C, 6) T(t)C’ C ‘/E(B) parat >ty .
Definicao: S C X diz-se invariante se:

Vr € S existe y(x) e y(x) C S.



Nota: S invariante =

TS C Sy eVye Sz =T(-tly e § = T(t): =y € T()S = § C
T(t)S}

= T(t)S =S Vvt >0. Igualmente T'(t)S =S ¥Vt >0 = S invariante.
Questao: Que subconjuntos de X podem ser invariantes? Naturalmente os
a e w-limites de drbitas sao invariantes.

(1) Proposicao: Se B C X é tal que w(B) é compacto e atrai B, entao
w(B) é invariante. Se B é conexo, entdao w(B) é conexo. Se a(B) é compacto
e dist(a(B), H(t,b)) — 0 quando t — +o0, entdo a(B) é invariante. Se
H(t, B) é conexo, a(B) é conexo.

Nota: Tomou-se dist(K,C) = sup,cx inf.cc d(y, 2).

Demonstragao: Se w(B) # ) , entdao y € w(B) é equivalente a

J sucessoes {yx} C B, {tx} CR", com t; / +oo, tais que T(tx)yx — ¥

e por continuidade, para t > 0, T'(t + t)yr — T'(t)y e portanto T'(t)w(B) C
w(B). Igualmente, como w(B) é compacto e atrai B existe uma subsucessao
{t}.} tal que T'(t), — t)yr — 2. Entdo z € w(B) e portanto T(t)z = y €
T(t)w(B) = w(B) C T(t)w(B) concluindo-se que w(B) é invariante. Se-
ja B conexo e w(B) = A; U Ay com Aj, As compactos disjuntos tais que
dist(Ay, A2) > 6. Entao como A; e Ay atraem B pode obter-se uma subsu-
cessao {z;} tal que dist(zg, A1) > 0/2 e dist(z, A3) > 0/2, uma contradigao.
Questao: Quando é que os conjuntos « e w-limite de um conjunto B sao
compactos e atraem B?

(2) Proposigao: Se B C X é nao vazio e v7(B) é pré-compacto entao
w(B) é nao-vazio, compacto, invariante e atrai B. Se 7~ (B) é nao vazio e
pré-compacto entao «(B) é nao-vazio, compacto, invariante e

dist (z(B),H(t,B)) — 0

quando t — +o0.

Demonstragao: Se B # ) e cl v (B) é compacto, entao w(B) é nao-vazio
e compacto. Se w(B) nao atrai B entao existe € > 0 e existem sucessoes
{t,} CIR", com t, / +oo, {yr} C B, tais que dist(T(t)yr,w(B)) > € para
todo o k. Mas T'(tx)yx C cl v7(B) que é compacto e tem-se uma subsucessao
convergente T'(ty )y — z, dist(z,w(B)) > e. Como z € w(B) tem-se uma
contradicao!

2 - Regularidade assimptotica, contracgoes-a.
Questoes: (Dos ultimos 25 anos)
(1)- Quando é que uma equagao de evolucao define um semigrupo C"?



(2)- Quando ¢é que o fluxo possui um atractor compacto (maximo invariante
compacto)?
(3)- Quais as propriedades do atractor? Conterd w(B) para B limitado?
Para responder a questao 1 é necessario obter propriedades de existéncia lo-
cal, extensao de solucao e dependéncia continua das solucoes com respeito as
condicoes iniciais. Para responder a 2 e 3 é necessario obter propriedades de
regularizagdo do semigrupo 7'(t), e uma certa propriedade de “instabilidade
do o0”.
Defini¢ao: O semigrupo T'(t) diz-se assimptoticamente regular se para
todo B C X com B limitado, fechado e nao vazio tal que T'(t)B C B para
t > 0, existe um conjunto compacto J C B tal que J atrai B.
Caracterizagdo dos semigrupos assimptoticamente requlares:
(3) Lema: T'(t) é assimptoticamente regular se e sé se para todo B C X,
B limitado, fechado e nao vazio, existe um conjunto compacto J = J(B) C
X, tal que J(B) atrai o conjunto L(B) ={z € B:T(t) € B parat > 0}.
Demonstragao: (<) Se B é limitado e fechado e T'(t)B C B parat > 0
entdo L(B) = B e J(B) atrai B.
(=) Se B é limitado e fechado e L = L(B) entao T'(t)L. C L. Por conti-
nuidade para cada t > 0, tem-se T(t)f C L para t > 0 e existe J atraindo
L.
Na verdade para estes semigrupos obtem-se a propriedade desejada (mesmo
sem assumir pré-compacidade de v1).
(4) Proposigao: Se T'(t) é assimptoticamente regular e o conjunto nao vazio
B C X é tal que v*(B) é limitado, entdao w(B) é nao-vazio, compacto,
invariante e w(B) atrai B. Se além disso B ¢ conexo, entao w(B) é conexo.
Em particular, se a semidrbita v*(z) é limitada para x € X entao ¢l v+ (x)
é compacto e w(z) é ndo-vazio, compacto, conexo e invariante.
Demonstracdo: E necessario obter a compacidade de w(B). Entao
T(t)yH(B) CyT(B) e T continua = T'(t) cl v7(B) C cl v(B).
Mas T' assimptoticamente regular implica a existéncia de J compacto, J C
cl v (B), tal que J atrai B. Portanto existem sucessoes € \, 0 e t; /" +00
tais que T'(t)B C V. (J) para t > t;. Conclui-se que w(B) C J. Mas J
compacto e w(B) fechado = w(B) compacto.
Falta provar que w(B) atrai B. Supondo que w(B) nao atrai B temos que
existem € > 0, ty /" +oo, yp € B tais que T(t;)yx & Ve(w(B)). Mas J
atrai B e é compacto, portanto usando uma sucessao em J para extrair uma
subsucessao convergente, obtem-se uma subsucessao T'(tx)yx — z € J. Mas
como entao z € w(B), temos uma contradicao.
O resto da Proposi¢ao provem da Proposi¢ao (1).
Questao: Que classes interessantes de semigrupos T'(t) sdo assimptotica-
mente regulares?



Defini¢gao: Um semigrupo T'(t), t > 0, diz-se condicionalmente com-
pletamente continuo para ¢ > t; se para cada t > t; e cada conjunto
limitado B C X, tal que {T'(s)B, 0 < s <t} ¢é limitado, se tem que T'(t)B ¢é
pré-compacto.

Definig¢ao: T'(t), t > 0, diz-se completamente continuo ou compacto se
for condicionalmente completamente continuo e, para cada t > 0, B C X e
B limitado implicam que {T'(s)B, 0 < s < t} é limitado.

(5) Proposigao: Se T'(t),t > 0, é condicionalmente completamente continuo
para t > to, entdao T'(t) é assimptoticamente regular.

Demonstracgao: Imediato.

Seja X um espago de Banach.

(6) Teorema: Se T'(t),t > 0, é tal que T'(t) = S(t) + U(t) onde U(t) : X —
X, t > 0, é completamente continuo e S(t) : X — X, ¢t > 0, é tal que existe
uma funcio continua k : Rt x R — R, k(¢t,r) — 0 quando t — +o0 e
|S(t)x| < k(t,r) se |z| < r, entdao T'(t) é assimptoticamente regular.

Para provar este teorema é necessario introduzir a nocao de medida de nao-
compacidade. Seja X um espago métrico completo.

Definicao: Sendo B C X, B limitado, define-se a medida de nao-com-
pacidade de Kuratowski a(B):

a(B) = inf {d : B tem cobertura finita de diametro < d}
onde o diametro de um conjunto A é dado por:

didmetro (A) = sup d(z,z).
z,z' €A

Por uma questao de notacao usar-se-4 (3 para a medida de nao-compacidade.
Propriedades gerais:
1. B(B) =0 se e s6 se B é pré-compacto.
2. BAU B) = max{A(A), B(B)}.
3. B(coB) = ((B), onde co designa o envilucro convexo fechado.
Referéncias:
B. N. Sadovskii, Limit compact and condensing operators, Russian Math.
Surveys, 163 (1972) p.85-146, (Motivado por teoremas de ponto fixo).
P. Massat, Some properties of condensing maps, Ann. Mat. Pura Appl. (4)
125 (1980) p.101-115.
Outras propriedades:
4. Se Ay D Ay D ... sao subconjuntos fechados nao-vazios de X tais que
B(A;) — 0 quando i — +o00, entdo ;g A; é ndo-vazio e compacto.
5. Definindo A+ B ={z+y:2 € A,y € B}, entao:

f(A+ B) < B(A)+ B(B).



Demonstracao de (6):
Seja B, ={re X :|z|<r}el,={x € B,:T(t)x € B,,t > 0}. Mostra-se
que existe J = J(B,) compacto tal que J atrai L, e utiliza-se o Lemma (3).
Seja 3 a medida de nao compacidade de Kuratowski. Entao:

VHT(@)Ly) = T (L) £ >0 e 77(Ly) C B,
Portanto, por 5. e 1. obtem-se:

B(YHT()L,)) = BUSE) + UM (L) < BS(EVT (L) < k(t,7), t>0.

Assim ﬁ(cl 7+(T(t)Lr)) < k(t,r) e tende para 0 quando t — +oo. Como
w(Ly) = Nisocl YHT()Ly) = Npsocl v (T'(n)L,) por 4. tem-se que w(L,)
é nao-vazio e compacto. Entao J(B,) = w(L,) e mostra-se que atrai L,.
Supondo que nao:

de >0, {ty} CR, tx /" +00, {yx} C L, tais que T(tg)yr ¢ Vi(w(L,)).
Seja Aj =cl {T(tk)yk k> j} Entao A1 D Ay D ... e

B(A)) = B(TUT (b — ty)yw : k > j})
< B(T(t;)Lr) < B(S(t5)Br) < k(tj,r) — 0,

portanto (>0 A; € nao vazio e compacto. Assim, para uma subsucessao
tem-se T'(tx )y — 2z € w(L;), obtendo-se uma contradigao.
Definigao: Um semigrupo T'(t), ¢ > 0, diz-se uma contracg¢ao-$ condi-
cional com respeito a medida da nao-compacidade 3 se existe uma funcao
continua k : IR" — R" tal que k(t) — 0 quando t — +o00 e para cada t > 0
e cada conjunto limitado B C X tal que {T'(s)B,0 < s < t} é limitado se
tem:

B(T(H)B) < k(HB(B).
Defini¢ao: O semigrupo 7(t), t > 0, diz-se uma contracgao-3 se é uma
contracgao-f condicional e para cada t > 0 o conjunto {T'(s)B, 0 < s <t} é
limitado se B ¢é limitado.
Notas:
(1) A funcao k diz-se uma fungao de contracc¢ao para o semigrupo 7'(t).
(2) Definigao: Uma aplicacao continua 7' : X — X diz-se uma contracgao-
(3 se T é limitada (isto é, transforma conjuntos limitados em conjuntos limi-
tados), e para cada conjunto limitado B C X se tem 5(7T'B) < K((B) com
0<K <1
Defini¢ao: O semigrupo T'(t), t > 0, diz-se uma condensacgao-{ se para
cada conjunto limitado B C X o conjunto {7T'(s)B,0 < s < t} é limitado
para cada t > 0 e B(T(t)B) < B(B) se 3(B) > 0.
(7) Lema: Seja T'(t), t > 0, um semigrupo com a seguinte propriedade:
existe uma funcao M :IR" — IR" ndo-decrescente tal que para todo ¢ > 0



e B C X, B limitado, se tem B(T(t)B) < M(t)3(B). Entao T(t), t > 0, é
uma contracgao- se e s6 se existe to > 0 tal que T'(ty) é uma contracgao-(3.
Nota: A hipdtese em M é muito pouco restritiva.

Demonstracao:(=) Seja T'(t), t > 0, uma contrac¢ao-(3 com fungao continua
k. Entao existe to > 0 tal que k(t9) < 1 e portanto T'({y) é uma contracgao-{3.
(<) Seja T'(to), com ¢t > 0, uma contracgao-f e seja o > 0 tal que K =
e~ Para cada t € R' existe um inteiro n = n(t) tal que nty < t <
(n + 1)to. Entdo, para todo o conjunto limitado B C X tem-se T'(t)B =
[T(to)|"T'(s(t))B, onde s(t) =t — nty. Portanto

B(T(1)B) < e™"B(T(s(1))B) < e M(s(t))B(B) < M(to)e "~ 3(B),

visto que 0 < s(t) < tg e que ntg > t — to. Entao T(t), t > 0, é uma
contrac¢ao-3 com funcdo de contraccio k(t) = M(ty)e*to=).
(8) Proposicao: As contracgoes-( condicionais sao assimptoticamente regu-
lares.
Demonstragao: Seja B C X, B limitado, tal que T'(t)B C B para t > 0.
a) Vai-se demostrar que existe um conjunto compacto J C X que atrai B.
Entao y*(B) é limitado e

B(cl yH(T(t)B)) = B(v*(T(t)B)) = BT ()y*(B)) < k(t)B(v*(B)).
Mas w(B) = M=ol 7" (T'(¢)B) e k(t) — 0 quando t — 4o0. Entdo J =
w(B) é compacto.
b) w(B) atrai B (ver demonstragao de (6)).

3 - Estabilidade de Conjuntos Invariantes.

Seja T'(t) : X — X, t > 0, um semigrupo de classe C", r > 0, e J um
conjunto invariante.

Definicao: J diz-se estavel, se para qualquer vizinhanca V' de J existe uma
vizinhanga U de J tal que T'(t)U C V para t > 0.

(9) Lema: J é estdvel se e s6 se para cada vizinhanga V de J existe V' C V
contendo uma vizinhaga de J tal que T'(t)V' C V' para t > 0.
Demonstragao: (<) Obvio; (=) Se J é estével existe uma vizinhanca U
de J tal que T'(t)U C V para t > 0. Toma-se V' = U5 T(t)U.

Nota: Se T'(t) nao for um homeomorfismo V' pode nao ser aberto.
Definicao: O conjunto invariante J diz-se que atrai pontos localmente
se existe uma vizinhanca W de J tal que J atrai pontos de W.

Definicao: J diz-se assimptoticamente estavel se J é estdvel e atrai
pontos localmente.

Definicao: J diz-se uniformemente assimptoticamente estavel se J é
estavel e atrai uma vizinhanca de J.



(10) Lema: Se T'(t), t > 0, ¢ assimptoticamente regular e se J ¢ um conjunto
compacto, invariante e estavel entao sao equivalentes as seguintes afirmagoes:
(i) J atrai pontos localmente;

(ii) Existe um conjunto W limitado contendo uma vizinhaga de J tal que
T(t)W C W, t >0, e J atrai subconjuntos compactos de W.
Demonstracéo: (i) = (i): Obvio; (i) = (ii): Pelo Lema (9) vamos assumir
que o conjunto limitado W C X contendo uma vizinhanca de J é tal que
THW C W. Seja H C W, H compacto. Entao v*(H) é limitado e pela
Proposigao (4) temos que w(H) é compacto e atrai H. Seja U C W, uma
vizinhanca aberta de J. Entao pela estabilidade de J existe uma vizinhanca
U' cUde J tal que T(t)U' C U.

(Para referéncia futura demarca-se a argumentacao que segue)

(+)
Para cada z € H existe tg = to(x, U) tal que se T'(tg)x € U’ entao T'(t)x € U
para t > to. Como T'(t) é continua existe uma vizinhanga O, de x tal que
T(t)O, C U para t > ty. Seja {O,,,i =1,...,p} uma cobertura finita de H,
seja N = N(H,U) = max; to(x;,U) eseja V =V (H,U) = ; O,,, (V é uma
vizinhanca de H). Entao T'(t)V C U parat > N.

(+)

Tomando uma sucessao U; D Uy D ... tal que N;U; = J conclui-se que
w(H) C J e portanto J atrai H.
Notas:

(a) Definicao: O conjunto invariante J diz-se isolado se existe uma vizi-
nhanca V' de J tal que se K é um subconjunto invariante de V' entao K C J.
(b) Se J é um invariante isolado entao ¢ fechado (por continuidade de T'(¢)).
(c¢) Se dim X < oo o lema anterior implica que J e um invariante isolado
limitado (portanto compacto) e entdao J é assimptoticamente estavel se e s6
se J é uniformemente assimptoticamente estavel.

(11) Teorema: Se T'(t) ¢ assimptoticamente regular e J é um conjunto com-
pacto invariante que atrai pontos localmente entao as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) Existe um conjunto limitado W C X contendo uma vizinhanca de J tal
que T(t)W C W, t >0, e J atrai subconjuntos compactos de W;

(ii) J é estavel;

(iii) J é uniformemente assimptoticamente estével.

e cada uma das condicoes implica que J ¢ isolado.

Demonstragao: (iii) = (ii): Obvio; (ii) = (i): Lema (10).

(Nota: No argumento seguinte nao é usada a regularidade assimptdtica de
T(t), nem que T(t)W C W, sendo apenas usado o facto de que J atrai
conjuntos compactos).

(%)




(i) = (ii): (Por contradi¢ao) Caso contrario para todo o € > 0, existem {¢x},
ty /400, e {yr}, yp — y € J tais que yx € Ve(J) e T(tx)yx & Ve(J). O
conjunto H = {y, yx; k > 1} é compacto e portanto J atrai H. Entao existe
to =to(H,€) tal que T'(t)H C V.(J) para t > to, uma contradicao.

()

(ii) = (iii): Dada a vizinhanca U C W de J existe uma vizinhanca U’ de J
tal que T'(t)U" C U. Pelo argumento (x) da demonstragao anterior, para H
compacto tal que H C W, existe uma vizinhan¢a V' de H eum N = N(H,U)
tal que T'(t)V C U parat > N. Como T'(t), t > 0, é assimptoticamente
regular existe um conjunto compacto K C W que atrai U (basta tomar
B =cl W, U C L(B)). Mas por (i) J atrai K, segue-se que J atrai U e
portanto atrai a vizinhanca V' do compacto H. Tomando H = J tem-se que
J atrai uma vizinhanca de J e portanto é uniformemente assimptoticamente
estavel. Finalmente (i) = J é isolado: Basta mostrar que w(W) C J. Entao,
como T'(t), t > 0, é assimptoticamente regular da Proposigao (4) segue-se
que w(W) é compacto. Mas como J atrai conjuntos compactos e w(W) é
invariante segue-se que w(W) C J.

(12) Corolario: Se T'(t), t > 0, é assimptoticamente regular, entdao um
conjunto compacto invariante J é assimptoticamente estavel se e sé se é
uniformemente assimptoticamente estavel.

4 - Semigrupos dissipativos e atractores globais.
Definigao: O semigrupo 7'(t), t > 0 diz-se dissipativo para pontos (dis-
sipativo para compactos, localmente dissipativo para compactos, dissipativo
para limitados) se existe um conjunto limitado B C X que atrai cada ponto
de X (cada compacto de X, uma vizinhanga de cada compacto de X, cada
limitado de X) sob o fluxo de T'(t).

Defini¢ao: Para o semigrupo T'(¢), t > 0, o conjunto compacto invariante A
diz-se 0 maximo compacto invariante se todo o compacto invariante do
semigrupo pertencer a A.

Definigao: O conjunto invariante A diz-se o atractor global se A for o
maximo compacto invariante que atrai os conjuntos limitados B C X.

No que se segue considera-se X um espago de Banach.

(13) Lema: Se J é um conjunto invariante compacto que atrai conjuntos
compactos, entao J é conexo.

Demonstragao: O conjunto ¢o.J é compacto, conexo e é atraido por J. Se
J nao é conexo, entdo J = AU B, ANB =1{. Como J C T(t)[co]],t >0, e
T é continua tem-se que T'(t)[coJ] é conexo. Sendo T'(t)[co.]J] N C' # () para
t >0com C = AeC = B, tem-se que existe uma sucessao {t;} tal que
T(ty)[coJ] ¢ AUB. Mas como T'(t;)[co.J] é compacto tem-se que existe uma
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subsucessao convergente para z ¢ AU B e z € J, uma contradicao.

(14) Teorema: Seja T'(t) : X — X um semigrupo-C”, r > 0, tal que
existe um conjunto compacto K # () que atrai compactos de X e seja A =
Mo T'(t) K. Entao:

(i) A é conexo e independente de K.

(ii) A é o maximo compacto invariante.

(iii) A é estavel e atrai compactos.

Se além disso T'(t) é assimptoticamente regular, entao:

(iv) Qualquer que seja o conjunto compacto H C X existe uma vizinhanca
H, de H tal que vy (H;) é limitado e A atrai H;. Portanto A é uniformemente
assimptoticamente estavel.

(v) Se C'C X é tal que v (C) é limitado entao A atrai C.

Finalmente, se T'(t) ¢é injectiva em A entao T'(t)|4 é um grupo-C".
Demonstragao: (Ver teorema (11)) Sendo H C X, H compacto, entao
T(t)H — K, cl y"(H) é compacto, e w(H) C K. Em particular, w(K) C K
e w(K) = A que é nao-vazio, compacto, invariante e atrai compactos. Pelo
lema anterior A é conexo. Se houver outro conjunto K, entdo w(K;) C
w(K) C w(K7) e conclui-se que A ¢é independente de K. Para provar que
A é estavel usa-se (k) do Teorema (11). Para provar (iv) usa-se o argu-
mento a seguir a (**) no Teorema (11). Para provar (v) basta notar que
T(t)cl vT(C) C cl yH(C) e, pela Proposicao (4), K = w(C) é compacto nao-
vazio e atrai y1(C). Entao (iii) implica que A atrai C. Finalmente, seja T'(t)
um semigrupo-C” e T'(t) injectiva. Entao, como A é invariante tem-se que
T(t) é sobrejectivaem A. Assim T'(t) tem inversaem A e T(t)"a = T(—t)|a.
Finalmente, T'(t)| 4 continua e A compacto implica que T'(t) 7|4 é continua
(ver Royden, p.159). Portanto T'(t)|4 é um grupo-C".

(15) Corolario: Se T'(t) é assimptoticamente regular entao as seguintes afir-
magcoes sao equivalentes:

(i) existe um conjunto compacto que atrai os conjuntos compactos de X.
(ii) existe um conjunto compacto que atrai uma vizinhanga de cada compacto
de X.

(16) Teorema: Se o semigrupo T'(t), t > 0, é assimptoticamente regular,
dissipativo para pontos, e as semiorbitas positivas de conjuntos limitados sao
limitadas, entao existe um atractor global A.

Demonstragao: 1) Existe um compacto que atrai pontos: Seja B C X o
conjunto limitado que atrai pontos e seja B = cl B. Entao L(B) = {z € B :
T(t)x € B,t > 0} atrai pontos (pela Proposicao (4)), e y7(L(B)) é limitado.
Como T (t)y"(L(B)) C v (L(B)) e T'(t) é assimptoticamente regular, o Lema
(3) implica que existe um conjunto compacto K C X que atrai L(B) e
também pontos de X. Como K se atrai a si mesmo e v (K) é pré-compacto,
segue-se que J = w(K) é compacto, invariante e atrai pontos.
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2) Existe uma vizinhanga V' de J que atrai uma vizinhanca de cada compac-
to: Dada uma vizinhanga V' de J tem-se que v (V) é limitada. Usando o
argumento (x) obtem-se que dado o conjunto compacto H C X existe uma
vizinhanga Hy de H tal que v (V) atrai H;. Conclui-se que T'(t) é localmente
dissipativa para compactos.

3) Existe um conjunto compacto que atrai os conjuntos compactos: Se B C X
é o conjunto limitado que atrai conjuntos compactos (B = v (V)), entéao
L(B) ={x € B:T(t)r € B,t > 0} satisfaz T'(t)cl L(B) C cl L(B) para
t > 0 e existe um conjunto compacto K que atrai ¢l L(B) (Lema (3)). Entao
K atrai conjuntos compactos (pela Proposicao (4)). Pelo Teorema (14) tem-
se que A = o T'(t)K é o atractor global. Conclui-se do Teorema (14(v))
que T'(t) é dissipativa para limitados.

5 - Dependéncia de parametros, semicontinuidade
superior.

Seja A um espago métrico, X um espago métrico completo e, para A € A,
T(t,\): X — X um semigrupo-C", r > 0, com T'(¢, \)x continua em ¢, \, x.
Tem-se pela defini¢ao que, para A € A, se T'(t, \) é assimptoticamente regular,
entdo para qualquer conjunto limitado B C X tal que T'(¢t,\)B C B, t > 0,
existe um conjunto compacto K(B) C B tal que K,(B) atrai B sob o fluxo
de T'(t, \).

Definig¢ao: Diz-se que {T'(t,\),t > 0, A € A} é colectivamente assimpto-
ticamente regular se T'(¢,\) é assimptoticamente regular para cada A € A
e Uxea K (B) é pré-compacto.

Definicao: {T'(t,\),t > 0,\ € A} ¢é colectivamente contraccao-f se
T(t,\) é uma contracgao-f3 para cada A € A, e existem tg, k € [0,1) tais que
para todo o conjunto limitado B C X tal que 5(B) > 0 se tem

B(UAT(s, )B,0< s <to}) <kB(B).

AEA

(17) Lema: Se {T'(t,\),t > 0, X € A} é colectivamente contrac¢ao-/3 entao é
colectivamente assimptoticamente regular.

Demonstragao: Pela Proposigao (8) tem-se que para cada A € A, T'(t, \)
é assimptoticamente regular. Para B C X, B fechado, limitado e nao-vazio,
tal que T'(t,\)B C B para t > 0, seja K,(B) C B o conjunto compacto que
atrai B sob o fluxo T'(¢,A). Em particular tem-se T'(t, \)K\(B) = K\(B)
(ver Teorema (16)). Entao ® = Uy Kx(B) ¢ limitado (pois estda em B) e:

B8(®) = B(1J Kx) = B(UAT (5, ) Kx, 0 < 5 < to})

AEA AEA
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< B(U{T(s,0)®,0 < s <to}) .
AEA

Entao 5(®) < kB(P) se B(P) > 0 obtendo-se (1 — k)F(P) > 0, uma contra-
digdo. Portanto G(®) = 0 e Uyep KiA(B) é pré-compacto concluindo-se que
T(t, \) é colectivamente assimptoticamente regular.
(18) Teorema: Seja T'(t,\) : X — X, t > 0, um semigrupo-C" para cada
A € A tal que existe um conjunto limitado By C X (independente de A) que
atrai pontos de X sob o fluxo de T'(¢, ), e para cada conjunto limitado B C X
o conjunto I' = Uyep Uiso T'(t, A) B é limitado. Se a familia de semigrupos
T(t,\) é colectivamente assimptoticamente regular, entdo o atractor global
A, é semicontinuo superior em A € A.
Demonstragao: Pode-se escolher B fechado. Pelo Teorema (16) tem-se que
A, existe para cada A € A e Ay C By. Seja H C X um conjunto compacto.
Entao, Ay atrai H para cada A € A, e portanto I' = Uyep U0 T'(2, A) Bo D
Uxea Ax atrai H sob o fluxo de T'(\,t) para cada A € A e portanto I' atrai
conjuntos compactos H. O conjunto Uycp Ay C I' é limitado e T'(\, t) colecti-
vamente assimptoticamente regular, portanto Uycp Ax € pré-compacto. Ay é
semicontinuo superior se e s se para toda a sucessao {\r} C A, Ay — Ao e to-
da a sucessao {x;} C X com zy, € Ay, e x — o se tem que g € Ay,. Como
A, é invariante para T'(t, \y), dada uma sucessao {t;}, t; — 400, pode-se
determinar para cada t; uma sucessdo {y;} C X tal que T(t;, \p)yj, = k.
Como Uyep Aa € pré-compacto e By é fechado, para j = 1 obtem-se uma
subsucessdo yi, — yg-

A A\
X1 Xy
AT 1
y111 =1 —1 Y0
y2 ———
12/'f
|
A Ae A A

Sendo T'(t,\) continuo em ), fazendo A\, — Ag obtem-se T'(t1, \o)ys = 0.
Para j = 2 obtem-se uma subsucessao yi, — yg e tem-se T'(t2, Ao)ys = o - . -
Por triangularizagao obtem-se uma subsucessao {yj} C X tal que

T(tjv )‘O)yg = Zo-

Como {y)} C By tem-se que vy, (o) C By e como 7y, (20) é invariante para
T'(t, \o) temos que xg € v, (T0) C An,-
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Notas:

Definigao: Os semigrupos T'(t,\1) e T'(t,\y) dizem-se equivalentes (A-
equivalentes), escrevendo-se T'(t, A1) ~ T'(t, A2), se existe um homeomorfismo
entre Ay, e Ay, que transforma dérbitas em 6rbitas preservando a direcgao de
evolucao no tempo. Note-se que o homeomorfismo nao da necessariamente
uma conjugacao e, para que a definicao de equivaléncia tenha algum interesse,
nao pode ser um difeomorfismo.

Defini¢ao: O semigrupo T'(¢, \g) diz-se estruturalmente estavel (A-esta-
vel). Se existe uma vizinhanga V' (\g) tal que T'(¢,\) ~ T'(t, \o) para todo o
A€ V().

Proposicao: Se T'(t, A1) ~ T(t,\2) e T(t,\1) é bijectiva em A,, entao
T'(t, X2) é bijectiva em A,,.

Coroldrio: Se T'(t,\g) é estruturalmente estavel e bijectiva em A, entao
existe uma vizinhanga V' (\g) tal que T'(¢, A) é bijectiva em Ay para A € V(o).
Exercicio: Refazer a demonstracao apresentada em N. Sternberg, J. Diffe-
rential Equations, 85 (1990), p.201-213.

6 - Fluxo produto assimétrico.

Consultar: L. T. Magalhaes e C. Rocha, Methods of Nonlinear Dynamical
Systems Theory.

Considera-se o sistema nao-auténomo @ = f(¢,z) com f : R xIR" — R".
Define-se a translacgao fi(s, ) = f(s +1t,-) e o conjunto compacto H(f) =
clea{f: : t € R}. Entao, no novo espaco de fase X = IR" x H(f) define-
se o fluxo produto assimétrico 7 : R x X — X dado por n(t, (z¢, f)) =
(x(t,x0), ft), ou seja m = (1, ) com (t, xg) = z(t, o) a solugdo do sistema
nao-auténomo e o(t, f) = f; o fluxo correspondente a translaccao.
Exemplo: A linearizacao de um sistema auténomo em torno de uma solugao
¢ conhecida, 1 (t, z,z) = D, ¢(t, z)z. O fluxo produto assimétrico obtido diz-
se linear.

7 - Sistemas Gradiantes.
Elementos Geométricos: Seja T'(t), t > 0, um semigrupo-C” em X, e F
o conjunto dos seus pontos de equilibrio:

relE & Ttr=z, t>0.
Definicoes: O ponto de equilibrio z € E diz-se hiperbdlico se e s6 se o

espectro o(DT'(t)x) nao intersecta o circulo unitario em €. Se T'(t), t > 0,
possui um atractor global A, entao F C A. Define-se o conjunto nao-errante
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QcCA:
re & VV(r),to>0 Ft=t(V,tg) >total quey € V(z)e T(t)y € V(x)

Nota: Sendo T'(t) injectiva em A compacto, tem-se que ) é invariante,
T(t)2 = Q. A demonstragao é idéntica a da invariancia do conjunto limite
w(B). Seja P o conjunto das drbitas periddicas de T'(t). Entao F U P C (.
Defini¢ao: A érbita 7, € P diz-se hiperbdlica se o espectro o(Dm(z)) nao
intersecta o circulo unitério (7 designa a aplicacao de Poincaré).

E natural considerar a aplicacao de unidade de tempo de fluxo (time-one
map). Imediatamente se obtem as seguintes rela¢oes de inclusao dos varios
conjuntos relativos ao fluxo e a sua aplicagao de unidade de tempo de fluxo:

TQ) T(1)

E e-——— E

Variedades estavel e instavel: Para = € F, definem-se os conjuntos:
W(x) = {y € X : T(—t)y esta definido para t > 0
e T(—t)y — x quando t — +o0}
We(x) ={y € X : T(t)y — x quando t — +o0}
Sendo z hiperbdlico existe uma vizinhanca U de x tal que os conjuntos:
Wige(x) = {y € W*(z) : T(~t)y € U,t > 0}
Wige(x) = {y € W*(x) : T(x)y € U, 1 > 0}
sao subvariedades de X. No caso em que dim W} (z) < oo e codim W} (x) <
00, pelo Teorema 6.1.9 de Henry, tem-se que sendo T'(t) injectiva e DT'(t)
um isomorfismo, entdo os conjuntos W*(z), W#(x) sao variedades imersas
em X (em geral ndo sao mergulhadas).
Note-se que a verificacao das hipdteses em T e DT requerem a utilizacao de
um teorema de unicidade para trés em ¢ (ver Henry, cap.7.3).
Consideram-se em seguida apenas semigrupos T)(t), t > 0, possuindo um
atractor global A, semicontinuo superior em A na topologia de Hausdorff.
Defini¢ao: O semigrupo Ty(t), t > 0, diz-se Morse-Smale se:
1) T\ (t) é injectivo e DT\(t) é um isomorfismo em Ay;
2) O conjunto nao errante Q(7T(t)) é composto de um niimero finito de pontos
de equilibrio e orbitas periddicas;
3) As variedades instaveis tém dimensao finita;
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4) As variedades estaveis locais e instaveis dos pontos equilibrio e 6rbitas
periédicas sao transversais: W*(z) ) W"(y) para z,y € §;

Nota: Se nesta defini¢ao se retirar a condigao 2) entao obtem-se a defini¢ao
de sistema de Kupka-Smale.

Para a aplicacao de unidade de tempo de fluxo tem-se os seguintes resultados:
Seja Ty : X — X uma familia de aplicagoes continuas possuindo um atractor
global Ay semicontinuo superior em .

Definicao: A aplicacao T), diz-se Morse-Smale se:

1) T\ e DT) sdo injectivas em Ay;

2) Q(T)) ¢ finito (entao Q2 = P);

3) Todos os pontos periddicos x € P sao hiperbdlicos e possuem variedades
instaveis de dimensao finita;

4) We(x) i W*(y) para xz,y € P.

Definigao: Diz-se que T), e T, sao equivalentes, Ty, ~ T),, se existe uma
conjugacao entre T, | Ay, © T, | Ay,» 1sto é, existe um homeomorfismo h :
Az, — Ay, tal que hTy, = Th,h em A,,.

A aplicagao T}, diz-se A-estavel se existe uma vizinhanca O de Ay tal que
T\ ~ T, para todo A € O.

(19) Teorema: (W. Oliva) Se T\ é Morse-Smale entao T) é A-estavel.
Defini¢ao: (Sistema gradiante) Um semigrupo-C", r > 1, T(t) : X — X,
t > 0, diz-se gradiante se:

1) Cada semidrbita positiva é pré-compacta,

2) Existe uma funcao de Liapunov para T'(t); isto é, existe uma fungao
continua V : X — 1R tal que:

a) V é limitado inferiormente;

b) V(z) — 400 quando |z| — +o0;

c) V(T (t)z) é ndo-crescente em t para cada x € X;

d) Se z é tal que T'(t)x estd definido para t € R e V(T (t)x) = V(x) para
t €R, entao x € F.

(20) Lema: Se T'(t), t > 0, é um sistema gradiante, entao para cada x € X
tem-se que w(z) € E. Se 7~ (x) é uma semidrbita pré-compacta, entao
a(x) € E.

Demonstragao: Sendo v (x) pré-compacta tem-se que w(z) é compacto e
invariante. Além disso, 7" (x) é pré-compacta e {V(T'(t)x), t > 0} limitado
inferiormente implica que V(T'(t)z) — ¢, uma constante, quando t — +o0.
Sendo V' continua tem-se que V(T'(t)y) = ¢ para todo t €R, e y € w(x) =
y € E. Sendo v~ (x) pré-compacta e x ¢ E tem-se que a(x) é compacta.
Se y € a(x) entdo existe uma sucessao tj N\, —oo satisfazendo ¢ — t41 > 1
e tal que T'(tx)r — y. Entado para todo t € (0,1) tem-se V(T (tx)x) <
V(T (ty + t)x) < V(T(tg—1)z) para todo o inteiro k e portanto V(T'(tx)) —
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V(y) quando k — oo. Mas como também V (T'(t; +t)x) — V(T (t)y) obtem-
se V(T'(t)y) = V(y) para todo o t € (0,1), e portanto para todo o ¢t € R.
Conclui-se que y € E.

Nota: O sistema gradiante T'(t), t > 0, é dissipativo de pontos se e sé se o
conjunto F for limitado.

(21) Lema: Seja T'(t), t > 0, um sistema gradiante tal que V(T'(t)x) < V(x)
parat > 0ex ¢ E, e seja xo € E hiperbdlico. Entao existe uma vizinhanga
Up de x tal que se x € Up\Wj (), entao existe to > 0 tal que T'(t)z ¢ Uy
para todo t >ty (portanto T'(t)x sai de Uy e nao volta a entrar).
Demonstragao: Seja dimW"(zy) > 1. Seja §; > 0 tal que se T'(t)x €
Bs, (x0) para todo o t <0, entao x € W (x¢). Existem constantes k,a > 0
tais que d(T'(t)x, Wi.(xo)) < Ke " enquanto T'(t)x € Bs, (xo) for satisfeita.
Para todo 0 < &g < 97 existe to > 0 tal que T'(t2)Bs, (o) C Bs,(z0). Seja
W, ={x: 6 < |z —x0| <1, d(x, We.(zo)) < n}, tomando-se n tal que
sup{V (z),z € W,} < V(xo), (o que é possivel visto que V(T'(t)x) < V(x)
se v ¢ F e dimW¥xo) > 1). Seja t; > 0 tal que Ke®* < 7 e seja Uy
uma vizinhanga de xo tal que T(t)Uy C Bs,(zo) para 0 < t < t;. Se x €
Uog\W} .(z9) entao T'(t)x eventualmente sai de B, (x) e existem ¢ty > 0, ¢ > 0
tais que T'(t)z € cl By, (zo) para 0 <t < tg, e T'(to+€)x ¢ cl By, (o). Como
to > t1 tem-se que T'(to)x € W, e portanto

V(T(t)&?) < V(T(to)ﬂ?) < mf{V(y), Yo € UQ}, t >t

concluindo-se que T'(t)x ¢ Uy para t > ty.

(22) Teorema: Seja T'(t), t > 0, um sistema gradiante em X tal que
V(T(t)r) < V(z) parat > 0 e x ¢ E. Se o € E é hiperbdlico com
dim W*(zg) < oo, T'(t) é injectiva em W"(xg), e DT'(t)(x) um isomorfismo
para cada x € W"(xp), entdo W"(xo) é uma subvariedade mergulhada em
X.

Demonstragao: Ja se viu que W"(xy) é uma subvariedade imersa. Vai-se
mostrar que W*(xzg) é isomorfica a uma subvariedade mergulhada de X e pelo
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Lema (21) basta considerar W} (z¢). Para todo o x € W*"(xo)\W}%.(x0) exis-
tem uma vizinhanca U; de = e ty > 0 tais que W"(xo) N Uy C T(to) W}k (o).

Usando o conjunto W, e a constante d; do Lema (21) temos que existem
t1 > 0, to > 0 tais que

T(—t)x — x¢ quando t — 400 ,

|T(—t1)x — I0| > 51, e
T(—to)x € VVT7 N VV;;C(.TQ) =W .

Como dim W} (z¢) < oo tem-se que W; é compacto, existe to > 0 tal que
sup{V(y) : y € T(to)W1} < V(z) e existe uma vizinhanca U; de x tal
que sup{V(y), y € T(t2)W1} < inf{V(y),y € Ur}. Sey € Uy N W"(xg)
entdo existe t3 > 0 tal que T(—t3)y € Wi. Portanto tem-se t3 < ty e
U N W (o) C T(t2)Wig.(2o)-

(23) Teorema: Se T'(t), t > 0, é gradiante, assimptoticamente regular, e o
conjunto F é limitado, entao existe um atractor global A (conexo se X for
um espago de Banach) para T'(t) e

A=W"E)={ye X :T(—t)y estd definido parat >0 ¢

T(—t)y — E quando t — +oco}.

Se, além disso, todos os equilibrios sao hiperbdlicos, tem-se que o conjunto
E é finito e
A=) W*x).
zeE

Demonstragao: Sendo T'(t) gradiante, o conjunto E limitado e usando o
Lema (21) tem-se que 7T'(t) é dissipativo de pontos. Devido & condigao b)
satisfeita por V' tem-se que as drbitas de conjuntos limitados sao limitadas.
Pelo Teorema (16) obtem-se a existéncia de um atractor global A. A é
compacto e invariante, portanto as érbitas em A sao globalmente definidas e
limitadas. Pelo Lema (21) tem-se para todo o z € A que a(z) € E. Conclui-
se que A = W"(E). Sendo todos os pontos de equilibrio hiperbdlicos tem-se
que E ¢ finito e portanto W*(E) = Uyeg W*(z).
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Decomposicao de Morse de A: Seja EE = {x1,...,zn}, sendo os equilibrios
z; todos hiperbdlicos e v! > ... > v™ os distintos valores de V' (x1), ..., V(zn),
(n < N). Define-se E* = {x € E : V(z) = v*}. Por c) e d) da definicao de
sistema gradiante tem-se que os conjuntos E', ..., E" formam uma decom-
posicao de Morse de A:

1) Cada E* é compacto, invariante; e

2) Para todo o x € A\U}_, E/ tem-se que existem i < [ tais que a(z) € E’
e w(z) € E.

Vl

Definem-se:

Ak:U{W“(a:):xe OEJ}

J=Fk

Uk = {xeX:V(az) <vk+1} :

Nota: A é o atractor compacto de T'(t)|y visto que para todo o conjunto
B € X tal que sup{V(z) : x € B} < v**! tem-se que A" atrai B sob o fluxo
de T'(t).

Dependéncia de parametros: Seja A um espacgo de Banach.

(24) Teorema: Se para cada A € A, Ti\(t), t > 0, é um semigrupo-C", r > 1,
gradiante em X, {T)(t), A € A} é colectivamente assimptoticamente regular,
e U{E\, A € A} é limitado, entdo o atractor global A) existe e é semicontinuo
superior em A\.

Nota: Se os equilibrios em FE) sao hiperbdlicos obtem-se também semicon-
tinuidade inferior (Hale e Raugel, 1989).

(25) Teorema: Supondo que T)\(t), t > 0, satisfaz as condigoes do teorema
anterior, sendo U uma vizinhanga de Ay, tal que T\(1) — T\, (1) em C"(U, X)
quando A — g, e:

1) Ti\(t) é injectiva em Ay e DT\ (t)y) é um isomorfismo para A € A, 1 € Ajy;
2) Os equilibrios em E), sao hiperbdlicos e tem-se Wi (z) N W3 ;,.(y) com
dim W} (7) < oo para cada z,y € Ej;
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entao T),(t) é estruturalmente estével.

Demonstragao: A, é semicontinuo superior em Ay e T),(t) é Morse-Smale.
Entao T),(1) é Morse-Smale e portanto existe uma conjugacao hy para os
atractores de T3(1) da qual se obtem um homeomorfismo h, para os atrac-
tores de T\(t).

8 - Dimensao do Atractor.

Referéncia: J. Mallet-Paret, Negatively Invariant Sets of Compact Maps
and an Extension of a Theorem of Cartwright, J. Differential Equations, 22,
2 (1976) p.331-348.

Definigoes: Seja K um espago topoldgico.

Dimensao Topolégica: dim. E o minimo inteiro n tal que para toda a
cobertura aberta de K existe uma outra cobertura mais fina tal que cada
ponto de K pertence quanto muito a n 4+ 1 abertos da cobertura.
Referéncia: Dimension Theory, W. Hurewicz e H. Wallman, (Introdugao
axiomatica).

Dimensao de Hausdorff: dimy. E dada por inf{a : u®(K) = 0} onde
p*(K) designa a medida de Hausdorff de dimensdo « definida da seguinte
forma:

p*(K) = lim g () onde pig = lgf;q

e C. designa o conjunto das coberturas contaveis por bolas abertas B, (z;)
de raio ¢; < €.

Nota: u*(K)=0= p?(K)=0se 3> a.

Capacidade limite: c. E definida por limsup, 10%)2(175) onde n(e, K) é o
minimo numero de bolas abertas de raio € necessarias para cobrir K.
Tem-se a seguinte relagao:

dim K < dimpy K < ¢(K) .

(26) Teorema: Se T'(t), t > 0, é assimptoticamente regular, dissipativo para
pontos, e as orbitas de conjuntos limitados sao limitadas, entao o atractor
global tem capacidade finita: ¢(A) < 4o0.

Resultados de Mallet-Paret:

(27) Teorema: Seja H um espago de Hilbert separdvel, I' um conjunto
compacto, U um conjunto aberto tal que ' C U C H,esejaT : U — H uma
aplicagao de classe C'! negativamente invariante (isto é I' C TT). Se existe
um subespago linear C' C H tal que || DT'(z)|c|| < 1 para z € I' e codim
C < 400 entao dimI' < +oc.

Demonstragao: A ideia principal é a seguinte. A contracgao em C' obriga a
que ps(T) < Bud(T) com a, 3 < 1. Tterando (8™ — 0) obtem-se pf (T') = 0.
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Notas:

1) As variedades instéveis para os sistemas de Morse-Smale tém dimensao
finita.

2) E natural fazer aqui uma referéncia as Variedades Inerciais.

II - Aplicagcoes e Exemplos

1 - Equacoes de Evolugao Sectoriais.
Pretende-se aqui considerar problemas da forma
dx
E%—Ax:f(x) , t>0; 2(0) =z
onde z € X e A é um operador sectorial linear em X.
Definicao: O operador linear A definido no espago de Banach X diz-se
sectorial se for um operador fechado com o dominio denso em X, e tal que
existem constantes 6 € (0,7/2), M > 1,a €IR tais que

Sao={N:0<l]arg (A —a)| <m,A#a} € p(A)

(AT — A7 < para todo A € Sy

A —al
onde S, designa o sector em A de abertura 6 e p(A) designa o conjunto
resolvente de A.

S0

Exemplos:
1) Sendo A linear continuo em X tem-se que A é sectorial. Na verdade,
sendo A limitado tem-se que |o(A)| < ||Al| e tomando |[A| > 2||A|| obtem-se

(A= X)™t = =3 372(A/N)* de onde se conclui que |[(A — X))~} < IQTI
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2) Sendo A autoadjunto com dominio denso no espaco de Hilbert X e A
limitado inferiormente tem-se que A é sectorial. O espectro o(A) é real e
s6 contem valores proprios generalizados. A limitado inferiormente significa
que existe \g € R tal que (Az,z) > Xo|z||* (A diz-se positivo se \g =
0). Portanto se A < )¢ tem-se que ((A — A)z,x) > (Ao — \)||z]|*>. (Por
translacgao toma-se g = 0). Conclui-se que (A —\I)~! existe porque A — \I
é injectiva. Assim A € p(A). Finalmente, da relagao ((A— )z, (A—X)x)=
(Ax, Az) + \?(z,x) — 2\(Az, ) obtem-se ||(A — A )z||? > N?||z||* e portanto
(A= X)"'z|| < ﬁHxH para todo o = no dominio de A que é denso em X.
3) Sendo A tal que Au = —Awu para u = u(z) € C3(Q), Q CIR", e tomando
o fecho em LP(2) de (—A)|cz()(1 < p < 00) entdo tem-se que A é sectorial
se o resolvente contem o semiplano esquerdo em € . Consultar Henry (p.32)
e Pazy (p.208). Em L? este resultado segue do exemplo anterior.
Definig¢oes: O semigrupo T'(t),t > 0, diz-se um semigrupo-Cj (ou forte-
mente continuo) se satisfaz:

(i) T'(t), t > 0, é um semigrupo de operadores lineares continuos;

(i) limp o+ T'(t)z = x para todo o z € X.

O semigrupo diz-se analitico se além disto satisfaz ainda:

(iii) A aplicagao t — T'(t)x é real analitica para t € (0,00) e cada x € X.

O semigrupo T'(t), t > 0, diz-se ainda uma contracgao se ||T'(¢)| < 1.
Define-se o seu gerador infinitesimal A tomando:

Tt)x —
D(A) = {x € X : existe o lim M}
N0+ t

(1) Teorema (Hille-Yosida): O operador A linear é o gerador infinitésimal
de um semigrupo Cy de contracgoes T'(t), t > 0, se e sé se:

(1) A é fechado e o seu dominio ¢ denso;

(2) O resolvente p(A) contem IR™ e para todo A > 0

1
A=\ <= .
l(A=an7 < 5

(2) Teorema: Sendo A sectorial, —A é o gerador infinitesimal do semigrupo
analitico {e~*};>0, com

1
A= / (M + A) e M)
27wy Jr

onde I' é uma curva contida no sector da figura.
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P(-A)

Se Re 0(A) > a, tem-se as seguintes estimativas ||e 4[| < ce™, ||Ae=4|| <
¢e~. Finalmente, ¢ satisfeita a seguinte relacao

d —At _

¢ —Ae™ t>0.

Demonstracao: Toma-se a = 0

A

o(A)

|
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r
o(-A)

X

/

Sendo A sectorial tem-se |[(A] — A)7|| < & > para A € S e portanto |[(A +

A7 < IMI para —\ € S’. Entao define-se e = ;L [[(A] + A)~teMdA
sendo o integral absolutamente convergente para ¢t > 0. Pode-se ainda trans-
ladar I — I (para a direita) sem alterar o valor do integral. Entao:

—Ate—As —

M + A) el (ul + A)rdMdp

2 JrJr

_ ! / / e”WL[(AHA)—l— (I + A)"|drdu
rJr w—A

(27m1)? -

_ ! ) LN GV S i [+ A
—(2mi)2 P e = A A+ A) € rp— (ud -+ A)dp
2mi eXs 0
— —(21 ) [T+ A) A = e

T

obtendo-se a propriedade de semigrupo. Tomando p = At, t > 0:

e = g [ (Cr Ay ter By < ap [ enld]
2mi Jrtt 27 |l

seguindo-se que o semigrupo é continuo, e:

- Lok -1 -1, dp
At | ~” w2
|Ae=| H%/FA(tIJrA) el H/[ 1+A) ]e L
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M—l—ll
<o {0 e e fare 2y} - 2L e -

correspondendo a propriedade de regularizacao do semigrupo. Seguidamente
mostra-se que e~ 'z — x quando t \, 0" para r € X. Seja x € D(A), que é
denso em X. Entao, para t > 0:

e My —r=— e”[()\l + A7~ )\_1} x d\
r

— —i/ MAN + A)" Az d)
2w Jr

e portanto

lea o) < o HA:CII | / R

1
== HA:ch/ ] ——Jdp -t — 0
™ rul

Assim, {e"4};>¢ é um semigrupo-Cy (e pode estender-se analiticamente a
t € V, um sector aberto contendo o semieixo real). Finalmente, para x €
D(A)

d 1
e M g Ae My — /F()\I + A) M (M + A) "z d =0

podendo portanto escrever-se %e At — _Ae 4 = ¢4 A, e obtem-se ainda

(apés uma mudanca de varidvel s +— st)

1 1 rt

(e My —x) = —/ e M Ards — —Ax

t t Jo

quando ¢ \, 0T, porque e~4* é linear continuo. Portanto —A coincide com o
gerador infinitesimal G do semigrupo em D(A). Falta mostrar que D(G) C
D(A):

1- |Ae ¥ < ¢ = Vo € X, e ¥z € D(A) para t > 0;

2- Seja LNz ¥ [ e~Me~4z dt; Entdo para § > 0

o) d o)
A/ e My dt = / e M—e Ay dt = e_Me_A‘Sx—A/ e~ M
) dt )

Como A é fechado, apds tomar o limite 6 N\, 07, obtem-se AL(\)x =
AL(N)z, e portanto (A + A )L(N)z = z concluindo-se que L(A\)xz € D(A
D(G) para todo A >0ez € X.

3- Para todo z € D(G) tem-se e Az € D(G) para t > 0 e Ge Mz =

4 e~ Ay = e~ Gr. Como anteriormente L(A\)(A] —G)z = z paraz € D(G) e

)
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assim, designando por Rg o contradominio de um operador obtem-se D(G) C
Rg(L(N)) € D(A) e portanto G = —A. Assim D(A) C X e por interpolagao
obtem-se uma familia de subespacos X* — X nos quais se pode obter o
problema bem posto e ter o semigrupo gerado assimptoticamente regular.

Nota: Se o resolvente de A é compacto, entdo e *4 é compacto para t > 0.

2 - Poténcias Fraccionarias.

Dado um operador A sectorial em X tal que Re o0(A) > 0 entao A~! existe
e é linear continuo. Pode entao facilmente definir-se A™*:

Defini¢ao: Sendo A sectorial, Re 0(A4) > 0 e a > 0, define-se:

1 00
AT — / toz—l _Atdt :
I'(a) Jo ‘

A% = (A™*)7" | D(A%) =Rg(A™®) ;
A=Te X .

(3) Teorema: Se A é sectorial num dominio contido em X, o« > 0 e Re o(A) >
0, entdo A~ é linear, continuo em X, injectivo e satisfaz A=*A~F = A~(2+5)
com «, > 0. Além disso, para 0 < o < 1 tem-se:

sin T

AT =

/OO A" + A)7ld

T Jo

Demonstragao: Dado § > 0 tal que Re o(A) > § tem-se que ||e=!|| < ce™
para t > 0 e portanto [[A™ x| < ﬁfooo te~te e %dt ||z|| concluindo-se
que A7 é continuo. Sendo —A % = 0 tem-se que para n > a, A "z =
Ao A2y = () e portanto z = 0 visto que A~! é injectiva. Por célculo

directo:
1

I'(a)'(B)
R R Ooa—lu_ B-1,—Au g,
_ F(a)F(ﬁ)/o /t 27w — 1) du dt

- ‘r<a>1r‘<5> fodu [} ettt

_ [t ats-2, a- - _atp1 L(@T(5)
_/Ouw 207 (1 = 0) M do = utP 1m
1

_ [Ty — g-(ets)
I'a+ 0) /0

A= A—0 — / - / T pom1gB-1-AMe) gg gy
0 0
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Da identidade (A + A)~! = [;° e Me~Atdt véalida para A > 0 obtem-se:
/ AT 4+ A) A = / oA / T M) di
0 0 0

™

- / T e At Ip(1 — q)dt = A
0

sin T

visto que I'(a)I'(1 — a) = -"— para 0 < o < 1.

Notas: Se o resolvente de A é compacto, entao A~ é compacto para a > 0.
O operador A® é fechado. Na verdade tem-se que 0 € p(A®) visto A ser
invertivel (Pazy, Teorema 6.8, p.72).

Para o > 3 > 0 tem-se que D(A®) C D(AP) visto que A= = ABA=(a=0) ¢
portanto Rg(A~®) C Rg(A™¥)

Para todo a@ > 0 tem-se que D(A®) = X visto que D(A) C D(A%)

Para «, 3 reais tem-se que A“"x = A“APx para todo o x € D(AY) onde
v = max(a, B, + f3).

Tem-se ainda a seguinte interpolacao (Pazy, Teorema 6.10, p.73): |[|[A%z|| <
|||~ Az |-

(4) Teorema: Sendo A sectorial e Re 0(A) > ¢ > 0, entdo para o > 0 existe
Ca < +00 tal que

JA%e || < cat ™™™, >0,

ese0<a<lexe D(AY) tem-se:
—At 1 a «a
Ie™ = Dall < — c1-a t* [[A%]

onde ¢, ¢ limitada em intervalos compactos de [0, 00).
Demonstragao: Para 0 < a <1 et > 0 tem-se:

1 00
e = A A = g [ e e ]

< #/OO S—ozHAe—A(s-‘rt)H ds < #/OO S—aLe—é(s—‘rt)ds
I'(l—a)/o I'(l—a) o (s +1)

et du = cot ™ .

— 1 —ae—ét/ u e
I'l—a) 0 (1+u)t

Definicao: Sendo A sectorial no espago de Banach X e o > 0 define-se:
X*=D(A]) , |lzlla = [ ATz, =€ X®

onde Ay = A+ al com a tal que Re o(A;) > 0.
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Nota: Os espagos X“ sao espacos de Banach. Sejam A; = A+ al, Ay =
A+ bl, com Re g(A;) > 0 e ||z]a; = [|AS], ¢ = 1,2. Entao tem-se a
equivaléncia das normas || - ||,

[AT Ay ]| < R[] = [[ATYll < Ra [ A5y
[AS A ]| < Rollz]| = [[ASyll < k|| ATy
visto que AJA5* e AFAT® sdo limitados em X; (ver Henry, p.28):
ATA " = AT(Ay" =A%) +1

sinTa [

AT — ATY = YL+ A))THA — A) (M + Ag) )

mas entao A; — Ay = (a — b)I e pode utilizar-se a estimativa:
JAPN + A)7TY <AL 0<p<1.

(5) Teorema: Se 2 C IR" é um conjunto aberto limitado com 92 uma
variedade de classe C™ separando IR"\Q de €, e se A é sectorial em X =
Lr(Q), 1 < p < oo, com D(A) = X! € W™P(Q) para m > 1, entao para
0 <a<1 tem-se:

n

n
X C Wh(Q) para ma>k+———, ¢>p
rp q

X*CC" () para ma>y+ﬁ, v >0.
p

Demonstragao: Utilizam-se as desigualdades (a) e (b) de Nirenberg-Gagliar-
do que se apresentam seguidamente (Henry, p.37, Friedman, Partial Diffe-
rential Equations, p.27):
@ o < ¢ [ullyma el
se 0 <6 <1, k——<9(m——)—(1—0) =mf — 2, e ¢ >p. Entdo para
u € D(A) obtem—se
lullwra < cll Aullzs|lull 2

e a inclusao D(A) C W™P — W4 estende-se a uma inclusdo continua de
X < Wk para o > 0 (Henry, p.28).
Procede-se igualmente para o segundo caso:

b)  ulley < ¢ [lullfymsellul e
seO§0<1eO<y<9(m——1—(1—0)n—m9—%.
Exemplo: Sendo A = —Ap em Q C R® com condicoes de fronteira de

Dirichelet entéo A é sectorial em X = L2(Q) com D(A) = W22(Q)NW,*(Q)
e
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X*C C"(Q) para a > 3/4,v < (4o — 3)/2;

X* C WH(Q) para a > 1/2, - > (5 — 4a) /6;

X* C L) para % > (3 —4a)/6.
Nota: Para Q@ C R" com n > 3 é necessdrio escolher X = LP(§2) com
p > 2 para se obter uma regularizagdo num espaco de fungoes continuas

X C Cv(Q).



