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ANALISE NUMERICA

Exercicios

2.1. Para calcular a menor raiz positiva da equacao
2? — 101z + 1 =0,

considere as formulas

101 — /1012 — 4 2
= s xr = s
2 101 + /1012 — 4

X

e ainda o método iterativo

2
o +1
xg =0, Tmal = "{01 , m=20,1,...
Use cada um dos referidos métodos e comente a precisao dos resultados obtidos sabendo

que o valor da raiz ¢ 0.0099019608794976148. ..

2.2. Use o método da bisseccao para aproximar a raiz da equacao
e’ —sinx =0,

mais proxima de zero.

2.3. Considere a equacao
sinx —e ¥ =0.

a) Prove que esta equacao tem uma raiz z € [0.5,0.7].

b) Efectue uma iteracao pelo método da bissecgao e indique um novo intervalo que
contenha z.

c¢) Determine o nimero m de iteragoes necessarias para garantir |z — x,,| < 107°.

2.4. Considere a equacao
322 —e” = 0.

a) Localize graficamente as raizes da equacao e indique intervalos de comprimento
unitario que as contenham.

b) Considere a seguintes sucessoes

erm

3 ;

(S1) py1 = (S2) 2py1 =In(322).



Mostre que é possivel obter aproximacoes das raizes positivas da equacao usando, para
cada raiz, uma dessas sucessoes. Indique, em cada caso, um intervalo onde podera escolher
a iterada inicial zq.

c) Efectue duas iteragoes usando a sucessao (S1) com xg = 1. Estime o nimero de
algarismos significativos da aproximagao obtida.

d) Sera possivel usar a sucessdo (S1) para aproximar a maior raiz positiva da
equacao? E poderd usar a sucessao (S2) para aproximar a menor raiz positiva da equa¢ao?

e) Determine uma funcao iteradora g tal que o método do ponto fixo associado
convirja para a raiz negativa da equacao.

2.5. Considere uma sucessao de ntimeros reais, definida do seguinte modo:

1
130:1, .Terl:l——, m:O,l,...
bx,,
onde b é um numero real dado.

a) Com base no teorema do ponto fixo, mostre que se b > 4 esta sucessao converge
e que todos os seus termos estao compreendidos no intervalo [%, 1} )

b) Considere b = %. Usando a definicao de ponto fixo, calcule z = lim,,_,o Zp,.

c) Para o mesmo valor de b, mostre que todos os termos da sucessao pertencem ao

intervalo [%, 1} e que se verifica

4 (1\"
|z—xm+1|§7—5(1> , m=20,1,2,...

2.6. Considere a fungao
g(z) = %ln(x2 +1).
a) Prove que a sucessao definida por z,,,11 = g(z,,), m =0, 1, ..., converge para um
ndmero z € [—1, 1], qualquer que seja zp € R. Determine z e a ordem de convergéncia.
b) Efectue algumas iteragoes, comegando com xy = 5, e calcule os quocientes
le1] 2] €3]

(e0)?” (en)*” (e2)?"

Os resultados parecem estar de acordo com o que provou na alinea anterior?

2.7. A equagio ? = a, com a > 0, pode escrever-se sob a forma z = g(z), onde
g(x) = a/x. Considere o método do ponto fixo para aproximar a raiz positiva da equagao.
Mostre que o método é divergente qualquer que seja a aproximagao inicial zg # +/a.

2.8. Considere a funcao
Cl4et+ad

g9() 1



a) Sendo {z,,} a sucessao numérica definida por 11 = g(x,,), m =0, 1, ..., mostre
que esta sucessao tem um limite finito z € [0, 1], qualquer que seja zo € [0, 1].

b) Verifique que a func¢do g tem um (inico) ponto fixo no intervalo [2,3]. Poderd
usar, para a sua determinagao, o método iterativo baseado na funcao iteradora g?

2.9. Pretende-se determinar uma raiz da equacao x = g(x) pelo método do ponto fixo
com um erro absoluto inferior a 0.5 x 10~*. Suponha que foram obtidas as iteradas

x4 = 0.43789, r5 = 0.43814.

Sabendo que |¢'(z)| < 0.4, determine o nimero de iteragoes que tem ainda de se efectuar
até atingir a precisao pretendida.

2.10. Considere a equagao
e —42? = 0.

a) Mostre que a equagao tem apenas trés raizes reais, z; < zp < z3, tais que
21 € [—1,0], 29 € [O, 1] € z3 & [4, 5]

b) Para aproximar as raizes positivas da equacgao, considere-se o0 método do ponto
fixo com funcao iteradora

(i) Mostre que 2z e z3 sdo pontos fixos de g.

(ii) Mostre que o método iterativo associado a g converge para z,, qualquer que seja a
aproximagao inicial z, € [0, 1].

(iii) Mostre que nao é possivel usar esse método para obter uma aproximagao da raiz
23 € [4, 5]

c) Considere o método de Newton para aproximar a raiz z3 € [4, 5] da equagao.

(i) Prove que estd assegurada a convergéncia do método de Newton, qualquer que seja
a aproximagao inicial zg € [4.1,4.4]. Determine ainda a ordem de convergéncia do
método.

(ii) Partindo de zy = 4.1, calcule z;. Sem efectuar mais iteracoes, determine um majo-
rante para |z — |-

2.11. Considere a iteragao do ponto fixo x,,11 = g(x,,), m = 0,1,..., com as fungoes
iteradoras (22 1 6)
r(z® +
=1 t = —F-

a) Para cada um dos pontos fixos de g; e de go procure um intervalo em que as
condicoes do teorema do ponto fixo sejam vélidas.

b) Aproxime os pontos fixos de g; e de go com um erro inferior a 107%. Determine
a ordem da convergéncia para cada uma das iteragoes?



2.12. Considere a funcao

1
1422

f(z)=2In(2* +1) — 2% +

Aproxime, com um erro inferior a 1074, todas as raizes da equacao f(z) = 0.

2.13. a) Determine, com um erro inferior a 1074, o valor minimo de a € R tal que
av/r > sinz, Vx> 0.

b) Sendo g € C'(R) uma funcio tal que g(r) < g(u) = v, Vo € R, considere o
método iterativo

xg € R, Tme1 = B+ g(xm) — 7, m=0,1,...
Mostre que o método acima converge para u desde que z( esteja suficientemente proximo

de p. Determine a ordem da convergeéncia.

2.14. Considere o seguinte método iterativo

ATy + 1+ 2277
2+«

x € R, Tma1 = , m=20,1,...

com a € R\ {-2}.
a) Mostre que para todo o « € [0, 1] o método converge para a solugao da equagao
f(x) =e"—22e* 4+ 2 =0,

qualquer que seja xg > 0.
Sugestao: Utilize o teorema do ponto fixo no intervalo [0, max{2, zo}].

b) Determine o valor de a de tal modo que a convergéncia seja a mais rapida possivel.

c) Aplique o método para aproximar a solu¢ao da equacao f(x) = 0 com um erro
inferior a 107°.
2.15. Pretende-se determinar um valor x que verifique a equacao
cos(z) = — cos(z + acos(x)).
a) Mostre que se a # 0 isso é equivalente a encontrar z = g(g(z)), com
g(x) = x + acos(z),

e que se a = 1, g tem um tnico ponto fixo no intervalo I = [1,3]. Justifique que para
a = 1 a solugao da equacao é unica em [ e coincide com o ponto fixo de g.

b) Considere os valores de a). Calcule duas iteragoes pelo método do ponto fixo
aplicado a fungao g comegando com zy = 7/2 e com zyg = 1. O que pode concluir?



Calcule o valor exacto do erro |es| com 8 digitos correctos, quando comega com xy = 1.
Mostre que a ordem de convergéncia local é ctbica.

c) Considere os valores de a). Comegando com zy = 1, e sendo z,, = g(zm_1),
considere os pontos (Z,, Ym) com x,, = log |z — z,| € Yy = log |z — 241/, onde z é 0 ponto
fixo de g. Quando m — 0o 08 pontos (X, Y, ) irdo aproximar-se de uma recta y = oz + 3.
Determine os valores dos coeficientes « e 3.

2.16. Mostre que, para a > b > 1, a sucessao

b
370:1, xm+1:a+x—, m:O,l,...

2

converge alternadamente para a solucao da equacao x* — ax — b = 0 que se encontra no

intervalo [a,a + b].

Nota. Esta sucessao define aquilo que se designa por frac¢ao continua, ou seja,

bo
l’:ao+—b
a1+ 1

b
as+—2-

no caso particular em que a,, = a, b,, = b.

2.17. Seja g uma funcdo continua tal que g(a) = b e g(b) = a.
a) Mostre que existe pelo menos um ponto fixo de g em [a, b].

b) Mostre que se g € C*([a,b]) entdao a derivada de g toma o valor —1 em algum
ponto desse intervalo. O que pode concluir quanto a contractividade de g nesse intervalo?

2.18. Considere f(z) = 0 & x = g(x) uma equacao em R que tem pelo menos duas
raizes z; e zp consecutivas (ou seja, ndo existe nenhuma outra raiz entre elas).

a) Mostre que se g € C'(R) e |¢'(21)] < 1 entdo ¢'(z2) > 1.

b) Suponha que 25 € I = [a,b], que |¢'(z)| > 1, Vx € [ e que I C g(I). Mostre que
o método z,, 11 = g~ ' (x,,) converge para 2z, qualquer que seja xg € I.

c) Seja f € CP(R), tal que a raiz z tem multiplicidade p > 1, e seja g tal que
g'(22) > 1. Indique uma fungao iteradora que assegure uma convergéncia local linear para
Zy, € uma outra que assegure convergencia quadratica, para cada caso de p.

2.19. Ao utilizar o método do ponto fixo para determinar uma raiz de uma equagao,
foram obtidos os valores

3 = —0.914260304, x4 = —0.825329540,
x5 = —0.884002249, g = —0.847330076.

a) Sabendo que a funcdo iteradora era um polinémio do quarto grau, da forma
p(r) = ax’ + Bz* + v, determine aproximadamente as duas raizes reais da equagao.



b) Determine os valores possiveis para ;.

c) Determine uma estimativa para a majoracao do erro absoluto em .

2.20. Considere um intervalo I = [a,b] que tem um unico ponto fixo z de uma fungao
g € CY(I). Seja ¢'(2) = 1.

a) Mostre que se 0 < ¢'(z) < 1,Vx € I\{z}, entdo o método do ponto fixo converge
qualquer que seja xg € I.
Sugestao: Verifique que a sucessao definida pelo método do ponto fixo é estritamente
mondétona e limitada.

b) Aplique este resultado para mostrar que x,,,1 = sin(z,,) converge para 0, qual-
quer que seja ry € R.

2.21. Utilize o método de Newton para aproximar a (tnica) raiz da equagao

23 —cosz—1=0,
no intervalo [1, 2]. Escolha o valor zp = 1 para iterada inicial e calcule as iteradas z; e
xo. Que tipo de convergéncia se tem? Indique uma estimativa para o erro absoluto de zs.

2.22. Pretende-se determinar, utilizando o método de Newton, a maior das duas raizes
positivas da equagao
—2® + 14z — 1 —€" = 0.

a) Mostre que se z; for escolhido no intervalo [2.6, 3] estao asseguradas as condigoes
de convergéncia do método.

b) Calcule um majorante para o erro da segunda iterada (ndo efectue iteragoes).

2.23. Considere os seguintes métodos para obter um valor aproximado de v/10:

a) Método de Newton aplicado a fungao f(z) = x? — 10. Mostre que se escolher
xo = 4 entdo o método de Newton converge e a ordem é dois (note que pode concluir
convergeéncia se escolher para xy qualquer valor > 4). Calcule trés iteradas e determine
um majorante para o erro de x3. Quantos algarismos significativos pode garantir?

b) Método de Newton aplicado & funcio f(z) = 27 Y/2(2% — 10). Admitindo que o
método converge, mostre que a ordem de convergencia é 3.

2.24. Mostre que a equacao
Inz— (r—2)* =0,

tem duas e s6 duas raizes reais distintas e indique, para cada uma delas, um intervalo
(de comprimento néo superior a 2) que a contenha (sem conter a outra). Se pretendesse
utilizar o método de Newton para calcular a raiz mais pequena, diga, justificando, qual
(ou quais) dos seguintes valores poderia utilizar como aproximacao inicial: o = 2.1,



xo = 2.5 ou g = 1.4. Mostre que para o xy que escolheu estao garantidas as condigoes
de convergéncia e efectue uma iteracao.

2.25. Para calcular a raiz quadrada do numero a > 0 recorre-se frequentemente ao
método iterativo

1
xo € R, me:E(xm—i—i), m=20,1,...

a) Verifique que esta férmula corresponde a utilizagdo do método de Newton para
resolver o problema.

b) Mostre que o erro do método satisfaz a condicao

2

Em

em-l—l - - 9
2%,

onde e,, = 2 — Tp,.

2.26. Seja f : R — R uma funcao de classe C*. Considere a seguinte modificacdo do
método de Newton para a aproximagao dos zeros de f:

()
()’

zo € R, Tmg1 = Ty — m=20,1,...

onde ®(x) = J{c,(é)). Mostre que o método tem ordem de convergéncia quadrética também
no caso em que os zeros de f sao multiplos.

2.27. O método iterativo

p—1 a
Ty =1, Tl = Tm + —,
P PTm

m=20,1,...

permite obter em poucas iteradas uma boa aproximacao de ¥/a, onde p,a > 1. Escolha um
intervalo adequado em que estejam satisfeitas as condigoes suficientes para a convergéncia
do método de Newton. Calcule uma aproximacao de /231 garantindo um erro absoluto
inferior a 1073.

Nota. E claro que a aproximacao inicial xy = 1 nao é boa e pode ser melhorada, por
exemplo, considerando zg = 1+ %, ou simplesmente encontrando um xg tal que xf) < a <

(zo + 1)P. (Para v/231 bastaria reparar que 6° = 216 < 231 < 343 = 7% e considerar
Ty = 6)

Uma utilidade deste resultado ¢ a de permitir calcular aproximacoes de raizes de
ordem p utilizando apenas operagdes elementares (por exemplo, quando estamos na posse
de uma calculadora rudimentar que nao calcula raizes!).

Acontece, por vezes, que as raizes calculadas pela maquina aparecem sé em precisao
simples, podendo servir esse valor como aproximagao inicial para este método iterativo,
que ao fim de muito poucas iteragbes (normalmente 1 ou 2) garante todos os digitos em
precisao dupla, ou mesmo superior!



2.28. Considere a funcao
f(z) = cos (g) — .

a) Mostre que o método de Newton converge quadraticamente para o tnico zero de
f, qualquer que seja a iterada em [0.5, 1.5].

b) Calcule a primeira iterada x; comegando com xy = 1 e justifique que |e;| < 0.025.
c) Calcule z3 e apresente uma estimativa de erro.

d) Com base nos valores xy ¢ x; obtido em b) calcule x5 pelo método da secante.
Este método também ira convergir?

2.29. Considere a equagao
f(z) =xtan(z) — 1 =0.

Aplicando o método da secante, obtenha as trés primeiras iteradas para o calculo da raiz
situada no intervalo [0.8,0.9]. Determine um majorante do erro do resultado obtido.

2.30. Considere a equacao
e’ +a*—2=0.
a) Prove que a equagdo tem uma unica raiz no intervalo ]0.5, 1.0[. Por bisseccao

determine um sub-intervalo I daquele intervalo que contenha a raiz.

b) Escolha duas iteradas iniciais z_; e oy de modo a que se possa aplicar o método
da secante para aproximar a raiz em [ e calcule a iterada seguinte x;.

¢) Indique uma majoragao do erro absoluto da iterada x5 que tenha em conta os
valores encontrados na alinea anterior.

5.31. Para obter um valor aproximado da raiz cibica de um niimero real a, pretende-se
utilizar o método da secante.
a) Escreva a férmula iteradora do método para um valor de a arbitréario.

b) Considere o caso de a = 2. Tomando como aproximagoes iniciais xg = 1,21 = 2,
verifique que as condigoes de convergéncia do método estao satisfeitas e efectue iteragoes
até obter uma aproximacgao com trés algarismos significativos.

2.32. Sabendo que h € C?*(I) e b/ € C(I) sdo fungoes crescentes, e que h tem uma raiz
no intervalo I = [—1, 1], pretende-se determinar a raiz da equagao

f(z) =z + h(z) =0,

usando o método

B = Ly — (T — Tm—1) f ()
m " f@m) = flema)

Verifique que f tem uma raiz tnica em [ e que existem valores a, b € I para os quais o
método converge. Que pode dizer relativamente a ordem de convergéncia?

ro=a, x1=02>b, m=1,2,...



2.33. Tente localizar os zeros do polinémio
p(x) = 2* — 42® + 62% — da + 1,

no intervalo [0.975, 1.035] estudando as mudangas de sinal ocorridas em pontos distanci-
ados de 0.001. Nao utilize a simplificagao

p(@) = (z —1)",

que fornece imediatamente a unica raiz do polinémio.

2.34. Construa uma tabela com valores de y para os valores de x = 0.0,0.1,0.2, ..., 1.0,
onde y ¢é definido implicitamente em funcao de x pela expressao

327+ 2° — 2® + 9 =3,

utilizando o método de Newton.

2.35. A equacao
e —sin(7z) =0,

possui uma unica raiz no intervalo [0.5, 1.0]. Compare as iteradas obtidas pelo método
da bisseccao e pelo método da secante com iteradas iniciais xg = 0.5, z; = 1.0.



