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1. O sdlido tem simetria cilindrica em torno do eixo Oz. A expressao de V'
em coordenadas cilindricas (r, 0, z) é:

1<r<2;0<z<5—r2;0<9<g

portanto S é o sélido que se obtem rodando a seguinte figura em torno
do eixo Oz sobre o primeiro quadrante do plano zOy
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a) Assim, para cada valor fixo de z entre 1 e 4, (z, y) variam numa regiao
entre dois quartos de circunferéncia. A circunferéncia interior tem
sempre raio 1. Quando z estd entre 0 e 1 a de fora tem raio 2, quando
z estd entre 1 e 4, a circunferéncia de fora tem raio r = /5 — z.

Portanto uma expressao para o volume de V' da forma pretendida é
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b) Para calcular as coordenadas do centréide, o mais facil é usar coor-
denadas cilindricas (ver acima para a expressdo do sélido em coor-
denadas cilindricas)
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2. A expressao da regiao de integracao sugere a mudanca de varidveis

u=x+vy
v=y— e~

De facto nestas coordenadas a regiao S escreve-se

—y<zr<3—y&l<zrt+y<ld & 0<u<3
Eftl<y<e’+2&l<y—e"<2 & 1<v<?2
Precisamos no entanto de provar que (u,v) = g(z,y) = (x +y,y — €*) é

uma transformacao de coordenadas. Claramente g é C' em R?, e
1
1

deth—l_lez |—1+ez



nunca se anula. Resta ver que g é injectivas:

U= +Yy Yy=u—=
{ S
v=Yy—e€ r+e =u—v
Apesar de nao conseguirmos resolver explicitamente a ultima equacao,

como a fungao h(z) = z + €* tem derivada estritamente positiva, tem
uma inversa de classe C' em R e o sistema anterior tem como solucio

{y:u—h_l(u—v)

r=h"tu—v)

Assim g é injectiva e portanto é uma transformacao de coordenadas.
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Podemos agora aplicar o teorema da mudanca de varidveis:
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O comprimento de a é dado pelo integral
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b) Substituindo o caminho a na expressao de F' obtemos uma expressao
muito complicada. Por isso em vez de tentarmos calcular o integral
directamente vamos tentar aplicar o teorema fundamental do célculo:
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portanto o campo F é fechado. Como estd definido e é C! em R?
que é um conjunto em estrela, concluimos que F' é um gradiante’.
Um potencial V' para F' obtém-se resolvendo o sistema

oV x
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Entao pelo teorema fundamental do célculo, temos que o trabalho
realizado pela forca F' ao longo do caminho a é dado por

/FM::VmwM—WMM
= V(e™™,0)—V(1,0) =log(1l 4+ e®™) —log?2

4. a) A superficie S é uma por¢ao de superficie esférica. Em coordenadas
esféricas (r, 0, ¢) é descrita por
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Portanto uma parametrizacao?® é dada por

g(0, ¢) = (V2 cos Osengp, V/2senbsene, v/2 cos ¢)

com(0<f<2meX <q5<37r Temos
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Portanto o momento de inércia em relagao ao eixo Oz é dado por
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ITambém se podia ter concluido isto imediatamente notando que o campo é radial
2Na realidade isto é uma parametrizacio de S a menos de um conjunto de medida-2 nula.



b) Uma vez que temos a parametrizagao podemos determinar uma base

para o espaco tangente calculando as derivadas parciais da parametrizagao

1 /31

no parametro correspondente ao ponto (3,4/5,5). No entanto da

um certo trabalho encontrar o parametro e por isso é melhor achar

0 espaco tangente a partir do espago normal. O espago normal

3

no ponto em questao é gerado por VF(%, 5 %) com F(x,y,z) =

2% + y? + 22, isto é por
(1,V6,1)

Portanto
T%,@,é)s ={(z,y,2) eR3: 2+ V6y + 2 = 0}
5. Seja m a normal a S unitdria com componente segundo x positiva.
a) Podemos aplicar o teorema da divergéncia ao volume
V={(z,y,2) eR3: -1+ 2+ 22 <z <0}
A fronteira de V é 9V = SU D onde D é a “tampa”
D={(0,y,2) eR¥: y? + 22 <1}

Como a normal a S dada é a normal interior a V', e a normal a D
unitdria exterior a V' é (1,0,0), o teorema da divergencia diz que

/divF:/F.n+/ F.(1,0,0)
|4 S D

isto é o fluxo de F' através de S é dado por

/F.n = /1—{—m2+a:y3—/2:r—l—y3+:r—3:r
S D |4
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onde o calculo do integral de volume foi feito usando a simetria da
regiao de integracao e da func¢ao integranda.

b) Para calcular o fluxo de rotG podemos usar o teorema de Stokes.
Este teorema diz que

/ rotG.v = G
S oS

onde 05 é percorrida no sentido dado a partir da normal v pela regra
da mao direita. O bordo de S é a circunferéncia

08 = {(0,y,2): y? + 22 =1}



e a regra da mao direita aplicada a normal dada no enunciado (que é
—n) diz que 95 deve ser percorrida no sentido que visto do eixo pos-
itivo dos x é o dos ponteiros do relégio. Assim uma parametrizacao
para 05 é dada por

g(t) = (0, —cost,sent), 0 <t < 2w
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Concluimos que o fluxo de rotG através de S no sentido indicado é
2.

6. a) Uma vez que

2
e=14+t4+—4+ = +...
2t = 3!
temos que
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Como % nao é integravel em [1, 4o00|, f também nao é.

b) Como a regiao de integracao e a funcao tém simetria radial, mudamos
para coordenadas polares
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A razao porque nao podemos calcular directamente o segundo inte-
gral é que a regido de integracao é ilimitada3. Assim vamos usar o
teorema da convergéncia mondétona para escrever o integral como o
limite de uma sucessao de integrais que podemos calcular directa-
mente.

Seja fx :]0, 2w[x]0, 00— R a sucessao de fungoes definidas por

1
Sl 9>_{ e VI3 sep<r<k

0 caso contrario

. -1 3
3Note-se que lim,_oe” v7r—2 =0



Entao para todo o k, fi é integrdavel em |0, 27w[x]0, +o0] porque

27 +00 27 k 1 3
/ / Jrdrd0 :/ / e VTr 2drdf
o Jo o Ji

é o integral de uma func¢ao continua num intervalo compacto.

Como a funcgao f é positiva, a sucessao de fungoes fr é crescente
(isto é, fr(r,0) < fry1(r,8) para todo o (r,0) €]0, 2w [x]0, +00]).
Finalmente, temos
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Portanto a sucessao dos integrais f027r 0+°° frdrdf é limitada, (con-
verge para 47).

Como fi(r,0) — f(r,0) para todo o (r,0) €]0, 27w [x]0, +00] quando
k tende para oo, o teorema da convergéncia mondtona garante que
[ é integravel em ]0, 27w[x]0, +00[ e
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Conclusao:




