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1. Dado que, para |z| < 1, temos |2%| < |z|, entdo

vola(A) = /_1<

2. a) O sélido V ¢ limitado pela esfera de equacao 22 + 32 + 22 = 4 e pelo cone de equaciao

z = \/m, ou seja, temos
V=A(z,y,2) : Vit +y2<z2<+d—-22—y2,2>0,y >0}
A esfera e o cone intersectam-se segundo a linha dada pelas equagoes
z2=v2 cat 4 y? =2

e, portanto, na direccao z o sélido V apresenta duas regides distintas:

i) Fixando z no intervalo [0, \/5], obtemos o quarto de circulo em zy, de raio z e

definido por
{(y): Va2 +y2<2z,2>0,y >0}

ii) Fixando z no intervalo [v/2, 2], obtemos o quarto de circulo em zy, de raio v/4 — 22
e definido por

{(z,y): V2 + 2 <V4— 22, 2>0,y >0}

I (/ﬁﬁ@@
/ﬁ(/o (/0 y dx>dy>dz

b) Em coordenadas cilindricas (p, 0, z), V é dado por

Assim, temos

volz(V')

+

p<z<+/4—p?; pcosf >0; psend >0

e, tendo em conta que a esfera e o cone se intersectam para z = V2 ; p2 = 2, temos



¢) Em coordenadas esféricas (r,0, ¢), temos

r<2;rcosp>rseng; 0<60<

S

ou seja
r<2;0<¢<

volg(V) = /0 (/0 (/02r2sen¢dr>d¢>d9

;0<6<

I
oy

e, portanto

ISE]

= 4%/02 sen ¢ d¢
- %H2—¢®

3. Cousideremos a transformacao linear (u,v) = g(x,y) definida por

u = T+Y
= -2y

Sendo linear, para que g seja uma transformagao de coordendas basta que a matriz que a
representa seja nao singular. (Recorde-se que para uma transformacao linear a matriz que
a representa e a sua derivada coincidem). Assim, g é uma transformacdo de coordenadas
porque

<hth@xy)=[ 1 jé} =340

Seja T = ¢(5), ou seja, a imagem de S através da transformacao g. Da definicao de S,
obtemos
T={(u,v):0<u<m; 0<v<—=}

vo| 3

Assim, temos,

Wl =

//Ssen(a: +y) cos(x — 2y)dady =

/oﬁ </0 sentw Cos(v)dv> du
(/OTF sen(U)du> (/0’5 cos(v)dv>

wWiny Wl

4. a) Devido & simetria cilindrica, M pode ser parametrizada pela seguinte fungao
g(p,0) = (pcosh,psend,p®); 0<p<2;0<6<2r

donde se conclui que

9(V2.7) = (1LLVB)



O espaco tangente no ponto (1,1,1/8) é gerado pelas colunas da matriz derivada
Dg(V/2, 7). Assim, dado que

cos —psend
Dg(p,0) = | senf pcosb

3p? 0
temos
o
Dyv2, D)= | £ 1
6 0

Portanto, o espaco tangente a M no ponto (1,1,1/8) é gerado pelos vectores
(\/5 V2
272
ou, equivalentemente, pelos vectores

(1,1,6v2) ; (-=1,1,0)

»6) ) (_17 170)

Usando a parametrizagao da alinea anterior, a area de M é dada por

volg(M):// v/ det Dgt Dgdpd6
T

em que T =]0,2n[x]0,2[ e Dg* designa a transposta da matriz Dyg.
Da alinea anterior, obtemos
1+90* 0 ]

Dg'Dg = [ 0 p2

e, portanto,
27 2
vola(M) = / </ 1+ 9p4dp> do
0 0

Sendo M dada por uma parametrizacao, trata-se de uma superficie orientavel e, assim,
podemos usar o teorema de Stokes para calcular o fluxo de rotf através de M segundo
a normal com terceira componente negativa.

Da definicao de M, a respectiva fronteira ou bordo é a circunferéncia definida por

OM = {(z,y.2) :a® +y’ =4; =8}

[ L[

em que v é o caminho que descreve M no sentido negativo para que seja compativel
com a orientagao de M induzida pela normal v que tem terceira componente negativa.
Portanto,

Assim, temos

~(t) = (2cost,—2sent,8) ; 0 <t < 2w

e temos

" FO0) - (e

0

2m

/ (16sent, 16 cost, —64 cos®t sen®t) - (—2sent, —2cost, 0)dt
0

= —64r



d) Da alinea anterior, o integral de linha de f ao longo de M nao é nulo. Sendo dM uma
linha fechada, concluimos que o campo f nao é um gradiente.

5. Vamos aplicar o teorema da divergéncia ao campo h e a pirdmide P

[[ = [

em que v designa a normal unitaria e exterior a P.

A piramide P é limitada pelas seguintes superficies planas

S = {(zy2):z+y+z=1;0<z<l;z+y<l1}

P, = {(z,y,2):2=0;0<z<1l;2+y<1}

P, = {(z,9,2):2=0;0<y<1;y+z<1}

P, = {(z,y,2):y=0;0<z<1l;2z+2<1}
e pretende-se calcular o fluxo de h através de S segundo a normal exterior a P.
Dado que

divh =0

obtemos

//Shﬁ/——//ch.l/z—//Pwh.l/m—//Pyh.uy

em que v, Vg, VY, designam, respectivamente, as normais unitdrias e exteriores aos planos
P,, P,, P,, ou seja

v, = (0703 71)
Vg = (_laOaO)
Vy = <0a _15 O)
Portanto,
h-v,
h-vy, =
h-v, =
ou seja,

//Sh-y=3v0z2(5)=%

6. Vamos usar o método dos multiplicadores de Lagrange. Sendo a circunferéncia dada pela
equacdo 22 4+ y? = 1, consideremos os pontos estaciondrios da funcao

gz, y) =z —y+Aa®+y> - 1)

sobre a circunferéncia dados pelo sistema

142 = 0
142y = 0
5[»'2 +y2 - 1



Da primeira e da segunda equagoes, obtemos
y=-zu

e, da terceira obtemos os pontos estacionérios

22 (2,

Sendo

SRS

=
V2
e

)

i ) = V2

concluimos que o ponto de méximo é dado por

V2 V2

(X -%)

7. Dado que f é uma funcdo continua no intervalo I =]0, oo, é integrével em qualquer inter-
valo compacto [a,b] C]0, 00[. Assim, consideremos a sucessao de fungoes (fi), k =1,2,...

definidas por
_ [ @) seg<a<ik
Ju(x) = { 0 caso contrario

Entao,

i) A sucessdo (fx) é crescente porque f > 0.

i) limy_.oo fr = f qtp.
iii) A sucessdo de integrais ([, 1 fx) é convergente. De facto, temos

k
1 1
fe = / —e Vidr =2(e " F —e F) -2
ﬂ 2 VT

Pelo teorema da convergéncia monétona, concluimos que f é integrdvel em I e

o0 1
,\/5 o . _
—e der = lim [ fr=2
/o vV k—oo /1



