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1. Da definicdo de A concluimos imediatamente que 0 < z < % Por outro lado, a pardbola
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dada por = = y2 e a recta dada por y = % intersectam-se no ponto (5, s). Portanto, o
conjunto A é constituido por duas regides:

472

i) Fixando 0 < z < %, entdo z < y < \/z.

1

il) Fixando 7 <z < é, obtemos x < y < %

4

Assim, a drea de A é dada por

voz?(A)z/Oi (/xﬁdy>dx+/f </:dy>d:c

2. a) Das inequacdes 22 + y? + 22 < 5 e z > 0, obtemos 0 < z < v/5. Por outro lado, as

superficies dadas, respectivamente, por 22 +y? = 1422 e 22+y2+22 = 5 intersectam-se
segundo a linha dada pelas equagoes

z=\/§;x2+y2:3

Portanto, na direccao z o conjunto V' é constituido por duas regioes:

i) Fixando 0 < z < v/2, obtemos em zy um circulo de raio v/1 + 22.
ii) Fixando V2<z< \/3, obtemos um circulo de raio v'5 — 22.

Assim, o volume de V' é dado por
V2 V1422 1422 —22
volg(V) = / / / dy | dz | dz +
0 —V1+422 —V1+22—22
V5 V5—22 V5—22—x2
= / / / dy | dz | dz
V2 —/5—22 —/5—22—22
Em coordenadas cilindricas (p, 6, z), V é dado por

i) Para 0 < 2 < /2, temos 0 < 0 <27 ; 0 < p < /14 22
ii) Para v2 < z < /5, temos 0 < 0 < 27; 0 < p < /5 — 22

Portanto, o volume de V' pode ser calculado da seguinte maneira

[ ( /f ( [ pdp> dz) e [ ( /j ( /O”pdp) dz) »
= w/oﬁ(l + 2%)dz + w/ﬁ(5 — 2% dz

vz
7T10[— 8v/2
3

volz (V)

3. Consideremos a transformagao (u,v) = g(z,y) definida por

8]
H\@@



Entao,
g(S) ={(y,v):1<u<2;1<v<3}
ou seja, a fungdo g transforma S no rectangulo g(.5).

Vejamos que g é uma mudanca de coordenadas em S. E claro que g é de classe C'. Da
definigao de g, obtemos

V/u
r = —
v
Yy = Juv

e, portanto, g é invertivel, ou seja, injectiva.

A derivada de g é dada pela matriz

RILRS]
.

Do) = [ Y,

x2

e, tendo em conta que, y > x > 0, temos

det Dg(x,y) = 2¥ >0
x

Portanto, g é uma transformacao de coordenadas.

Aplicando o teorema da mudanga de variaveis e, tendo o cuidado de notar que a transfor-

macdo de coordenadas a usar é a funcio ¢~ ! e que

1
det Dg~'(u,v) = .

obtemos

3 2
Y 1 1
//s d(1+a27) " T 2 /1 (/1 1+ u? d") dv = arctan(2) — arctan(1)

a) Consideremos a funcio F : R® — R dada por
F(x,y,2) =2y + 2z +3z2° — 4

Entao, a superficie a considerar é dada pela equacao F(z,y,z) = 0. Sendo F' de classe
C' e F(1,0,1) = 0, o teorema da funcio implicita garante que, numa vizinhanca desse
ponto, a superficie pode ser representada pelo gréafico de uma fungéo z = f(z,y), desde
que a derivada %—5(1,07 1) # 0. De facto, temos

oF
5, (1,0.1) =16

b) Da alinea anterior, numa vizinhanga do ponto (1,0,1) temos
F(z,y, f(z,y)) =0
e, derivando em ordem a z, no ponto (1,0, 1), obtemos

OF OF of

87:0(1’0’ 1)+ 5(1707 1)%(1’0) =0
e, portanto
9E (10,1
g(l,O) _ _M _ _i
Ox 95(1,0,1) 16



5. a) Tendo em conta que a variedade M é o conjunto de nivel zero da fungao F(z,y,z) =
z 4 x? +y? — 2, 0 espaco normal no ponto (0,v/2,0) é gerado pela derivada

DF(0,v2,0) = (0,2v/2,1)

b) Em coordenadas cilindricas, a variedade M ¢ dada pela equagdo z = 2 — p? em que
—1 < z < 1. Entao temos, 1 < p < v/3 e consideremos a parametrizacao definida por

g(p,0) = (pcosB, psenf,2 —p?); 0 <O <2r; 1< p<V3

A érea de M é dada por

27 \/§
vole(M) = / / v/det DgtDg dpdf
o J1

Da definig¢ao de g, obtemos
cosf —psenf
Dg(p,0) = | sen® pcosd
—2p 0

e, portanto,

2
det Dg'Dg = det [ ! +04p ;)2 } = p*(1 +4p?)

Assim, temos

27 \/5
vola(M) = / / /1 + 4p2 dpdf = %(13\/13 — 5V5)
o J1
¢) Para usar o teorema da divergéncia consideremos o dominio D dado por
D={(z,y,2):2<2—2*—¢*; ~-1<z<1}

O dominio D contém na sua fronteira as superficies

M = {(z,y,2) ER¥:2=2—22 —¢?; 2] < 1}
B = {(z,y,2) eR®:2? +¢y*> <3; 2= -1}
T = {(x,y,2) eR’:2’ +y* <1;2=1}

Pelo teorema da divergéncia, temos

///DdivF://MF.qu//BF.yBJr//TF.VT

em que v designa a normal unitaria, exterior a D em M, e

vg = (0,0,—1)
vy = (0,0,1)
880, respectivamente, a normal unitaria, exterior a D em B e em T.
Tendo em conta que
F- vp = 0
F~I/T = 0



obtemos

[ faer={ [,

Por outro lado, dado que div F = 2z, temos

Lo = [T(L ([ zoa) o) o

- 27?/1 22— 2)dz

1

4
= —=7

3

Tendo em conta que a normal v tem terceira componente positiva, concluimos que o

fluxo de F' através de M segundo a normal com terceira componente negativa é igual a

4
3.

6. Por ser dada por uma equagao, a superficie S é orientavel e, usando o teorema de Stokes,

temos
//rotF-V: Fdy
S oS

em que v designa a normal unitaria a S com terceira componente positiva e 7 é o caminho
que descreve a fronteira ou bordo 0.S no sentido compativel com a orientacao de S induzida
pela normal v.

A fronteira 0S é dada por
1
08 = {(mvyv’z) PR= 17 $2+y2 = 7}
o
e deve ser percorrida no sentido directo, ou seja, pode ser parametrizada por

~(t) = (—= cost, sent,1); 0 <t < 2w

R

Entao,

//I‘OtF-l/ = /F~d’y
S as

2m
1 1 1 1
= (- sent, — cost,e® costsent) . (___ sent, —= cost,0)dt
/0 Va Va Va Ve
27
o

e, portanto

o =

l\')\»—l

7. Dado que f é uma fungdo continua em R? \ {(0,0)}, é integravel em qualquer subconjunto
compacto da forma

By={(z,y): - <2*+y* <k}; k=1,2,3,...

T =

Assim, consideremos a sucessdo de fungodes (f;) definidas por

fk($7y) — { f(x7y) se (J;’y) € By,

0 caso contrario

Entao,



i) As funcdes fp sdo integrdveis em R? e limy .o fx = f, qtp.
ii) A sucessdo (fy) é crescente porque f >0 e By C Bj1.

iii) A sucessao de integrais ( fR2 fx) é convergente. De facto, em coordenadas polares, temos

27 k 1
= ——dp | df
- Tk /o /}c 15 2%

1
= 2m(arctan(k) — arctan(g))
e, portanto,

lim fk = 7T2
R2

k—o0

Assim, invocando o teorema da convergéncia mondtona, obtemos

/ f=lim [ fp=mn2
R2 k—oo R2



