Capitulo 3
Aplicac0es lineares

-10
31 ja T:R* ~ R? a multiplicacio por
Sej plicacao p H‘ s
a) Quais dos seguintes vectores estdo em Im(T)?
&30

”HH”%”HH

b) Quais dos seguintes vectores estdo em Ker(T)?

20 .. 380 ... 2O
"BE"Y BE™ BE

C) Qual a dimensdo da imagem e a nulidade de T .

4 1 -2 -30
3.2 SejaT:R“aRsamultiplicagéopor% 1 1 -48

O
B 0 -9 9
a) Quais dos seguintes vectores estdo em Im(T)?
00 0o
)] %)D i) %SD i) %D
b) Quais dos seguintes vectores estdo em Ker(T)?
030 [0 00 O
[ g0 O [ 40
)D D") D|||)D O
020 Dl D
0~ O
00 O HD Jo 0
C) Qual a dimensdo da imagem e a nulidade de T ?

d) A transformacdo € injectiva? Sobrejectiva?
3.3 SejaT:R, - P, atransformacéo definida por T(p(x)) = Xp(X).
a) Quais dos seguintes vectores estdo em Im(T)?

i) X+ x> i) 1+x iii) 3—-x°



b)

d)
3.4

3.5

b)

3.6

b)

3.7

Quais dos seguintes vectores estdo em Ker(T)?
i) X% ii) 0 iii) x+1
Qual a dimensdo da imagem e a nulidade de T ?
A transformacao € injectiva? Sobrejectiva?
Considere a base S={v,,v,,v,} para R, v, =(1,2,3), v, =(2,5,3) eV, = (1,0,10),
e seja T:R® - R® uma transformacao linear, tal que T(v,) =(1,0), T(v,) =(1,0) e
T(v;) =(0,1). Encontrar formula para T(x,, X,, ;) e calcule T(1,1,1).
Considere a transformacao linear T:P, - P,, tal que T(1) =1+x, T(x)=3-x" ¢
T(x*)=4+2x+3x°.
Encontrar formula para T(a, +a,x +a,x*) e calcule T(-3+2x—x?).

A transformacdo é injectiva? Sobrejectiva? Se possivel calcule a sua inversa.

Encontrar bases para os espagos imagem, nucleo e suas respectivas dimensdes
quando T € a multiplicacdo pela matriz dada.

01 4 5 0 0(Q

-1 30 -10 ] _ .0
1520 8 -2 1 0 -1

|)%6—4 ||)%102|||) U
EizsoH 51 0 -1 0 -10

g 4 28 0 09 &2 3 5 1 8f

Cada transformacdo é injectiva? Sobrejectiva? Se possivel calcule cada uma das
suas inversas.

01 3 40
Seja T:R® - R® a multiplicacio pela matriz BS 4 7%
F2 2 0f

Mostre que o nucleo de T é uma recta que passa pela origem e encontre as suas
equacdes paramétricas.

Mostre que a imagem de T é um plano e encontre uma equagdo para este plano.
A transformacao € injectiva? Sobrejectiva?

Provar:

Se {v,,V,,..,v.} é uma base de V e se w,,W,,...,w, sd0 vectores em W, nio

"1 ¥n
necessariamente distintos, entdo existe um transformacéo linear T:V - W tal que
T(v,)=w, i=12,...,n



39 SgaT:V - V um operador linear num espaco de dimensao finita V. Provar que
R(T) =V sse Ker(T)=0.

3.10 Seja D:P, - P, a derivagdo D(p(x)) = % =p(x). Prove que D é uma
aplicacdo linear e caracterize o seu ndcleo. "

3.11 Seja T:R, - PR, dada por T(p(x))=p' (x)—2p(x).

a) Obtenha a matriz da transformacao na base canonica.

b) Caracterize o seu nucleo.

c) Obtenha a sua inversa.

d) Resolva T(p(x)) = x* - 2.

3.12 Seja I:R, » Raintegracéo no intervalo [-1,1] I (p(x)) :J'_ll p(x)dx.

a) Prove que | € uma aplicacao linear.
b) Caracterize o seu nucleo.

C) Obtenha a sua matriz na base canonica.

d) Caracterize o seu nucleo, a aplicagdo tem inversa?

e) Resolva I(p(x)) =1. Qual a solucdo da equacdo homogénea, qual a solugdo
particular.

313 SejaT:R - B T(p(x)) =1(p(x)) + p(x) :I_ll p(x)dx + p(x) .

a) Prove que | é uma aplicacao linear.
b) Caracterize o seu nucleo.
C) Obtenha a sua matriz na base candnica.

d) Caracterize o seu nucleo, a aplicacdo tem inversa?
e) Resolva I(p(x))=1. Qual a solucdo da equacdo homogeénea, qual a solugdo
particular.

3.14 a) Encontre a matriz que representa, na base candnica, cada uma das
transformagdes lineares indicadas:

X
|)T@% ||)T@ :S_ 1%
X +Xz 2 T %[



1 [}(1-'-2)(2-'-)(3|:| 1 DSXl D
i) T, :S X, +5X, Biv)T , _S5X2 S
3 H X3 = 3 B 2%,H
o x 0O
1 [BX, + 2X, + Xy = X, [] ! B X, B
v) THH? :B X, + X, Bvi)T =0 x, O
0 0
j H X = j 0% [0
Q(l - 2X2§
b) Resolva a equacdo T(y)=b sempre que possivel, a transformacdo T indicada
corresponde a cada uma das transformacdes da alinea a) e em que b toma os
valores:
a0
W
10 oo ®o0 4
L A0, 30, 0. ] 0. . 0
)] HH“) ELZHN) %DIV) %DV) % DV|) 1 B
28 B3 B8 dg
HOH

3.15 Encontre a matriz, na base candnica, que representa as seguintes transformacoes
em R:

a) Transformacao do vector (X,Y,z) na sua reflexdo em relagéo ao plano xy.

b) Transformacdo do vector (X,Y,z) na sua reflexdo em relagdo ao plano xz.

C) Transformacao do vector (X,Y,z) na sua reflexdo em relacdo ao plano yz.

d) Rotacdo de 90° do vector (x,y,z) no sentido directo em torno do eixo dos zz.
e) Rotacdo de 90° do vector (x,y,z) no sentido directo em torno do eixo dos xx.
f) Rotacdo de 90° do vector (x,y,z) no sentido directo em torno do eixo dos yy.

3.16 Descreva o efeito geométrico da multiplicacdo de um vector por cada uma das
seguintes matrizes:

oo,.d1 00,0 3 -10

Do B0l 9% 19R of

3.17 Sejar arectade R® que passa pela origem e faz um angulo ¢ com a parte positiva
do eixo dos xx.



[COos2 sin2
a) Mostre que ¢ 7L a matriz que representa, na base canodnica, a
%nZ(o —coquoBe

reflexdo em relagdo a rectar.
b) Qual a matriz que representa a inversa desta transformacéo.

3.18 Seja T:P, - P, uma fungdo dada por: T(a, +at+a,t*) =(a, +a) - (23, +a,)t.

a) Encontrar a matriz que representa a transformacao nas bases canonicas de P, e de
P,.

b) Resolver T(p(t)) =1+2t.

319 SejaT:RP - R: T @%

a) Encontrar a matriz da transformacdo em relagdo as bases B={u,u,} e
={v,,v,,v,}, emque:

Lt 2X2D

a0 2

20 .
@H”z “HaB“T @rm"z %D"s g’m

b) Utilize a matriz calculada em a) para obter a imagem de EE

3.20 Seja T:R® -~ R®definida por: T%%
@9 Xsﬁ
100000

a) Encontrar a matriz da transformacéo T em relacdo a base %%% %

El=1=]s)

20
b) Usar a matriz encontrada em a) para obter a imagem de %)B

EUS



a0
0 E possivel resolver T(x) = %EL?

=

. a0 +10 . 01 30 . ~
3.21 Seja v, = v, = e sejaA= a matriz para a transformacéo
4% Had T2 5]
T:R? - R? em relago a base B ={v,,v,}.
a) Encontrar as componentes de T(v,) e de T(v,) na base B.

b) Encontrar T(v,) e T(v,) na base candnica.

C) Encontrar uma férmula para T@lg
2

d) Usar a formula obtida em c) para calcular T%%

e) Encontrar a matriz da inversa de T calculada na base B, sera a matriz inversa de A.

f) Resolver T *(x) = glﬁ

03 -2 1 0O
3.22 Seja A= Sl 6 2 1Sa matriz para a transformacdo T:R* — P, em relagéo
F3 0 7 1

as bases B ={v,,v,,v,,v,} e B'={w,,w,,w;}, t.q.:

00 020 Dl D

0 0, O %D
V. = szDDV_DDV_
Yoo 3100 3100 [0

0 .0 U, O [l
am ol0 020 2
W, =2t +2t%, W, = —7+8t +t*, w, = -6+ 9t +t°
a) Encontrar as componentes de T(v,), T(v,), T(v;), T(v,) na base B’.

b) Encontrar T(v,), T(V,), T(vs), T(v,) na base candnica.



C) Encontrar uma formula para T

S

d) Usar a formula obtida em c) para calcular T

1 3 -10
3.23 Seja A= % 0 5 Sa matriz para a transformagéo T:P, — P, em relagdo a base
B 3 40

B={v1,v2,v3},t.q.:
v, =t+t%, v, =143t +2t%, v, =3+ 7t +2t°

a) Encontrar as componentes de T(v,), T(Vv,), T(v;) na base B.

b) Encontrar T(v,), T(v,), T(v;) na base candnica.

c) Encontrar uma formula para T(a0 +at+ astz).
d) Usar a formula obtida em c) para calcular T(1+ tz).
e) Calcular a nulidade e a dimensdo da imagem de T. Esta aplicacdo é injectiva?

Sobrejectiva?
f) Resolver T(y) =3+ 7t +10t°,

3.24 Sendo D:P, — P, aderivagdo D(p(x)) :dZ—(X): P (X).
X
a) Qual a matriz de D em relacdo a base {lt,tz,t3}? Utilize essa matriz para calcular
D(6— 6t + 24t* + 4t°%).

b) Qual a matriz de D em relagdo a base {2,2—3t,2—3t+2t2,2—3t +t3}? Utilize
essa matriz para calcular D(6 — 6t + 24t* + 4t°).

3.25 Encontrar em cada alinea a matriz da transformacdo derivacdo, em relacdo as
bases indicadas, {fl, f,, fg} , de subespacos do espaco das fungdes reais de variavel real.



f, =1 f, =sint, f, = cost.

b) f,=1f,=¢,f,=¢"
0 f =€, f, = xe™, f, = xe*
- 2X
3.26 Sendo T@l %: E(l . zﬁa formula da transformacéo linear T:R*> - R®eBe
2 A
B’ bases de R®.
5= (00 5= (203 3
RERE °THER
a) Represente T na base B.
b) Represente T nabase B’ utilizando a matriz calculada em a).
C) Obtenha uma férmula para a inversa de T.
d) Represente T~" na base B’.
DX + 7Xz 2 2
327 Sendo T D a formula da transformagcéo linear T:R° ~ R e B
1
e B’ bases de R®.
(o M 5= (A O0& 1M
THERE TSR
a) Represente T na base B.
b) Represente T nabase B’ utilizando a matriz calculada em a).
C) Obtenha uma férmula para a inversa de T.
d) Represente T~" na base B’.
1 (X, + 2X2 — X0
328 Sendo TpX,LH=0 -x, Ua formula da transformacio linear T:R® - R® e

3 O % +7 O

B a base candnica, sendo B’ abase de R®:

Modoam

oo 44
HEPEE



a) Represente T na base B.

b) Represente T nabase B’ utilizando a matriz calculadaem a).
C) Obtenha uma férmula para a inversa de T.

d) Represente T~* na base B’.

3.29 Sabendo que existe uma matriz ndo singular P e duas matrizes A e B, tais que:
B=P™AP, (Ae B sio semelhantes)

a) Prove que A* e B? sio semelhantes.

b) Prove que A e B* sdo semelhantes, sendo k uma constante natural.

3.30 Sejam C e D duas matrizes mx n quaisquer. Demonstre:

Se Cx = Dxpara todo o vector x de R", entdo C = D.

3.31 Sejam Ve Wdois espacos lineares, T, T, e T, transformagdes lineares de V para W
e k um escalar. Sejam as transformagdes T, + T, e KT, definidas por:

(T, +T,)(X) = T,(x) + T,(x), Ox OV
(KT)(x) = k(T(x)), Ox OV
a) Prove que T, +T,:V — W e kT:V — W sao transformac@es lineares.

b) Mostre que as transformacdes lineares de um espaco linear noutro, com as
operacdes definidas acima é um espago vectorial.

3.32 Seja T:V - V uma transformagdo linear num espago linear de dimensdo n
(finito). Prove que um e um sé destas afirmacdes se verifica:

1. A equacdo T(x) =b tem solucéo para todos os vectores b em V.

2. A nulidade de T é maior que zero.

3.33 Paratodo o real c os vectores:
_A)2 _ A\N
1,t—c,(t ©) ,...,(t ©)
21 n!

formam base para P,. Encontre a matriz para o operador derivagdo em relacéo a esta base.
Esta aplicacdo tem inversa? Justifique.

3.34 Seja J:P, - P,,, atransformacdo definida por:

2 3
at’  at’, | af

> 3 Sk

n

J(p(t)) :I(a0 +at+at’+.+ath)dt=at+



onde p(t) = a, +at +a,t’+...+a,t". Encontrar amatriz de J as bases candnicas de P, e de
P ... Esta aplicacdo tem inversa? Justifique.

n+l-

3.35 Seja M o espaco linear real das matrizes reais 2x2 e considere em M a base
formada pelas 4 matrizes seguintes:

E_El 00O E_m 10 E_m) 00O E_m 00
oo T oo T o T 1
00 10 : : :
a) Sendo A= H‘l 0Hdetermlne na base anterior, qual a matriz que representa a

aplicacdo linear T:M - M, T(X) = AX- XA, ondeAXe XA sdo o0s produtos
matriciais usuais.

b) Obtenha uma base para o nucleo de T.
C) Calcule a dimenséo e indique uma base para o subespago imagem de T.

d) Determine a matriz que representa T na base formada pelas quatro matrizes
seguintes:

0

a . : :
1 ’EZ:E21E3:E3’E4:B) —1H

.
El:B)

(Exames)

3.36 Seja P, 0 espaco linear real dos polindbmios de grau menor ou igual a 3 e
considere a transformagéo linear T:P, — R* definida por:

T(p) =X, T(p,) =Y, T(ps)=2 T(p,)=0.

em que:
p(t) =1+t, p,(t)=t+t?, p,(t)=1+t>, p,(t)=t% tOR
x=(40,0,2), y=(0,1,-1,0), z=(10,0,2).
a) Mostre que o conjunto P :{pl, P,, P, p4} é linearmente independente.
b) Obtenha um vector wOR* por forma a que o conjunto B :{x, Y,Z, t} seja uma
base de R*.
C) Aplique o método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt ao conjunto B para obter

uma base ortogonal B de R*, usando o produto interno usual.

d) Obtenha a matriz que representa T em relacéo as bases P de P, e B de R

e) Determine o vector b, a projeccdo ortogonal do vector b=(-3,2,2,1) sobre o
subespaco gerado pelos vectores x,y e z.



f)

3.37

Resolva a equacdo (isto €, se existirem solucGes determine-as):
T(p)=b.
(Exames)

Considere a transformac&o linear F:C® — C*® que em relagio a base candnica de

C?®, tem representacdo matricial:

0o 1 0;
_0 0
A=F1 0 0
50 0 1F

Calcule os valores préprios e os vectores proprios de F e identifique, justificando,
se existe uma base de C® em relacdo a qual a representacdo matricial de F seja
diagonal. Em caso afirmativo, indique uma tal base, a correspondente
representacéo diagonal A = S™AS.

Resolva a alinea precedente para o caso em que F € definida como indicado, mas
substituindo C? por R®.

Prove que existe nON tal que F" =1 e calcule o menor n com esta propriedade.
Prove que A é ndo singular e determine as matrizes A*, para todo o k[N,
naturalmente considerando A™ = (A™)™, paramN.

(Exames)

3.38 Seja M*?0 espago linear das matrizes 2x2 de elementos reais e considere a
transformacdo linear R:M?** - M?>? definida por:

[ brH a+4d 3b+4cD
% d%_Eﬂb—Bc 4a-3dH]

Determine a matriz A que representa R em relacio a base candnica de M?>?.
Verifique que € valida a relagdo A* = 251, em que | é a matriz identidade

Mostre que R é invertivel e determine a sua inversa.
Resolva a equacéo linear

1 2
R(X):E_Z _15

(Exames)



Capitulo 4
Projeccdes, comprimento e ortogonalidade

4.1  (Fachada) Diga como se devem escolher os escalares reais a,f, y,0 de modo a
que a expressao:

<X’ y> = axy, XY, + Py, + XY,

defina um produto interno dos vectores x = (X,,X,),y = (¥;,Y,) OR.

42  (Jodo Alves) Um barco a vela demora {[(xl—yl)—(xz—yz)]2 +3.(x1—y1)2}y2
horas para se deslocar no mar do ponto x =(X;,X,) ao ponto y=(y,,Y,). Diga qual a
direccdo que o barco deverd seguir para, partindo do ponto (3,1) atingir, 0 mais
rapidamente possivel, a recta de equacdo x, = X,.

4.3  (Fachada) No espaco vectorial dos polindmios de grau<n, P, definimos o
produto  interno de  dois  polindbmios pt)=a, +at+at’+.+at" e
q(t) =b, +bt+bt*+...+bt", através da expressdo (p,q) = a,b, +a,b +...+a,b,.

a) Determine os complementos ortogonais dos subespacos:
i) L={pOR,:p@ =0} ii) M ={pOP, : p(-t) = p(t)}

b) Calcule a distancia de um polinémio arbitrario x(t) OP, aos subespacos L, M da
alinea a).

*4.4 No espaco vectorial dos polinomios de grau < n, P,, definimos o produto interno de
dois polinémios p(t) = a, +at+a,t*+...+at" e q(t) =b, + bt +b,t>+...+b t", através da
1

expressdo (p,q) = Ip(t)q(t)dt.
=1

a) Determine os complementos ortogonais dos subespacos:
) L={pOR:p@=0} i) M ={pOP,: p(-t) = p(v)}

b) Calcule a distancia de um polindmio arbitrario x(t) OP, aos subespacos L, M da
alinea a).

C) Utilize este produto interno para transformar {lt,tz,t3} numa base ortonormal de
P,.

4.5  Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz para demonstrar que para a,,a,,...,a,
reais positivos, se tem



(a, +a, +,_,+an)%+i+,_,+i n?
a'2

an

4.6R® é espaco linear real com operacdes usuais, seja em R® x R® a seguinte func&o:

2 1 1my,0 % O
(xy)=| xs]% 2 1%/ emque X = % ey= %/

A 1 3EY.H ES=
a) Prove que (.,.) é um produto interno em R°.
b) Ortogonalize os vectores v, =(1,0,0),v, =(0,1,0),v; =(0,0,1).
c) Determine a projeccdo ortogonal de (1,1,1) sobre o espaco gerado por {vl,vz}.
4.7  Seja T:E - E uma aplicacdo sobrejectiva num espaco euclideano E e tal que

(Tx, Ty) =(x,y), [lx,y OE. (T é unitaria)
a) Prove que T é injectiva, e que a sua inversa satisfaz:
(T, Ty) = (x,y) e (Tx,y) = (x,Ty), Lx,y OE

b) Prove que T é linear.
c) Prove que T preserva o produto vectorial, ou seja TxCTy =T(xLy).
d)  Prove que [Tx| = x|, LIx OE.
4.8
1. Seja M, o espago linear real das matrizes 2x2 e o produto interno em M,
definido por:

(A,B)=tr (A'B)

2
em que A' representa a transposta de AM, e trA= z a, -

a)
b)

Determine o complemento ortogonal em M, do subespaco das matrizes diagonais.

Determine uma base para 0 subespaco de M, de tragco nulo. Indique o
complemento ortogonal deste subespago.

Definido o produto interno em C? por:

<Z’W> =ZW, +Z,W, ; 2=(2,2,),W = (W, W,)

verifique se a fungio definida em C? por:



Nl

f(2) =(z,2),
€ uma norma.

(Exames)

4.9  Sendo V o espaco linear real das matrizes 3x 3 e sendo A= [a,.j ] B= [b,j], define-
se em V a seguinte operacéo:

(A, B)=tr(A'B).

(nota: se A=[a;|(nxn), trA= i a)

1- Mostre que (.,.) ¢ um produto interno.

2- Seja S o subconjunto de V das matrizes triangulares superiores com diagonal
nula. Mostre que S € um subespaco, determine a sua dimensdo e apresente uma
base.

3- Determine o elemento de S mais préximo da matriz C:

1 1 10
— O
c=4 117
A 115
4- Sendo A= [a,.j ] B= [b,j] matrizes reais de dimensdo (nxn) mostre que:

(Exames)
4.10
1- Considere em E o subconjunto do espaco linear real das funcdes reais definidas

em [-1,1] O R que pertencem & expansdo linear do conjunto C ={f,, f,, f.} com
f =1,f,=t, f,=t* para todo o t O[-11]. Defina um produto interno em E da
seguinte forma:

f.9)= f(Mgmat L]

a) Determine uma base ortonormada para E.

b) Determine o elemento de E mais proximo de h, funcdo definida em [-1,1] por

ha):ﬁ.@eoebmmmﬁdeEmmnﬂMmhad(ﬁh):éﬁ(ﬂo—ha»%ﬂg)



b)

2-a)

b)

b)

bl)
b2)
b3)

Determine a equacdo cartesiana da recta perpendicular ao plano dado pela
equacéo cartesiana x +y+z =2 e que passa pelo ponto de coordenadas (1,1,1).

Sejam 7,7, 71, trés planos dados respectivamente por x+y+z=1, |,
2x+3y+2z=qa. Calcule a de formaaque /7, N7, N7, 2 0.

(Exames)

Considere C® com a seguinte operacao definida por:
U ) = 3(uy Uy vy +v,) + 2y = up Jivy = v,) + Ugvg
para u = (U, U,,U,),V = (V,,V,,V,;) elementos de C°.
Mostre que (,) € um produto interno.
Determine uma base ortonormada deste espaco euclideano a partir de:
C ={(010),(1,0,0),(001)}

Determine a projeccdo do vector P—Q com P=(1,2,3) e Q=(111) sobre o
plano dado pela equacdo x+y+2z=3.

Calcule a distancia de P ao plano definido por x+y+2z=0.

(Exames)

Seja V 0 espaco linear das quadruplas ordenadas de numeros reais com as
operacdes de adicdo e de multiplicagéo usuais.

Diga para que valores de A [OR a funcéao definida por
4
PLOGY) = A00Y, %90+ 3 X,
=1
em que X = (X, Xy, %3, %,) € Y=(Y1,Y,,Ys Y,), determina um produto interno em

V.

Considere que em V esta definido o produto interno R, (P, para A = %). SejaUo
subespaco de V gerado pelos vectores u=(1,-1,0,0), v=(10,%,0), e
2=(0,2,1,2). Determine:

uma base ortonormal para U.
a projeccao ortogonal de w =(2,2,-4,1) sobre U.
a projeccdo ortogonal de s =(2,2,1,5) sobre U".

Sejam M e N subespacos de um espaco euclideano de dimenséo finita. Mostre
que:



sedimM<dimN ~ M“ n N z{0}

(Exames)
4.13
1 Considere em R* o produto interno usual. Sgjam S e U os subespacos de R*
definidos por:
s=L{(31-1-1),(3-1-2-2),(2-4-1-3)}) U =L({(2213)})
Determine:
a) Uma base de S”, o complemento ortogonal de S.
b) Uma base ortogonal de S” +U .
C) As projecgBes ortogonais do vector x =(1,1,5,3) sobre os subespacos Se U".
d) A distancia do vector x ao subespacgo U.
2. Sejam M e N subespacos de um espaco euclideano. Mostre que é valida a
igualdade:
(M+N)"=M"NN".
(Exames)
4.14
1. Considere o espaco euclideano R® com o produto interno usual, e os vectores
v, =(121),v,=(0,1,4), v, =(-8,3,2).
a) Ortogonalize o conjunto {v,,v,,v,} utilizando o processo de Gram-Schmidt.
b) Determine uma equacdo cartesiana do plano que passa por (2,—1,5) e é ortogonal
a recta com equacdo cartesiana
X+2y+z=7
y+4z=0
c)  Calcule a projeccéo ortogonal de w = (9,-1,-1) sobre L({{v,,v,}) e a distancia de
w ao plano {VD R*:v=-w+cv, +dv,,c,d0 R}
d) Determine o angulo entre (1,2,1) e (2,1,-1).
2. Seja V um espaco euclideano complexo e x,y [1V. Mostre que sdo equivalentes as
seguintes proposicoes:
() X é ortogonal a y.
(i)  [x+ay|=|x-ay|,JaOC. Aqui || representa a norma do vector z, definida a

4.15

partir do produto interno da maneira usual.
(Exames)



b)

d)

Considere em R® o produto interno usual.

Ortogonalize o conjunto  {(11-1),(1,-2,2),(251)} usando o método de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

Determine uma equacdo do plano que passa pelo ponto (1,2,3) e é ortogonal a
recta com equagdo cartesiana

X+ty—-z=2

2x-y+z=1
Sejam AR e f, a fungéo definida no conjunto dos pares ordenados de vectores
de R®por

B Y) = X001+ %Y, + (% + AX;)(Y, + AY;)
onde X = (X, X,,%3) € Y= (Y1, ¥,,Y5)-
Diga para que valores de A R a fungéo f, determina um produto interno em V.
Para esses valores de A designa-se por V, o espaco euclideano obtido.
Seja So subespaco de V,(V, para A =1) gerado pelos vectores
v, =(11,0),v, =(3,2,-1),v, = (4,1,-3),

Obtenha uma base ortonormada de Sem V,.
Determine em V, a projeccéo ortogonal de v =(1,1,1) sobre S

Determine uma base ortonormada de V, que contenha a base ortonormada de S
indicada em b).

(Exames)

4.16 Considere a funcdo p definida no conjunto dos pares ordenados de vectores de R®

por:

P(X,Y) = 2XY; + XY, + XgY5 + X Y5 + XY,

Onde X= (X]_; X21 X3) € y = (yl’yZ’y3)'

1.

Mostre que p define um produto interno em R®; designe-se por X 0 espaco
euclideano obtido.

Seja W o subespaco de X, gerado pelos vectores (1,1,0) e (0,1,1). Determine:
W", o complemento ortogonal de Wem X.
0 elemento de W mais proximo do vector (1,2,3).

Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada a vectores adequadamente
escolhidos, para mostrar que é valida a desigualdade:

(a+2b+3c)* <6(a®+c”+(b+c)?),

para quaisquer valores reais a,b,e c.



(Exames)

4.17 Considere a fungdo p definida no conjunto dos pares ordenados de vectores de R®
por:

PX,Y) = (X, = X)) (Ve = Y2 ) + (X = X5)(Y, = ¥a) + XY,
Onde X= (X]_; X21 X3) € y = (yl’ y2’y3)'

1. Mostre que p define um produto interno em R®; designe-se por E o espaco
euclideano obtido.

2. Considere o subconjunto de E formado pelos vectores
v, =(1,1-1),v, =(1,-1,3),v; =(1,5,3)

e seja So subespacgo gerado por esses vectores; obtenha uma base ortonormada de

S
3. Determine em E a projecc¢édo ortogonal de v =(3,1,5) sobre S
4. Determine a distancia, em E, deva S

(Exames)
4.18 Seja P, o espaco linear dos polindmios em x com coeficientes reais e grau< n.
1. Considere em P, o produto interno dado por (f(x),g(x)) = a,b, +a,b, +a,b,, em
que f(x)=a,x*+ax+a, e g(x)=bx*+bx+b, e os polindbmios
P, (X) =3x* +4X, p,(X) = 7x* + x+12.
a) Determine uma base ortonormada para o subespaco L de P, gerado por p,(x) e
P (%).
b) Determine a projeccdo ortogonal de r(x) = x*sobre o subespago L.
2. Considere em P, os subespacos U e V gerados respectivamente, por
U, =3x3+10x* =5x+5,u, = x* +5x* +5,u, = X* +4x* - x+3
v, = X3 +2x% = x+5v, = x> +4x° +6,v, = 2x° + 2x* = 3x + 9.
a) Determine a dimenséo e obtenha uma base para o subespaco U +V .
b) Determinar a dimenséo do subespaco U NV .

(Exames)

4.19 Mostre que todo o espaco vectorial E (pode considerd-lo sobre o corpo real) de
dimensdo finita, munido de uma funcdo (.,.>ExE - E que é simétrica, linear, e ndo
degenerada (i.e. seja Xx[Eentdo DyD E: <x, y) =00 x=0) admite uma base

ortonormada. Mostre que neste caso ndo é valido o método de Gram-Schmidt, usual para
0 caso em que {(.,.) é definida positiva (tente um contra-exemplo).



