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12 exame: todos os grupos. Duracao: 3h
22 teste: grupos 4, 5 e 6. Duracdo: 1h30m

Apresente e justifique todos os calculos relevantes

1. Considere o conjunto
M = {(m,y,z) €E3:2>0,z+y*2+1logz :0}.
(a) Mostre que M é uma variedade e indique a sua dimens3o.
Resolucao: A matriz Jacobiana da funcdo
F(x,y,2) =z +y°2 +log 2,

cujo conjunto de nivel F~1(0) é M, é dada por
DF = [ 1 2yz y2—|—% ]

Uma vez que esta matriz linha nunca se anula, a sua caracteristica é constante igual
a 1 no dominio de diferenciabilidade de F'. Logo M é variedade.
(b) Escreva a equagdo do plano tangente a M no ponto (—1,1,1).

Resolucdo: Uma base para o espaco normal T M é a formada pelo vector

1,1,1)
DF(-1,1,1)=|1 2 2]
Consequentemente, a equagdo do plano tangente a M no ponto (—1,1,1) é da forma
rT+2y+2z=«

para algum o € R. Uma vez que o ponto (—1,1,1) tem que pertencer ao plano,
concluimos que —1 + 2 + 2 = «, e portanto a equacdo pedida é

T4+ 2y+2z=3.

(c) Mostre que numa vizinhanga do ponto (—1,1,1), M é dada pelo grifico de uma
funcdo z = f(z,vy), e calcule %(—1, 1).

Resolucao: Uma vez que

OF

—(-1,1,1) =2 #0,

55 ( )=2%#
o Teorema da Fungdo Implicita permite-nos concluir que numa vizinhanga do ponto
(—1,1,1) M ¢é dada pelo grafico de uma fun¢io C! 2z = f(z,y). A funcio f deve
satisfazer numa vizinhanga do ponto (—1,1)

! f(w,y)ZO,

b 0
x—i—ny(UC,y) +log f(z,y) =0=1 —i—y?a—i(w,y) + f(x,y)%



pelo no ponto (—1,1) se obtém

aof af af 1
1+ =(-1,1 —(-1,1)=0= —(-1,1) = —=.
t o LD+ 5-(-1,1) 5 L1 =5
(uma vez que f(—1,1) =1).
(3 val.) 2. Determine o maior valor possivel para a drea de um rectingulo inscrito elipse de equacio
2 2
% + ‘7;—2 =1 (ver figura).
(=xy) xy)
(—X,—y) (Xv_y)

Resolugdo: A drea do rectingulo de centro na origem e vértice (z,y) com z,y > 0 é
dada por
Az, y) = 4zy.

Pretendemos determinar o maximo desta func3o sujeita a restrigcdo

35'2 y2

§+b_2:1'

De acordo com a regra dos multiplicadores de Lagrange, devemos resolver o sistema

dy+Bx=0
V(tey+a(H+E-1)) =0 T
22 y2 = 4$+b—2y:0
@t =l |

Uma vez que (0,0) ndo é um ponto da elipse, devemos ter

2)

34
det | © =0 A= +2ab,
4 %

e portanto obtém-se da primeira equacao

b
Yy =F—2x.
a
Substituindo na equac3o da elipse vem
2 2,2
T b*x V2
E+—a2b2 :1®$=i7a



Obtemos portanto quatro possiveis pontos de extremo: (i@a,i@b). Como a elipse

€ compacta e A é continua, A possui maximo e minimo ao longo da elipse. E ficil ver
que os dois pontos nos quadrantes pares s3o pontos de minimo, nos quais A vale —2ab, e
os dois pontos nos quadrantes pares sdo pontos de maximo, nos quais A vale 2ab. Logo
o maior valor possivel para a drea de um rectangulo inscrito elipse é 2ab.

3. Seja A o sélido
A= {(m,y,z) e a2+ P <1, 2%+ ¥ +22>1, 2z ¢ [—1,1]}
com densidade de massa constante igual a 1.

(2 val.) (a) Escreva uma expressio para a massa de A como um integral iterado da forma

J(J([ dz)dy)d=.

Resolucao: Notando que para z fixo os pontos que pertencem a A s3o os com-
preendidos estdo fora do circulo de raio /1 — 22 centrado na origem e dentro do
circulo de raio 1 centrado na origem, temos

1 —/1—22 17 V1—2z2 1 y 7z2
M :/ / / dmdydz—i—/ / dxdydz
_1J_— V1=22 m
V1i=z2
/ / / dxdydz + / / / dmdydz.
1 —y2—22 V1—z2

(2 val.) (b) Calcule o momento de inércia de A em relagdo ao eixo dos zz.

Resolucao: Em coordenadas cilindricas tem-se

2T 11 9
Iz:/ / / rrdﬁdrdz-?w/ - 1—22) }dz
V1i—z2 14
7 oAy, T (42
—2/1(22 z)dz- < 5>

4. Considere a curva
C= {(6_6 cosf,e”? sen@) 160 €10, —i—oo[}

e a 1-forma
w = edx + eYdy.
Calcule:
(1 val.) (a) O comprimento de C;
Resolucdo: Uma parametrizacio para C é g :]0, +oo[— E? dada por

g(0) = (e_e cos 0, e % sen 0) ,

e satisfaz

d—?(@) = —e 9 (cosf,senf) + —e 7 (—senb,cos ).



Portanto se dV; é um elemento de volume compativel com a orientacdo induzida por

g tem-se

g dVi = H%%(Hﬂ‘dezzx/e294-6204-2-()d9:='v§e—9d9
e

+00 n
Vi(0) = / dvi = / V2e7%dd = v2 lim e %dp
c 0 n—+o0 Jo
=2 liI_P (1 — e_") =2.
2 val. b) O valor de | w com uma orientacdo a sua escolha.
C

Tem-se dw = 0; uma vez que o dominio de w é E?, w é exacta. E facil ver que por
exemplo

fz,y) = e + e

é um potencial para w. Dado h > 0, seja C}, a curva
Ch = {(6_9 cos 6, e sen 9) 10 €10, +h[} .

Pelo Teorema de Stokes, temos
_ —h —h
/ w=f (e cos h,e senh) — f(1,0)
Ch

(onde a orientagdo é a induzida por g). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada é
facil ver que

/w: lim w.
c h—+oo Jey,

Como f é continua,

/Cw = lim [f (e*h cosh,e” " senh) — f(l,O)}

h—-+00

= f( lim e "cosh, lim e_hsenh> — f(1,0)

h—-+00 h—-+00

= f(0,0) — f(1,0)=14+1—(e+1)=1—ce.
5. Considere a superficie
S ={(z,y,2) €E3:y:4—x2—z2,0<y<3}

e o campo vectorial
2
F(l‘,y, Z) = (Z 'Y, 2r — Z)‘
Calcule o fluxo de F através de .S, no sentido da normal unitaria exterior ao sélido limitado

por S e pelos planos y =0 e y = 3,

(1 val.) (a) Usando o Teorema da Divergéncia;

Resolucdo: E ficil ver que V-F = 0. A superficie S é um pedaco de um paraboldide
cujo eixo é o eixo dos yy, e o seu bordo é constituido por uma circunferéncia C'; de raio



2 contida no plano y = 0 e uma circunferéncia C de raio 1 contida no plano y = 3.
Para aplicar o Teorema da Divergéncia (que s6 pode ser aplicado a superficies que
limitam volumes), adicionamos a S os dois circulos D e D; contidos nos planos y = 0
e y = 3 e cujos bordos sdo C e C'5. A normal unitdria indicada corresponde entdo a
normal unitdria exterior n ao volume V' limitado por D1USUD5. Note-se que, em Dy,
n=(0,—1,0) e, em Dy, n = (0,1,0). Por outro lado, F(x,0,2) = (22,0,2z — 2) e
F(z,3,2) = (22,3,2x — 2). Pelo Teorema da Divergéncia tem-se ent3o

/F-ndV2+/F-ndV2—|—/ F-ndVQZ/V-FdVg,:O,
Dy S Do \%

ou seja,
/F-ndVQ:—/ OdVQ—/ 3dVs
S Dy D,

= 3V5(D3).

Como D3 é um circulo de raio 1, V5(D3y) = m, e portanto

/F-ndV2:—37r.
S

(2 val.) (b) Pela defini¢do de fluxo;
Resolucdo: Uma parametrizacdo de S é por exemplo g :|1,2[x]0,27[— E3 dada
por

g(r,0) = (rcos@,él - r2,rsen9) ,
uma vez que em coordenadas cilindricas (r,0,y) a equagdo que define S se escreve

y=4—1r2 Como

(s3] €9 €3
Jdg Og _

or X 90 cos 0 —2r senf

—rsenfl 0 rcosb

= (—27“2 cos 0, —r, —2r% sen 9)

aponta para dentro S, concluimos que g induz a orientac3do inversa da correspondente
a normal exterior unitaria. Portanto o fluxo de F para fora de S é

/F-ndV2:
s

2 2T
= — / / (7‘2 sen? 0,4 — 12, 2r cos @ — rsen 9) . (—27‘2 cos 6, —r, —2r% sen (9) dfdr
1 0
2 2T
= / / (27’4 sen® 6 cos @ + 4r — r3 + 4r3 cos O sen 6 — 273 sen? 9) dodr
1 0
2
= 27r/ (4r — r3— r3)dr = —3m,
1

concordando com o resultado da alinea anterior. Alternativamente, podemos consid-
erar a 2-forma

Qp = 22dy N dz + ydz A dz + (22 — 2)dz A dy



(2 val.)

e integra-la ao longo de S. Uma vez que
g Qp = (r?sen®0) d (4 — r*) Ad(rsen®)
+ (4 —7%)d(rsend) Ad(rcosb)
+ (2rcos® — rsen6)d (rcosf) Ad (4 —17)
= (—27“4 sen? 0 cos @ — 4r + 13 — 473 cos O sen 0 + 21> sen? 9) dr N\ df

/QF = 3,
S

€ uma vez que, como vimos, g induz a orientacdo inversa da correspondente a normal
unitaria exterior, o fluxo que nos é pedido é precisamente o simétrico do valor que
obtivémos, ie., —3m. Caso n3o o tivéssemos ainda feito, poderiamos determinar
qual a orientacdo induzida pela parametrizacdo notando que uma base para o espaco
normal a S no ponto (x,y, z) é dada por

temos que

\Y (:U2 4y + 22 —4) = (2z,1,2z).

Por exemplo no ponto (2,0,0) = g(2,0) uma normal exterior (ndo unitdria) é N =
(4,1,0), e On = 4dy A dz + dz A dz. Uma vez que
g 0N =4d (4 - 7“2) Ad(rsenf)+d(rsenf) Ad(rcosf)
= —8r? cos Odr A df — rdr A df = —18dr A df
para (r,6) = (2,0), e —18 < 0, concluiriamos que g induz a orientagdo inversa da
da normal exterior.

Usando o Teorema de Stokes.
Resolucdo: Note-se que V-F = 0. Como F estd definido em E3, que é um conjunto

em estrela, concluimos que F é um campo rotacional. Se A é um potencial vector
para F, i.e.,, se F =V x A, entdo devemos ter
Qp = dwa & dwa = 2%dy Ndz + ydz A dz + (22 — 2)dz A dy

= d (y2°dz + 2%dy) + ydz A dz — zdx A dy

=d (yzzdz + 22dy + yzd:z:) .
Portanto um potencial vector para F é entdo

A = (yz,2%,y2").
Pelo Teorema de Stokes,
/F~ndV2: A - dg+ A - dg
S Cy Ca

onde as orientacoes de C7 e Cy devem ser compativeis com a normal unitdria n. Mais
precisamente, C; deve ser percorrida no sentido directo quando vista do semieixo
positivo dos yy, e Cy no sentido inverso. Uma parametrizagdo para C; é g(f) =
(2sen6,0,2cos @), e portanto

2w
A - dg = / (0,4sen”6,0) - (2cos 0,0, —2sen §) df = 0.
Cq 0



(2 val.)

Uma parametrizagdo para Cs é g(f) = (senf, 3,cos); o sentido de Cy correspon-
dente a esta parametrizacdo é no entanto o contrario aquele que pretendemos, pelo
que
27
A - dg = —/ (3 cos 6, sen® 0, 3 cos? 9) - (cos6,0,—senf) db
Co 0
2m
= — / (3 cos? 0 — 3cos? O sen 9) df = —3m.
0

Portanto mais uma vez concluimos que

/F-ndV2 = 3.
S

6. Seja A uma n-variedade com bordo em E™ e u : E” — R uma funcio de classe C? tal

que
V2u=0emintA
u(x) =0 para x € 04

Mostre que entdo u = 0. (Sugestdo: Comece por mostrar que (Vu)? =V - (uVu) —
uV2u).

Resolucdo: Seguindo a sugestdo, comecamos por ver que

V- (uVu) = (Vu) - (Vu) + uV - (Vu) = (Vu)? + uVu,

ou seja,
(Vu)? =V - (uVu) — uV3u.

Se u satisfaz a equacdo de Laplace V?u = 0, temos
(Vu)? = V - (uVu).

Integrando esta igualdade em A e usando o Teorema da Divergéncia, tem-se

/ (Vu)2dV, = / V- (uVu)dV, = / (uVu) -ndV,_; =0,
A A 0A

uma vez que u(x) = 0 para x € JA (n designa a normal exterior a A). Uma vez
que u é de classe C2, o vector Vu é continuo. Portanto a fungdo (Vu)? é continua e
positiva. Segue-se que (Vu)?2 = 0 em intA: de facto, se existisse xo € intA tal que
(Vu)?(xg) = € > 0, terfamos por continuidade (e por ser intA aberto) que existiria uma
bola aberta B C intA centrada em x¢ na qual (Vu)? > £, e portanto seria

/(Vu)Zan > / (Vu)2dV, > <V,(B) >0,
A B 2

0 que constitui uma contradi¢do. Portanto Vu = 0 em intA, e por continuidade podemos
ainda concluir que Vu = 0 em 0A. Consequentemente u é constante em A; uma vez
que u = 0 em A, concluimos finalmente que u = 0 em A.



