Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha 3

A entregar até a aula pratica de sexta-feira dia 18 de Outubro

1. Para cada um dos seguintes conjuntos M C R”, indique se M é ou n3do uma variedade.
Caso ndo seja, indique um subconjunto maximal de M que seja variedade e contenha o
ponto x indicado. Em qualquer dos casos, indique a dimens3do m da variedade escreva a
equacdo do plano m-dimensional tangente a M no ponto x.

)
(b) M ={(z,y,2) ER3: 22 + 22 =25 e 2? — 22y +4°> =0}, x = (3,3,4);
() M ={(x,y,2) e R®:a? +y? — 2* = 0}, x = (3,4,5);
(d) M ={(z,y,z,w) ER*: 22 +9y? — 22 —w? +1 =0}, x = (1,0,1,1).
2. (a) Prove o Teorema de Weierstrass: se K C R™ é compacto (i.e., limitado e fechado) e
f+ K — R é continua ent3o f tem maximo e minimo em K.
(b) Determine o maximo e o minimo da fungdo continua f : R” — R dada por f(x) =
x!Ax no compacto K = {x € R" : ||x|| < 1}, onde A é uma matriz n x n simétrica.
3. Dados n nimeros reais ndo negativos =1, x2, . .., x,, define-se a sua média aritmética como

sendo o nimero real %(wl +22+4...+x,) e a sua média geométrica como sendo o nlimero
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real (z1xy...x,)n. Mostre que a média aritmética é sempre maior ou igual que a média
geométrica, e que as duas s3o iguais sse x1 = Tg = ... = Ty,

Nao precisam de entregar:

4. D& um exemplo de uma variedade M de dimens3o 1 em R? para a qual n3o existe nenhuma
fungdo F : R? — R de classe C! tal que M = F~1(0).

5. O espaco vectorial M3(R) das matrizes 3 x 3 de entradas reais pode ser identificado com
RY de forma natural. Considere o subconjunto de R?

O3)={Aec M3(R): A'A =1}
formado pelas matrizes 3 x 3 ortogonais.

(a) Mostre que O(3) é uma variedade de dimens3o 3 e classe C°>° compactal.
(b) Mostre que T70(3) = {A € M3(R) : A* + A =0}.

(c) Mostre que O(3) com a operacdo produto de matrizes é um grupo n3o comutativo?.

'Uma variedade diz-se compacta se é um subconjunto compacto de R™.
?Portanto O(3) é uma variedade com estrutura de grupo (grupo de Lie).



6. (Critério de segunda ordem): Seja M uma variedade de dimens3o m e classe C% em R",
f:R™ — R uma funcdo de classe C? e x¢g € M tal que a restricio de f a M possui um
minimo em xq. Seja U 2 xg um aberto e F : U — R™ ™™ tais que

MNU={xeU:F(x)=0}.
Sejam A1, ..., A\n—m € R tais que a fun¢do g : U — R dada por
9(x) = £(%) + MFYUX) + ... + Apem F7(x)

satisfaz Vg(xg) = 0. Mostre a forma quadratica definida pela matriz Hessiana Hg(x) é
necessariamente semidefinida positiva quando restrita a Tk, M.



